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Capítulo 1. Introducción

“Si hubieratenido mástiempo, tehabríaescritounacartamáscorta.”

Pascal.

“But how shouldit be possibie,given threeboxes,neitherto mark two asemptynor

two as ful]? The daughterwould baveremainedsingle until her father’sdeathliad she

not followed theadviceof aprophet’ssonandquickly openedtwo boxes,oneof which

wasmarkedfu]] andIhe otherempty. Foflowing theweakprotestof ber fatherthat he

had wantedtwo other boxes opened,she tried to open the third. But this proved

impossiblewhereuponthe fathergrudgingly admittedthat thepredictionwascorrect.”

[Specker 60], p. 137.

“Unperformedexperimentshaveno results.”

[Peres 78], p. 745.
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Capítulo 1

Introducción

1. 1. Introducción a las demostracionesalgebraicas

La mecánicacuántica(MC) esel marcoconceptualen el quese formulanlas teorías

físicasmássatisfactoriasconocidashastael momento.La MC surgióparadar respuesta

a unaseriede fenómenosincomprensiblesusandola mecánicay el electromagnetismo

clásicos;sus principios quedaronestablecidoshacia19271, y desdeentonces,en ese

mareo han tenido cabida nuevostipos de fenómenos,partículase interacciones,

extendiéndosedesdeel mundosubnuclearala cosmología.La MC, complementadacon

toda una serie de técnicas de cálculo, ha permitido hacer prediccionessobre

experimentosen muchoscontextosfísicos; y éstosexperimentos,en los que se ha

puestoapruebala tecnologíamásmoderna,hanverificadocon éxito todasy cadaunade

las prediccionescuánticas2.

A pesara su éxito práctico,existendiversas“interpretaciones”de laMC (como lade los muchos
universos,la interpretaciónmodal, la de historiasconsistentes,o la de variablesocultasde Bohm); sin

embargo,hay un consensomayoritarioentornoa lo quea vecessellama la interpretación“moderna”de

la MC; ver por ejemplo lGell-Mann 94]. Esta interpretaciónes un desarrollode la interpretación

ortodoxade la escuelade Copenhague(ver [Jammer66]), peroes másexplícitaqueaquellaen algunos

aspectos;por ejemplo,scgdnla interpretaciónmoderna,el problemade la fronteraentrela tísicaclásica

y la física cuánticaes un pseudoproblema;en realidad no existe ningunafrontera,la tísica enteraes

cuántica;en particular,los mecanismosde “reducción”,“colapso”o “decoherencia”del estadocuántico

son rneuanismosfísicos, losobservadoresexternos(conscientesono) nojueganningúnpapelespecial.

2 Sobreel desarrollode la MC hasta 1927, véase[Jammer66]; sobrelos desarrollosposteriores

(físicanuclear,teoríascuánticasdecampos,partículassubatómicas)hasta1983,véase[Pais86].

3



4 Capítulo1. Introducción

Sin embargo,sueledecirsequenadiecomprenderealmentela MC3. En particular,la

MC es extrañaporqueaunquesometea los sistemasfísicos a reglas estrictasy

consistentes,no proporcionaacambiounadescripciónen términosclásicos;y no sólo

no proporcionatal descripción,sino que la impide explícitamentey de un modo

fundamental.Por ejemplo,como se subrayaen [Styer96], uno de los malentendidos

máshabitualesen MC esque “la mediciónperturbael sistema”(“measurementdisturbs

thesystem”),segúnStyer,p. 32: “this misconceptionholds thateachparticlereally does

havedefinitevaluesfor both position andmomentum,but thesedefinitevaluescannot

bedeterminedbecausemeasurementof, say,a partic]e’spositionaltersthevalueof its

momentum.(...) This isaparticularlycommonmísconceptionbecausesomearguments

due to I-Ieisenberg(“the gammaray microscope”)and Bohd can be interpretedto

supportit.”5

De hecho,la MC essobretodoextrañaporqueen ella no hay lugarparaquetodas

las propiedadesde los sistemasfísicos tenganvaloresbien definidos antes de su

medición,ni paraqueel resultadode cualquiermedidapuedapredecirsecon certeza,ni

siquieraen el mejorde los casos(estadospuros,máximamentedeterminados).La MC

es no-deterministaen ese sentido6.Como dice Peres,en MC los experimentosno

realizadosno tienen resultados7,donde“no tienenresultados”no sólo quieredecir

queno sepueden“conocer” los resultadosde todoslos experimentosposiblessobreun

3 [Feynman65], p. III en la versiónen castellano;ver tambiénla cita de Gell-Mannen el prólogo

del volumen2 deroalindo-Pascual78].

~ El microscopio de Heisenbergse describeen [Bohr 28] (p. 21 de la versión en castellano),

[Heisenberg30] (See.2. 2; p. 21 en la versión en inglés),[Von Neumann32] (Sec.III. 4; p. 170 de la

versiónencastellano).Una versióncríticapuedeverseen [DickeSí].

~ Entre los resultadosquejustifican queefectivamenteseaun malentendido,[Styer96] cita los

teoremasde imposibilidadde variablesocultasy los experimentossobre “borradocuántico”.Una breve

bibliografía sobre“borradocuántico” es la siguiente:[Scully-Englert-Schwinger89], [Scully-Englert-

Walther91], Uordan93], [Kwiat-Steinberger-Chiao941, [Cereceda96 a] (artículode revisión>, [I-Ierzog-

Kwiat-Weinfurter-Zeilinger95].
6 [Born 26 al (el articuloen el que sepropusola interpretaciónprobabilísticade la función de onda),

p. 54 de la versiónen inglés: ‘1-lere thewhole problem of determinismcomesup. From thestandpoint

of our quantummechaniesthere is no quantity which in any individual casecausally fixes the

consequenceof the collision; but also experirnentallywe haveso lar no reasonto believethat thereare

sorneinnerpropertiesof the atom which conditionadefinite outcomefor the collision. Ought we hope

later to discoversuchproperties(like phasesor the internal atomic motions) anddeterminethem in

individual cases?Or ought we to believe that the agreernentof theory and experirnent—asto the

impossibilityof prescribingconditionsbr a causalevolution—Isa pre-establishedharmonyfoundedon

thenonexistenceof suchconditionsT’

~“Unperformedexperimentshaveno results”, [Peres78].
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mismosistemaindividual porque la realizaciónde un experimentoA en Lugar de un

experimentoB perturbainevitablementelos resultadosque hubiesearrojadoB de

haberserealizadoen JugardeA; “no tienenresultados”quieredecirque,en MC, tales

resultados“no existen”,“no estándeterminados”antesdel experimento.Rescatareste

perdidodeterminismoeslajustificaciónprincipaldetrásde lo que sellamanteoríasde

variablesocultas8(VO). Diremos,siguiendoa [Mermin 93 b], p. 803, que las teoríasde

MO son “Efforts to constructsuchdeeperlevelsof description,in which propertiesof

individualsystemsdo havepreexistingvaluesrevealedby meactof measurement”;una

analogíaa la quese recurrefrecuentementeenla literaturacomoejemplode unateoríade

VO esla de la mecánicaclásicacomoteoríade VO subyacentea la mecánicaestadística

clásica(ver, porejemplo,[Einstein49], p. 672).

Porcontra,unapruebao teoremade imposibilidad de variablesocultasen MC (en

inglés,“impossibility proof’. “no-hidden-variablestheorem”o “no-go theorem”)pone

en evidenciaque, módulo ciertas hipótesismás o menos razonablessobre esos

supuestos“resultados”,éstosno puedenpreexistir respetandola compatibilidadcon la

MC.

Las demostracionesde imposibilidad de VO sebasanen hipótesisde caráctermuy

generalsobrelas teoríasde yo; en ausenciade ejemplosconcretosde teoríasde VO,

siemprepodríapensarseque las hipótesisconsideradasno son las adecuadasy que,

como se dice en [Belí 82], “What is proved by impossibility proofs is ]ack of

imagination”9; pero a medidaque sevan descartandomásteoríasde VO basadasen

hipótesisrazonables,el rangode MO compatiblescon la MC seestrecha10.

Estatesistrata de los teoremasde imposibilidad de VO y sus demostraciones,en

particular trata sobre un tipo de demostraciones,las llamadas demostraciones

“algebraicas”.Bajo estenombre,u otros sinónimos(demostraciones“todo o nada”,

8 La ideadevariablesocultasen MC apareceya en rBorn 26 a], ver la nota6, y másexplícitamente

en lBorn 26 b], dondese diceque: “cualquieraque no estésatisfechocon estasideas lía interpretación

probabilísticade la función de onda]puedesentirselibre parasuponerque existenparámetrosadicionales,

todavíano introducidosen la teoría,quedeterminanel sucesoindividual”; traduccióndeJoséManuel

SánchezRon en laediciónen castellanode 1991 de rvon Neumann32], p. XXXIX.

~>SobreestafraseMermin, Mermin 93 bJ, p. 814, dice: ‘iBelí] is unreasonablydismissiveof the

importanceof his own impossibility proofs. Onecould make a complementarycriticism of much of

contemporarytheoreticalphysics: What is provedby possibility proofs is an excessof imagination.

Eithercritieism undervaluesthe importanceof defining limits to what speculativetheoriescanor cannot

beexpecredte accomplish.”
10 Conviene no olvidar que existe una teoría de VO compatiblecon la MC y con todos los

resultadosexperimentales:la de Bohm [Bohm52], [Bohm-Hiley93], [Holland93].
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demostraciones“sin desigualdades”,demostraciones“de tipo Kochen-Specker”1l),se

reúnendemostracionesde imposibilidadde VO con las siguientescaracterísticas: le
le

e,(a) La contradicciónentre MC y MO se alcanzarazonando sobre sistemas e,

individuales’2 (y no sobre colectividadesestadísticas,como ocurre con las e,

desigualdadesde Belí). El término “algebraico”seempleaentoncesen oposicióna

“estadístico”. e,
e
e(b) Se refieren a sistemasfísicos describiblespor espaciosde Hilbert de
e

dimensiónfinita (y generalmentepequeña: 3, 4, 8, 9) e involucran por tanto

observablesfísicosrepresentadosporoperadoresde espectrodiscreto. e
e’

(c) La evolucióntemporalde los estadosfísicos no juegaun papelrelevanteen las le

demostraciones. e
e’

(d) Seconstruyensobreexperimentosimaginarios13. e’
e
e

Los puntos(b), (e) y (d) no son exclusivosde las demostracionesalgebraicasde
e

imposibilidad. Salvo en mención en sentido contrario, sólo nos ocuparemosde

demostracionesde imposibilidadde MO deterministas,esdeciraquellasen los que los e
e
e

~ Porejemploen [Heywood-Redbead83] sehablaindistintamentede ‘contradiccionesalgebraicas”

y de “contradiccionesde tipo Kochen-Specker”;en [Clifton-Redhead-Butterfield90 a] se habla de e

“demostracionesalgebraicas”del teoremadeBell-EPR enreferenciaa las demostracionesde Heywood- e
e

Redhead,Stairsy Greenherger-Horne-Zeilinger(0HZ), frente a las “demostracionesestadísticas”(con

desigualdades)de Belí; 0HZ [GHSZ90] hablandedemostraciones“sin desigualdades”;en ¡Mennin 90 c]

seutiliza la expresión“alí versesnothing” parareferirsea lademostraciónde 0HZ; estenombresubraya e,

la característicamás distintiva de las demostracionesalgebraicas:la contradicciónse alcanzasobre e
sistemasindividuales.En [Elby-Jones92] seusael término“demostracionesalgebraicas”en referenciaa e’

las de Heywood-Redhead,Stairs, 0HZ y Peres.En [Dickson&lifton 941 se habla de “contradicción e

algebraica”enoposicióna “violación deunadesigualdadestadística
e

12 Usando,esosí, prediccionesquehemosdebidocomprobarantessobrecolectividadespreparadas
e

dela mismaformaqueel sistemaindividualencl queobtenemosla contradiceton. e
13 Los experimentosimaginarioso mentalestienen la función de ejemplificar lo esencial y e,

fundamentalde unasituaciónfísica eludiendoa propósitoaspectosmarginalesparala comprensiónde e
los fenómenosy han desempeñado,desdeGalileo,un papelbásicoen física.A Galileo se le acusómás e
deunavez detratarsolamentecon situacionesidealizadasque no podíanmaterializarseen el mundoreal e

peroésefue uno de los grandessecretosde la físicade Galileo y una de las razonesde su éxito. Von e’

Neumanndecíaque “El carácterfantásticode nuestrosexperimentosideales,es decir, su calidad(le
e

irrealizablesprácticamente,no afectaennadaa supoderde demostración”[Von Neumann32], p. 256 de
e’

la versiónen castellano.Sobrelos objetivosy característicasdeseablesde un experimentoimaginario

véase[Kuhn 77], sobretodolas Pp. 288-289dela ediciónen castellano.

e,
le

e’
e’
e
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resultadosde todos los experimentossobre un sistemafísico individual están

determinadospor las VO. Existenen la literaturaextensionesde algunosde los teoremas

aquítratadosquecubrenciertostipos de VO estocásticas14.

Ejemplosde demostracionesalgebraicasson:

(a) Las demostracionesdel teoremade Bell-Kochen-Specker(finalesde los años60)

y suextensióna sistemascompuestos(principiosde los 80)

(b) Lasdemostraciones“sin desigualdades”del teoremade Bell-EPRpropuestas(en

los años90) porGreenberger,Horne,Zeilinger,Mermin, Peresy Hardy,entreotros.

Es opinión generalizadaque estasdemostracioneshan supuestoun hito en los

desarrollosrecientessobreVO en MC.

Estamemoriasededicaesencialmentea analizarambosteoremasy susrelaciones;

esteanálisisha resultadofructíferoparamejorar las demostracionesexistentesy para

obtenernuevosresultados.

El interésde los temasaquítratadospareceindudable15;las contribucionesoriginales

presentadasen estamemoriacreemosque hanjustificado laelecciónde estostópicos

comoobjetode investigación.

14 Una generalizaciónde la demostraciónde 6HZ a teoríasde variablesocultas factorizables

estocásticaspuedeencontrarseen [Clifton-Redhead-Butterfield90 a,b]; una generalizacióndel teoremade

Bell-Kochen-Speckercon localidad a teoríasde variables ocultas factorizablesestocásticaspuede

encontrarseen [Elby 90 al; unaextensióndel teoremade Bell-Kochen-Speckera teoríasde variables

ocultasno-contextualesestocásticaspuedeencontrarseen [Roy-Singh93].

15 Previsiblemente,por su potenciay sencillez,algunasde las recientesdemostracionesalgebraicas

tardaránmenosen incorporarsea los textos de MC de licenciaturade lo que en su día tardaronlas

desigualdadesde Bel!; algunostextosde MC en incorporarunaexplicación,máso menosextensa,de las

desigualdadesde BeIl (1964) son [Galindo-Pascual78] (Vol. 1, Pp. 462-465en la segundaedición),

[Sakurai 85] (Pp. 223-232en la ediciónrevisadade 1994),[Ballentine90] (Pp. 437-456);ejemplosde

libros, más o menosespecializados,que ya incluyen algunasde las demostracionesalgebraicasrecientes

son[Bohm-Hiley 93], rPeres93], rStapp93 b], [Maudlin 94], [Squires94 bí (2~ edición).
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1. 2. Estructura, objetivos y metodologíade estetrabajo

En esta secciónse resumenlos problemasabordadosen estamemoriay la

metodologíaseguidaen cadacasoparasu resolución.
U?

Creemosque las demostracionesalgebraicasde imposibilidadde \~O, enparticular

aquellasque involucran un númerofinito y reducido de observablesfísicos son
e,

interesantespor las siguientesrazones: e,
e’

(a) Porqueson las másfundamentales(en el sentidode que serefierena sistemas e,

individuales),las mássencillas(involucran un númeroreducidode observablesen e’

espaciosde bajadimensión),y las másfáciles de demostrar(unavezdescubiertas;su 9’
e’

hallazgo,en cambio,no siempreesfácil, comoevidenciasu tardíaaparición).Estas
e

característicasson,en física,sinónimode belleza.

e’
(b) Porquebastaanalizarun númeroreducido de experimentospara obtener e

contradicciones“cruciales” quedenlugara testsmásdecisivos(en principio).
*

Los objetivos pretendidosy métodosseguidosen cadacapítuloson: 9’
9’

Capitulo2: El teoremade Be]l-Kochen-Specker.Los objetivosde estecapítuloson:
e’

(a) Clasificarlas distintasdemostracionesdel teoremade Bell-Kochen-Specker(BKS)

de imposibilidad de variablesocultasno-contextualesy clarificar las relacionesentre e’

ellas. (b) Construir demostracioneseconómicascon las característicasde la 9’

edemostraciónoriginal de Kocheny Specker(KS). (c) Desarrollarmétodosparaextender
e

demostracionescon estascaracterísticasa espaciosde Hilbert de dimensiónfinita

arbitraria(mayorquetres), demostrandoque la contradicciónentreMC y VO no está e’

restringidaaalgunasdimensionesconcretas,sino queseextiendeacualquierdimensión
e’

(finita). Paraello seestudiandiversasestrategiasseguidasen la literaturapararesolverel
e

problemageométricoque estádetrásde estetipo de demostraciones;en particularse

haceun análisisdetalladode la demostraciónoriginal de KS y sedistinguentrespasos, e

asociandoacadauno de ellosun tipo particularde conjunto(DPS, PNCSy TNCS). U
e
eCapítulo 3: El teoremade Bell-EPR. Los objetivos de este capitulo son: (a)
e

Conseguirunaformulacióndel argumentode “incompletitud” de la MC propuestopor

Einstein, Podolskyy Rosen(EPR) de maneraque sea posible eludir la crítica más e’

frecuente.(b) Conseguirasimismouna formulación del teoremade Bell-EPR de 9’
e’

imposibilidad de variablesocultaslocales(que subrayala inviabilidad del programa

sugeridopor EPR) en los mismostérminos.Paraello: (1) Se reexaminaen detalleel

argumentoEPR; (2) se introducenlas demostracionesalgebraicasdel teoremade BeIl- *

le

e’

9’

e
e
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EPR; (3) sedefinenlos “elementosde realidadfuertes”(aquellosque sepuedeninferir

con certezaapartirde medicionesefectivamenterealizadasen regionesseparadaspor un

intervalode género-espacio).

Capítulo4: Relacionesentrelos teoremasde Bell-KS y Bell-EPR. En los capítulos

anterioresseha tratadoantesel teoremade BKS queel de Bell-EPR16porque,en cierto

sentido,el segundoesun casoparticulardel primero(conhipótesisfísicasadicionales).

El objetivodel capítulo4 esaclararla relaciónentreambos.Paraello secomparansus

respectivasdemostracionesalgebraicas,y se derivandemostracionesalgebraicasdel

teoremade Bell-EPRapartir de algunasde las demostracionessencillasdel teoremade

BKS obtenidasen el capitulo2.

Capítulo 5: Experimentossobreel teoremade Bell-EPR sin desigualdades.Los

objetivos de estecapítulo son: (a) Ver diferentescontextosen los que sepueden

implementar(idealmente)las demostracionesalgebraicas,(b) Evaluarlaposibilidadde

convertirestosexperimentosidealesen comprobacionesexperimentalesefectivasde la

imposibilidadde variablesocultas.Paraello se describenvariosexperimentosidealesde

argumentosalgebraicosy sediscuteel únicoexperimentode estetipo realizadohastala

fecha.

En el capítulo6 seexponenlas conclusionesde la memoria.

16 En rRedhcad87] y [Peres93] sehacelo contrario:seestudiaprimeroel teoremade Bell-EPR y

luego el deBKS.
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Capítulo2. El teoremade Bell-Kochen-Specker

“So unlessone hasa specialinterest in proving no-hidden-variablestheoremsin

threedimensionsonecansafely declarethe oíd Belí or Kochen-Speckerversionsof the

theoremobsolete.”

[Mermin 93 b], p. 808.

“Kochen-Speckerproblemscan be addictiveand1 AM an addict!”

Rob Clifton, e-mail del20 de febrerode 1996.

“~Fe]iz añoy queencuentrescadavezmenosdirecciones!”

GabrielÁlvarez,9 de enerode 1996.

“En ciencia, comprenderes clasificar, reducir, comprimir. La compresiónes

comprension.

JorgeWagensberg,El País, 26 dejunio de 1996.
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Capítulo 2

El teorema de

Bell-Kochen-Specker

2. 1. Introducción

Esteesel capitulomáslargode la tesis.En él seestudiael teoremade Bell-Kochen-

Specker(BKS) sobreimposibilidad de variablesocultasno-contextuales,haciendo

énfasisen un tipo particularde demostraciones:aquellascon las característicasde la

demostraciónoriginal de Kocheny Specker(KS).

Los objetivosde estecapitulo son: (1) clasificarlas distintaspruebasdel teoremade

BKS, (2) construirunademostracióncompactacon lascaracterísticasde la de KS, (3)

desarrollarmétodosparaextenderlas demostracionestipo KS aespaciosde Hilbert de

dimensión n > 3, y (4) sentar las basespara]a discusión en el capitulo4 sobrela

relaciónentre las demostracionestipo KS del teoremade BKS y las demostraciones

algebraicas(llamadastambién“sin desigualdades”)del teoremade Bell-EPR sobre

imposibilidadde variablesocultaslocales.

Laestructuradel capítuloesla siguiente.Empezaremosexaminandodosprecedentes

del teoremade BKS: en la Sec.2. 2. 1 examinaremoslo que von Neumannconsideraba

queeraunademostracióngeneralde imposibilidadde variablesocultasen MC; y en la

Sec.2. 2. 2 veremosel teoremade Gleasony en panicularun lemaprevioqueestáen la

basede todaslas demostracionesdel teoremade BKS.

En la Sec.2. 3 seexaminanfundamentalmenteaspectosclásicosdel teoremade

BKS: 2. 3. 1 tratade cuestioneshistóricassobrelapaternidaddel teorema;en 2. 3. 2 se

enunciael teorema;en 2. 3. 3 se resumela crítica de Belí a la plausibilidadde las

13
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hipótesis.Nuestracontribuciónen estetemaarrancadel examendetallado,en la Sec.2.

3. 4, de la demostraciónoriginal de KS. Esta demostraciónutiliza solamente

argumentosgeométricoselementales,pero acambio,esun tanto intrincada.En (a) se

enumeranlas característicasde lademostración,en (b) seintroducenunosdiagramas

auxiliares,y en (c) sepresenta,en tres pasos,la demostraciónoriginal de KS, y se
e,

introducentres tipos de conjuntosde proposiciones,cadauno de ellos asociadoa un

pasode lademostración;en (d) seexhibenotrosconjuntossimilaresa los queaparecen

en el primer paso.Este esquemade pasosy conjuntosasociados,nos permitirá e
e

clasificarlos diferentestipos de demostracionesdel teoremay nos ayudaráa construir
e,

demostracionesmáseconómicasy demostracionesen espaciosde Hilbert de dimensión
9’

superior.En JaSec.2. 3. 5 se introducenlas demostracionescontinuas;en la Sec.2. 3.

6 sepresentanlas demostracionesprobabilísticas,y seestudiabajoqué condiciones e
le

estasúltimas sepodríantraducir en testsexperimentales(ideales)de algunasde las
9’

hipótesisdel teorema.
e’

El resto del capitulo se dedicaa estudiarpropuestasrecientespara construir

demostracionesfinitas del teoremadc BKS. 2. 4 trata de las demostracionesque 9’

llamaremosaditivas;en 2. 4. 1 seestudiandos de ellas (en espaciosde Hilbert de e.
e

dimensión3) y su relación con la demostraciónoriginal de KS. En la Sec.2. 4. 2 se
9’

presentandos estrategiasgeométricaspara construir demostracionessencillasen e

espaciosde dimensión4. Comoveremosmásadelante,los espaciosde dimensión4 son e
e

los espaciosde dimensión más baja que permiten desarrollarargumentosde
*

imposibilidadde variablesocultaslocales,lo cualjustificanuestrointerésen simplificar

las demostracionesen estosespacios.En la sección2. 4. 3 sepresentanvariasformas e

de construirdemostracionesen espaciosde dimensiónarbitraria(mayorque tres).La 9’
e

mayorpartede nuestrascontribucionespertenecenaestosdosúltimos apartados. e

e
En 2. 5 sepresentanlas demostracionesmultiplicativas.Estasdemostracionesdel eteoremade BKS surgieronoriginalmenteal generalizaren un ciertosentidolas que, en e

el capítulo3, llamaremosdemostracionesalgebraicasdel teoremade Bel]-EPR; en el e
9’capítulo4 estudiaremosla relacióninversa:cómo pasarde unademostraciónde BKS a
*

otra de Bell-EPR. En 2. 6 seestudiala relaciónentrelas demostracionesaditivasy las

multiplicativas.El capituloconcluyecon unaclasificación,de acuerdocon los criterios e

desarrollados,de granpartede las demostracionespublicadas.
9’

e
9’

e’

e
9’

9’

U?

U?

e

a
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2. 2. Precedentes

2. 2. 1. La prueba de imposibilidad de von Neumann

a. Introducción

En su libro Fundamentosmatemáticosde la mecánicacuántica [Von Neumann

32] Johnvon Neumann(VN) incluía1 una demostraciónmatemáticade queen MC no

pueden existir colectividadesestadísticas“libres de dispersión” para todos los

observablesfísicos. Estapruebade imposibilidadde “variablesocultas”haejercidoun

papel determinanteen desarrollosposteriores:no sólo —como se hacenotarcon

frecuencia—porquezanjóen falso la cuestióny con ello cerróel pasoal desarrollode

teoríasde variablesocultas2,sino —y esporesoque nos interesaaquí—porquesentó

un precedentesobrecómodeberíaseruna demostraciónteóricade imposibilidad de

variablesocultasen MC.

En las siguientesseccionesveremos(b) unaformulaciónen el espíritude VN de la

pruebade imposibilidad, (c) dosejemplossencillosque“demuestran”el teoremade VN

por reducciónal absurdo,y (d) lacríticade Belí a la plausibilidadfísicade las hipótesis

del teoremade VN.

b. La formulación de von Neumann

La intenciónde VN era ver3 si la MC esunateoría“propiamenteestadística”o si,

porel contrario,hay unateoríamás “completa”—quedescribeel mismo sistemacon

variables(o “parámetrosocultos”) másnumerosas—que la MC, apartir de la cual se

obtiene la MC promediandocon respectoa las variables ocultas.Pone VN como

ejemplode teoríano-esencialmenteestadísticala termodinámica,quesederivade una

teoríamás“completa”comoes la mecánicaclásica.AdvierteVN que laMC esel primer

ejemploconocidode unateoría“propiamenteestadística”—lo cual,dice, “a numerosos

físicos les repugna”—,y el]o justifica el interésque tieneuna demostraciónde que

efectivamentelo es.

Sees.IV. 1-2, Pp.213-232en la versiónen castellano.

2 ElIo no impidió queEinstein,Podolsky,y Rosenexpusiesensu argumentode incompletitudde la

MC [Einstein-Podolsky-Rosen35], ni queBohm construyeseexplícitamenteuna teoríade variables

ocultascompatiblecon la MC [Bohm 52], por citardosejemplos.

-~ En estasección,las partesentrecomilladascorrespondenaextractosde la versiónen castellanode

JoséManuelSánchezRon del texto en francésdela intervenciónde VN en unaconferenciacelebradaen

Varsoviaen 1938.Tomadodela reediciónde 1991 de [Von Neumann32], pp. LVII-LIX.
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1w’-

ParaVN, “Un sistemafísico (...) se caracterizapor el conjunto de todas las

cantidadesque puedenser medidas,los “observables”A, B y las relaciones
e,

algebraicasque existenentreellos”; una colectividadestadísticae de sistemas e,

individualesidénticos“viene caracterizadapor los valoresmedios 44>~, ~ ... de e,

todosestosobservables.”Sedice queuna colectividadeslibre de “dispersión” parael

observableA, cuandodesaparecela dispersión (A —(4>~ )2 lo que esequivalentea
e-

decirque <A2>, <A>~. ParaVN, “La desapariciónde la dispersiónsignifica, sin duda,

quelamagnitudobservableA tiene con certezasu media[suvalormedio)comovalor, 9’

cuandosela mide.” 9’
9’

e.Unacolectividade sedice“mixta” si existendoscolectividades[distintas],e1, e2, e.

(...) talesqueal mezclarlascon pesosapropiadosa, ¡3 (a> 0, /3>0, a +/3=1) se

obtienee.” Es decir: e’

u

(4>~ =a(4>~ + /3(A>~. (2. 1)
e

Unacolectividade se dice que es “pura” si no es “mixta”. En una teoría “no- u’
9’

propiamenteestadística”toda colectividadno libre de dispersiónpara todos los

observables“debesermixta”, y recíprocamente: e
9’

(*) Todacolectividad“pura” debeserlibre de dispersiónparatodos los observables.
e

SegúnVN, en MC
4: e’

9’

(i) Lp. 225] Si los observablesB y C estánrepresentadosrespectivamentepor los *
e’

operadoresB y t, el observable

e-
A=/3B+yC, (2.2) e

e
estárepresentadoen MC porel operador

9’

Á=f3b+yC. (2.3) e’

e’

(u) El valor esperadode un observableA representadopor A en un estadocuántico e’

prepresentadoenMCporeloperadorestado(omatrizdensidad)~es U?’
u’

u’

e
y

9’

e
~‘ Las páginasemir corchetesserefierena las páginasde la ediciónen castellanode[Von Neumaun

32] en las que se puedenencontrarlas correspondientesafirmaciones.La páginasen númerosromanos

sólo seencuentranenla edicióndel 991 y correspondena la conferenciade VN de 1938. e

e
e.
e
*
0
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<A>,, =trOiA)5. (2. 4)

En particular,paracualesquieraobservablesA, B, C relacionadospor (2. 3), de

acuerdocon (i), y usando(2. 4) se obtiene

(2. 5)

La relación (2. 5) es cierta inclusosi B y C (y por tanto A) son observables

(mutuamente)incompatibles;en tal caso,(2. 5) sólo tienesignificadofísico si se refiere

a los valores esperadosen medicionesde A, B y C sobre, respectivamente,tres

subconjuntosd~erentesde un conjunto de sistemasidénticamentepreparadosen el

estadocuánticop.

Además,sobrelascolectividadesestadísticas,VN supone:

(iii) [p. LIX] Todaslascolectividadesestadísticase sepuedenrepresentarpor los

operadores~. En particular,estacorrespondenciaentrelas colectividadese y los

estadoscuánticosp estádefinida poruna relación análogaa (2. 4) (cambiandoen el

miembrode la izquierdap por e). En particular, teniendoen cuenta(iii) y (u) debe

sucederque:

(iv) [p. 223] En cualquiercolectividadde sistemasidénticos e, los valores

esperadosde cualesquieraobservablesA, B, C relacionadospor (2. 2), han de

satisfacer

= /3 <B>~ + y (2. 6)

Existen diversasformulacionesaxiomáticasde la MC; una formulaciónpróxima a la de [Von

Neumann32] es lade [Galindo-Pascual781; en [Balian89] sesugierendos“pedagogicalimprovements”

respectoa formulacionesanteriores:“emphasizingobservablesratherthan states”,“density operators

shouldappearconceptuallymorebasicand casierto comprehendthan statevectors”; estasugerenciase

sigueen la formulaciónde [Ballentine90]. En ambasformulaciones,ya seacomo consecuenciade los

Teorema4 von Netónunn:Mo existencalecúvidadesde sistetuasidénticosque
seanlibr~s,dedispersiónpatatodoslos,ohserv~bfrs ‘SEn consecuencia‘el pfliJCipiÓ<*>

seviola y la MC es,porconsiguiente,unateo4a’ ropiameute”estadística,Estoquieit

decir que no es posible ningunaexplfr,acht5n,~y4 de la MC ten términos d~

eol&ctividadesde sistemasidénticoshbtcsdedispeitiónparato4oslos observablesl,
salvoquesesneáfiquealgq~apartedelatearía011 su formaactual”

postulados[Galindo-Pascual78], o directamentecomouno de ellos[Ballentine90]. severifica (2. 4).
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9,

9*

No daremosaquí una demostracióngeneraldel teoremade VN6, en su lugar e,

daremosdosejemplosen los quelas hipótesisde VN conducena contradicción.
e,

le

9*

c. Ejemplos gp

le

En general,en unacolectividade libre de dispersiónparaA, el valor medio <‘IX
coincidecon el valor deA quetienentodos y cadauno de los sistemasindividualesde u’

e.esacolectividad;denotaremospory(A) estevalor. Supongamosqueunacolectividade
e’

fuese libre de dispersiónsimultáneamenteparalos observablesA, R y C (en general

incompatibles)relacionadosentresi por la ec. (2. 2); supongamostambiénque los *

observablesA, B y C tienensólo dosposiblesvalores:±1ó —1. En esecaso,por lo que
9’acabamosde decir,(2. 6) seconvierteen
u’

e
v(A)=fiv(R)+yv(C), (2.7) e

e
dondecadauno de los valoresy(A), v(B) y v(C) vale+1 ó —l,por la hipótesisde ser *

e libre de dispersiónparaA, 1? y C. e
e.

Vamosa ver dosejemplosen los que (2. 7)conducea unacontradicción: 9’

e
Ejemplo1: Supongamoslos observablesA, B, C (incompatibles)descritospor los e-

e
operadores e-

e
A = a, (2..Sa) e-

e

h=( 3&~—&3I2, (2.Sb) e-

e
(2.8c) e.

e

A, B, C representansendascomponentesde espínde unapartículade espín 1/2 según 9’
u’tresvectorescoplanariosqueforman ángulosde 1200. Esfácil verque

e
(2.9) 9”

u’

9’
6 Ésta puedeencontrarse,ademásde en [Von Neumann321, en [Von Ncumann311, y también, 9’

desarrolladay comentadaextensamente,en [Albertson 61], y [Jammer74] (Sec. 4). Ademásde las 9’

referenciasmencionadasy de las que citaremosa lo largodeestasección,las siguientesreferenciastratan 9’

del teoremade VN o de algún aspectoparticulardel mismo: [Ballentine701, [Capasso-Fortunato-Selleri
u’

70], [BeIl 71], [Clauser71 a, b], [Belinfante73] (Parte1, Cap.2) lOnóder801, [Sellen 90] (Cap.2). En
9’

la reediciónen castellano,de 1991,de [Von Neumann32] hay una extensaintroducciónhistóricadeJosé

ManuelSánchezRon; concretamente,el teoremadeimposibilidadsetrataen las pp. XXXIX-L.

*

e
*

4
O
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quees un casoparticularde (2. 3). Estos observablestienenpueslas características

deseadas:y(A), v(B), v(C)) sólo puedenvaler +1 ó —l y satisfacenuna relacióndel

tipo (2. 2). Sin embargo,

v(A)+v(B)+v(C) (2. 10)

nuncapuedevalercerocomorequieren(2. 7) y (2. 9), q.e.d.

Esteprimerejemploprocedede [Peres90 b], uno muy similarpuedeencontrarseen

[Belí66].

Ejemplo2: Consideremoslos siguientesobservables:

2 2A S~, B=S~, C=S., (2.11)

esdecir, los cuadradosde las componentesdel espínde unapartículade espíns,según

tres direccionesortogonales.Paracualquiers se verifica que

~2 ~

SN ±S;+S2—h2s(s+l)¡ (2. 12)
donde ¡ esla matriz identidaden el espaciode Hilbert correspondiente.La ec. (2. 12)

esotro casoparticularde (2. 3). Fijémonossóloen el casos= 3/2 (el menorvalor de s

para el cual esostres observables83 son incompatibles);entonces,los posibles

resultadosde la medidade esosobservablessonsolo dos: 9!? /4 ó h2 /4, y, por tanto,

no esposibleque

sume15M/4, comoexige(2. 12), q.e.d.

Esteejemploprocedede [Ballentine90],p. 131.

d. Crítica dc Beil

Be]l, [Belí 66], Sec. II, construyeun modelo explícito de variablesocultasen el

que los valoresesperadosde la medidade unacomponentedeespíndeunapartículade

espín 112 coincidencon los de la MC. En el modelo de Belí no se atribuyeningún

significadofísico a las variablesocultasque aparecen,suúnicapretensiónesmostrar

quehay teoríasde variablesocultasque no estánexcluidasporel teoremade VN. Un

modelosimilarpuedenencontrarseen [KS 67], Sec.6. La objeciónde Belí a laprueba

de VN [Belí 66], Sec.III, tiene que ver con lo que paraBelí es la “hipótesisesencia]”
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de] teorema:“Any real linear combinationof any two Hermitianoperatorsrepresentsan
w

observable,and thesamelinear combinationof expectationvaluesis the expectation

value of the combination.” SegúnBelí, el que se verifique (2. 5) para los valores e-

medioscuánticosno implica quedebasucederlo mismoparalos valoresmediosde un o

estadode variablesocultasen el casode observablesincompatibles,esdecirno tiene

porquéverificarsela relaciónlineal (2. 6). La razónfísicaesque en unasituaciónreal
It

las medicionesdeA, B y C no puedenserllevadasacabosimultáneamente;cadaunade

ellas se debe hacersobreun sistemaindividual diferente, y ademásrequiereun *

dispositivode medidadiferente.El quelos promediosestadísticosverifiquen (2. 5),es 9’
e.

paraBelí, “a quite peculiarpropertyof quantummechanicalstates(...). There is no
e

reason to demandit individually of the hypothetical dispersionfree states.”Su

conclusiónes que, “the formalproofof von Neumann[deimposibilidad de variables 9’

ocultasquesatisfaganlos requisitosde VN] doesnot justify his informal conclusion[la u”
9,

imposibilidadde variablesocultasde tipo másgeneral].”
e

Contrariamentea lo que a vecesseafirma, la demostraciónde VN, si habíasido e-

objetadamuchasvecesantesde [Bel! 66] (ver las referenciasde la nota6). 9’

9’

e
u’

e
9’

9’

u’

e
9’

9’

e

u’

e
*

e
9*

9’

e

e
e
e
e’

e
u’

e-
9’

*

*

e’

e
e’

e
fi.
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2. 2. 2. El teoremade Gleason

En 1957Andrew Gleason[Gleason57] demostróun teoremacuyasconsecuenctas

son fundamentalesparala resolucióndel problemade las variablesocultas.El objetivo

del teoremade Gleasonera, sin embargo,otro de aparienciadistinta: simplificarla base

axiomáticade la MC, mostrandoque las probabilidadesde obtener los distintos

resultadosen la medidade un observablefísico siemprese puedencalculara partir de la

matrizdensidad,ñ. En el trabajode Gleasonno hay ningunaalusiónal problemade las

variablesocultas.

El artículo de Gleasoncomienza7:“In his investigationsof the mathematical

foundationsof quantummechanics,Mackey [Mackey57] hasproposedthefollowing

problem:Determinealí measureson the closedsubspacesofaHilbert space.A measure

on the ciosedsubspacesmeansa function y which assignsto everyclosedsubspacea

non-negativereal numbersuch that if {H~} is a countablecollection of mutually

orthogonalsubspaceshaving closedlinear spanH, then

p(H)=~g(H
1). (2. 14)

It is easyto seethat sucha measurecan be obtainedby seiectinga vector y1 and, for

eachclosedsubspaceff, taking p(H1) asthesquareof the norm of theprojectionof

on H. Positive linear combinationsof suchmeasuresleadto moreexamples,and,

passingto the limit, onefinds that, for everypositive semi-definiteself-adjointoperator

~ of thetraceclass,

(2. 15)

where k denotesthe orthogonalprojection on H~, definesa measureon the closed

subspaces.It is thepurposeof this paperto show that, in a separableHilbert spaceof

dimension at least three, whetherreal or complex, every measureon tbe closed

subspacesis derivedin this fashion.”

En particular,si consideramoslas medidasdeprobabilidaddefinidas,no sobrelos

subespaciosH1, sino sobrelos correspondientesproyectoresortogonales~, el teorema

seenunciade la manerasiguiente:

Teoremade Gleason:Paraespaciosde Hilbert separables(realeso complejos)H de

dimensiónmayor o igual que tres, todas las medidasde probabilidad,Jfl sobre el

‘7Por motivosdeconvenienciahe cambiadola notaciónrespectoal artículooriginal.
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o,

conjunto de los proyectores{P~} sobre subespacioscerradosde H (es decir las

aplicacionesy de {.~ } en el intervalo [0, 1], que verifican ,u(O) = 0,

= X,M(k)) son necesariamentede la forma

p(I)=l, y

It

e,

MU~) = (2. ]6) e.
9*

donde,3 esun operadorno negativode clasetrazadeterminadode formaúnicapor la

medida(como los operadoresdensidadquerepresentanestadosfísicosen MC)8.

La relevanciadel articulo de Gleasonparala cuestiónde las variablesocultas

provienede un lema implícito previo al teoremaprincipal9, lema que,siguiendoa

Belinfante,enunciaremosde la manerasiguiente:

Paraverquéconsecuenciastieneestelemaparael problemade las variablesocultas

hay que dar un par de pasosmás10: Consideremosun espaciode Hilbert real de

dimensióntres que suponemosrepresentaun cierto sistemafísico (más adelante

veremosejemplos de ello), de maneraque los proyectoressobre subespacios

unidimensionalesdel espaciode Hilbert total representanproposicionesfísicas(por

ejemploproposicionesdel tipo “el observableA tieneel valor a”). Las proposiciones

8 El enunciadooriginal del teoremade Gleasonestáen las Pp. 892-893de [Oleason57].

9 Lemaque no figura como tal en el artículo de Gleason.Belinfante, [Belinfante 73], p. 44, lo

reconstruyey lo identificacon las lineas5 y 4 desdeel final de la p. 889 de [Gleason57], Bibliografía

adicional sobreel teoremade Gleason:[Piron 72], [Belinfante 73] (Sec. 3. 6), una demostración

simplificadade Gudder,no publicada,citadaen [Jammer74] (p. 297), [Krips 74, 77], [Eilers-Horst751
(paraespaciosde Hilbert no separables),[Piron 76] (Sec.4. 2), [Hultgrenn-Shimony77], [Orisch 79]

(paraespaciosde1-lilbert no separablesy sin lacondicióndc positividad),[Cooke-Keane-Moran85] (una

demostraciónsimplificada), [Redhead87] (Sec. 1.5), [Van Fraassen91] (Scc.6.5), [Peres93 b] (Sec.

7.2).

‘Lema de Gleason: Sea R
1 cuajquiersubespacioreal de dimensióntres de un

espaciódeHulbert,estoes,el espaciofon~nadopor los vectores

3

(2. 17)

, dojide {V~1J~ es una base cualquierade vectoresortogonalesde R~, yc1 son

coeficientesreales.Crnlquiermédidadeprobabilidadg(~r) en R<J~bé de ser una

fund4rncontinuaenloscoeficientesc1 quedeterminani,v porla ce.(2~ 17)

9’

u
*

le

u

9’

e
e
e’

e’

e
u’

9’

u’

e
u’

e’

9’

e’

e’

lO El razonamientoquesigueesesencialmenteel que se haceen [Redhcad87], Pp. 28-29.
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sólo admitendosposiblesresultados:1 (si la proposiciónes“verdadera”)ó O (si la

proposiciónes“falsa). Unateoríadeterministade variablesocultasdebeasignarvalores

biendefinidos 1 ó O a esasproposiciones.Ahorabien,tantoen MC comoen unateoría

de variablesocultas,de cadatres proposicionesmutuamentecompatibles,porejemplo

P”A valea” P~”A vale b” P”A2 , ~. valec” (supuestoque a, b y c son distintos,y
son los únicosresultadosposiblesal medirel observableA”) sólo unapuedesercierta,

las otrasdos hande serfalsas.Las variablesocultasdeberíanpoderasignara todaslas

proposicionesdel sistemaun valor 1 ó O satisfaciendola únicarestricciónde que en

cadadescomposiciónde la identidaden términos de tres proyectoresmutuamente

ortogonalesauno y sólo a uno de ellossele asigneel valor 1 y a los otrosdosel valor

O. Peroesterequisito verifica las condicionesque debecumplir una “medida de

probabilidad”.

Veamosahoraporquéesamedidade probabilidadesprecisamentedel tipo de las

que son imposiblessegúnel lemade Gleason,es decirporquées“discontinna”.Para

ello, identifiquemosel espaciode Hilbert abstractode dimensióntres con el espacio

cuclídeoordinario,y los proyectorescon las direccionesrepresentadaspor rectasque

pasanpor el origen decoordenadas.Consideremosunaesferade radiounidadcentrada

en el origende maneraque cadadirección intersectacon ella en dospuntosantípodas;si

la medidade probabilidadantesdefinidaasignael valor 1 aunadirección,colorearemos

de blanco los dos puntos antípodascorrespondientes,y si asignael valor O los

colorearemosde negro. La restricciónaludidaentrelos valoresde los proyectoresse

traduceen queporcadapar de puntosblancosantípodas(porejemplolos polosnortey

sur de la esfera)todos los puntossobreal correspondienteecuadorhan de sernegros.

Es sencillo ver que, en el supuestode que se pudiesecoloreartoda la esferade esa

manera,estaformade colorearla esferaseríadiscontinuaen el siguientesentido:habría

puntos blancostan próximoscomo se quisiesea puntos negros.Segúnel lema de

Gleason,esamedidade probabilidadno puedeimplementarse,y portanto la asignación

de variablesocultasparacolorearla esferatampoco.A lo largodel capitulovolveremos

con frecuenciasobreesteproblemade “coloreabilidad”.

Nótese,en particular,que el lemade Gleasonpermiteprescindirdel postuladode

aditividadde los valoresesperadosparacualesquieraproyectores(conmutativoso no)

del teoremade von Neumanny sustituirlo por un postuladode aditividad paralos

valoresesperadosparaproyectoresconmutativos,eludiendoasí la crítica de Belí a]

teoremade von Neumann1

Como se señala,por ejemplo,en [Jammer74], p. 297: “Through Gleason’swork it became

clearthat von Neumannsresultconcerningthe impossibility of hiddenvariablesdoesnot hinge on (...)
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~t.

Como veremos,Belí tambiénse dio cuentade esto12,y buscóuna salidaque

siguiesepermitiendolas variablesocultas;volveremossobreello en la Sec.2. 3. 3.

Antesde queseadvirtiesela relevanciadel lemade Gleasonparael problemade las

variablesocultas,el mismoresultadoya habíasido descubiertopor otro camino.

theadditivity assumptionfor the expectationvaluesof any operators,even u they do not commute.It

now becameclear that in Hilbert spacesof at leastthreedimensionsit sufficesto postulatesuch an

additivity for commutingoperatorsalonein orderto excludethe possibility of dispersion-freestates.”

12 [Jammer 74], Pp. 299-300: “The first to realizo the importanceof Gleason’sresult Ibr the

problem of hidden variableswas probably JosefMaria Jauch(.). lmpressedhy Gleason’sresult to

which his attentionwasdrawnby a referencein Mackey’sLecture notes[Mackey 60], andadmitting

that von Neumann’sassumptionsfor this hidden variable proof were too stringent and that, in

particular,the additivity postulate(...) was difficult to justify, Jauch,in collaborationwith Constantin

Piron,remodeledte proofto avoid alí objectionsof circularreasoningand to makeit independentof tlie

additivity assumption.”Ver [Jauch-Piron63], ver también [Jauch-Piron68]. El resultadode Jauchy

Firon se puedeenunciarcomo el siguienteteorema,[Jauch68], Pp. 117-1 18: “If a propositionsystem

(...) admitshidden variables,then any pair of propositions(...) is compatible.(...). Thus it suflicesto

exhibita single pair of noncompatiblepropositionsto cstablishthat hiddeuvariablesare empiricaUy

refuted.” Críticasa la demostraciónde Jauchy Piron puedenencontrarseen [Belí 66] y [Bohm-Bub66

b]. Otra pruebade imposibilidad similar es [Misra 67]. Muy probablementeBelí se percatóde la

importanciadel teoremade Gleasonparalas variablesocultasal entraren contactocon Jauch;de hecho,

en los agradecimientosde [BeIl 66], reconocesu deudacon llauch, y en [BeIl 82] se refiere al lema

relevantecomo“the Gleason-Jauchargument”o “the Gleason-Jauchresult’.
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2. 3. El teoremade Bell-Kochen-Specker

2. 3. 1. Introducción histórica

El teoremade Bell-Kochen-Specker(BKS), al quedurantemuchotiemposellamó

simplementeteoremade Kochen-Specker(KS)13, másqueun “corolario” del teorema

de Gleason(comoa vecessedice14),seráparanosotrosun resultadocon entidadpropia

sobrela imposibilidadde (unafamilia de) variablesocultasen MC. De hecho,comotal

estabaya contenidoesencialmenteen un articulo de Ernst Specker[Specker 60]

completamenteindependientedel trabajode Gleason,y anteriora los trabajosde Bell15

y Jauchy Piron basadosen el lema de Gleason.En concreto,en [Specker60], a la

pregunta16:“[p. 139] canthedescriptionof a quantummechanicalsystembe enlarged

by meansof additionalpropositionsin suchway that classicalpropositionallogic is

valid in the enlargeddomain?”,Speckerresponde:“The answerto this questionis

negativeexceptin thecaseof Hilbert (i.e. unitary)spacesof dimensions1 and2. (...)

[p. 140] For a threedimensionalorthogonalvector space,exactly one of the values

t(rue) andfralse)is assignedto eachlinear subspacesothat thefol]owing conditionsare

satisfied: t is assignedto tbe whole space,and f to the nulí space;if a and b are

i3 Muy probablementelos trabajosde Mermin [Mermin 90 d, 93 a, bl contribuyerona cstecambio

de nombre.

14 Por ejemploen [Van Praassen91].

~Belí, en unanota añadidaen las pruebasde un artículopublicadoen 1982 [EclI 82], dicc “1am

sorryto havemissed,beforewriting the aboye,anearlypaperby E. Specker[Specker60]. It annaunced

alreadywhat 1 havecalledthe Gleason-Jauchresult. Speckerdid not know the work of Cleason,but

mentionedratherthe possibility of an ‘elementarygeometricalargument’-presumablyof the kind that 1

myselfgayelater [Belí 661 as a preliminaryto criticism of theaxioms.”
lO Traducciónde Allen Stairs, en [Hooker75], Pp 135-140,de [Specker60]; el original dice: “[p.

245] Kann die BeschreibungemesquantenmechanisehenSystemsdurchEinfiihrung von zusátzlichen——

fiktiven Aussagensoerweitertwerden,dassun erweitertenBereichdie klassischeAussagenlogikgilt

(. .

Die Antwort auf dieseFrage¡st negativ,ausscrim Pali von Hilbertschen(d. h. unitáren) Ráumen

der Dimension 1 und 2. (...) Lp. 246] Es ist jedem linearen Teilraum emes dreidimensionalen

orthogonalenVektorraumeseiner der Werte w (ahr),f (alsch) so zuzuordnen,dassdie folgenden

Bedingungenerftillt sind: Dem ganzenRaum ist w, dem Nullraum 1 zugeordnet;sind aund b

orthogonaleTeilráume,so ist ihrem Durcbschniu a n b genaudannder Wert w zugeordnet,wenn

heidender Wert w zugeordnetist, und es ist dem von ifinen aufgespanntenTeilraum o u b genaudann

derWert w zugeordnet,wennmindestenseinemderTeilráumca, h derWert w zugeordnetist.

Bm elementargeometrischesArgumentzeigt, dassemesolcheZuordnungunmñglich ist, und dass

dahertiber cm quaníenmechanischesSystem(von Ausnahmefállenabgesehen)keine konsistenten

Prophezeiungenmóglichsiud.”
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orthogonalsubspaces,then thevalue t is assignedto their intersectiona n b exactly

when tbevalue t is assignedto both of them: and thevalue t is assignedto theirspan

a u b, ifthe valuet is assignedto at leastone of thesubspacesa, b.

An elementarygeometricalargumentshowsthat suchan assignmentis impossible,
e-and that therefore(asidefrom the exceptionsnotedaboye)no consistentpredictions
It

concerningaquantummechanicalsystemis possible.” e,

e

En trabajosposteriores(ya en inglés)en colaboracióncon SimonKochen [KS 65 a,

b], y sobretodo en [KS 67], sedesarrollaexplícitamenteel “argumentogeométrico e.

elemental”aludido en tjSpecker60)17.Esteargumentoalcanzasuversiónfinal en un
e’artículode 29 páginastitulado “The problemof hiddenvariablesin quantummechanics”
gp

[KS67118, el únicotrabajode los cuatroreseñadosquesesuelecitar al respecto.

u’

Beil, en surevisióncríticade las pruebasde imposibilidadde variablesocultas[Belí e’

66] 19 estudiala transcendencia(paraBelí intrascendencia)del lemade Gleasoncomo e
e.pruebade imposibilidad de variablesocultas.Belí restaimportanciaal teoremade
u’

Gleasonbasándoseen la (paraél) plausibilidadfísica de las variablesocultasque

descartadirectamenteel resultado:las variablesocultasno-contextuales;veremosla e

críticade Belí en la Sec.2. 3. 3. Peseaestaposturade rechazo,esprocedenteatribuirle u’

eel mismoresultadoaBel]. Unacomparacióndetalladaentre[Belí 66] y [KS 67] puede
*

encontrarseen [Fine-Teller78] y en [Brown 93]. Las,a nuestrojuicio, ventajasde [KS

67] frentea [Belí 66] quedaránclarasen seccionesposteriores,especialmenteen la Sec. u’

2. 3. 4 a cuandoenunciemoslascaracterísticasde la demostraciónde [KS 67]. 9’
9’

e
u’

e
u’

u’

__________________ e’

*17 En particularen [KS 65 a] aparecepor vez primeraun conjunto de 8 proposicionesal que nos
e

referiremosmásadelanteen estecapítulocomo KS-8.
18 [KS 67] empieza: “Forty yearsafter the adventof quantummechanicsthe problem of hidden

variables,that is, the possibility of imbeddingquantumtheory into a classicaltheory, rcmains a

controversialand obscuresubject.(...) The main aim of this paperis to give a proofof thenonexistence e’

of hidden variables.” Sobre la atribución, segúnKS, del mérito de la idea, en la p. 70 de [KS 67] 9’

podemosleer: “Theorem 1 implies that thereis no map of the sphereSonto <0, 1 } satisfying(.•). This 9’

result,first statedin [Specker60], canbe obtainedmoresimply eitherby a directtopological argument

or by applying a theoremof Gleason[Gleason57].’ [KS 67] aparecióen la mismarevistaque ¡Gleason e
9’

57], dehechoel editorcientíficoque comunicael trabajode 1<5 es el propio Gleason.
19 [Belí 66] fueescritoantesque sufamosoartículosobreimposibilidadde variablesocultaslocales

[EcU64], aunquefue publicadodespués;ver[Jammer74], p. 303. e’

e
*

9’

gp
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2. 3. 2. Enunciado del teorema

Consideremosuna teoría de variablesocultas(VO) en la que cualquiersistema

individual tiene un conjuntode variablesquejunto,posiblemente,con otras variables

asociadasal aparatode medidadeterminan(de algunaforma no especificada)el

resultadode cualquierexperimentosobreesesistemaindividual (esdecir,unateoríade

VO deterministas).Llamaremos“valoresde VO” a los valoresquelas VO determinan

paracadaexperimentoposible.Supongamosespecíficamenteque en nuestrateoríade

VO los valoresde VO satisfacenlas siguienteshipótesis20:

Restriccionessugeridaspor la MC sobrelos valoresde VO:

Coro/ario: Si un estadocuánticoes libre de dispersiónparaun observableA (lo cual

significa que, de acuerdocon la MC, esmatemáticamentedescribiblepor un estado

propio de A correspondientea un cierto valor propio a), cualquierade los sistemas

individualesen dichoestadotendráun valorde yO paraA igual al valorpropio,

20 Esteenunciadoes esencialmenteel que apareceen [Cabello94] y ICabello-GarcíaAlcaine95 b].

(BESI’) Definitudapriori: Un sistemaindividual puedetenersimultáneamente

valoresde YO precisosparaciasobservablesno coxnpatibles,fi y /3, aunqueéstosno

sepuedw-imedirconjuntamente(en el sentidode<quwnosepuedehacerunapreparatíón

cori valoresbiendefinidosparaambos).

(BKS’2) No-contextualidad:El valor qi¿le les YO as&ian a la medidade un

observableA en un sistemaindividual,es indepeñdientedequé’otros observabks
(compatiblesconA) semidanconjuntamentecollA.

v(A):=vCAAR)=v(AAP (2. 18)

(BKS3’>: Si la m~dida de un observableA sobre un conjunto de sist~mas

idénticamentepreparadosda resultadosen un conjuntodiscretode valores(qpe,de

acuerdocon la MC, pertenecenal espectrodel éptradorautoadjuntoasociadoÁ), el

valor asociadoaeseobservableen unateoriadeVO, quedenotar~rnnspor vEA),debe

deserunode talesvaloresparacualquiersistemaindividualdel conjunto

Los comentariosposteriorespertenecena ¡Cabello-GarcíaAlcaine95 b].
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o,

o,

v(A)=a. (2. 19) 9*

o
o
mt

le

*

u’

9’

e’

9’

e
9’

*
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e
e
e
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e’

9’

9’

e
e
e
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e
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Las hipótesis(BKS3) y (BKS4), las dos que hemos llamado “restricciones

sugeridaspor la MC”, aunqueson razonables,no son inevitables,inclusoparauna

teoríade VO cuyasprediccionesseantotalmentecompatiblescon las de la MC. Por

ejemplo, en la teoríade Bohm [Bohm 52], [Bohm-Hiley 93], en particular en el

tratamientoqueen estemarcohacenDewdneyet a/. del espínde las partículasde espín

1/2 [Dewdney-Holland-Kyprianidis-Vigier88], [Dewdney92], [Holland93] (Cap. 10),
las tres componentesdel espín de una partículaindividual tienen valores(ocultos)

continuossimultáneamentebien definidos; esen la interaccióncon el dispositivode

medida,típicamenteun aparatode Stern-Gerlach[Gerlach-Stern21, 22 a, 22 b],

cuandoaparecela discretizaciónde lacomponentede espínque se estámidiendo(de

e

9’

e

~‘SRS41l:Cualquierconjuntode kaloresde VG que cotrespondaa u~ conjuntode

obrexvablescompatibles(deseritosenMC poroperadoresautoadjuntosqueconmutan)
satí~facelas mismasrelacionesque,cu4quicrresultadoposible(segúnlaMC) de medir

‘esos observablesde acuerdocón’ la MC. Esto es: sea {A, B, C, . .. } un conjunto de

observablesmutuamentecompatiNes,y supongamosque los operadóresque los

• tepresefltan‘satisfacen‘una‘cierta ideútídadfuncional

(2.20)

Eir~sultadode cualquiermedi4acCxijun~adeestecQnjuntode observablessobreun

si~teÚaindividual ~erá(deacuerct4con la MC) un conjunto’de‘valer¿s‘propios de los
corresponkntcsoperadores.fa k; c, - .1 ,‘que satisfagala relación

f(a 4> e, )0~ ,.. •¡2~2i)

$K$4Yestablece~ conjunto denlores4#’.Vo páraesosobsernbksdebe
v~tffloar latpisrnarelación

.. .. ,,. fÚvUt)’,VQB);v(C), .. .)t’O - (2. 22)

réaremade Bell-Koc’hen-Sp’ecktr:Para sistemasfískos descritosen MC ~r
‘e$p4c105deHi1be~tde dinlensión~jayoi’ o igual que tres, no existeningunateoríade

Vaxiáblesacaliasquesatisfagaalastzlashipótesis(BKS’1)-$KS4>.

maneraqueestáprohibidala existenciade conjuntoslibres de dispersiónparamás de e
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unacomponentede espín).La teoríade VO de Bohmescompatiblecon la MC perono
satisfaceni (BKS 1) ni (BKS3) ni (BKS4) [Dewdney92] y por tanto no le afectael

teoremade BKS. Unadiscusiónmásdetalladade las razonespor las que la teoríade

Bobm eludee] teoremade BKS puedeverseen [Dewdney 92, 93], [Pagonis-C]ifton

95].

2. 3. 3. Crítica de Beil

En [Dell66] Bel] haceunacríticaalas hipótesisdel lemarelevante(comopruebade
imposibilidadde variablesocultas)del teoremade Gleason(estoes,a las hipótesisdel

teoremade BK521). Lascriticasde Belí sedirigen fundamentalmentea la hipótesisde

no-contextualidad[Bel] 66], p. 451: “Ihe dangerin fact was not in theexplicit but in the

implicit assumptions[sobrelos operadoresconmutativos].It wastacitly assumedthat

measurementof an observablemust yield the samevalueindependentlyof whatother
measurementsmay be madesimultaneously.Ihus aswell as P(~

3) [la proposición

asociadaal proyectorsobreel vector~ del espaciode Hilbert] say,onemight measure

either P(~2) or P(i¡í,), where ~, and y2 areorthogonalto ~ but not to one another.

Ihesedifferentpossibilitiesrequiredifferentexperimentalarrangements;thereis no a
priori reasonto believethat theresultsfor P(~3) should be the same.The resultof an

observationmay reasonablydependnot only on the stateof the system(including

hiddenvariables)but alsoon thecompletedispositionof the apparatus.”[Belí 66], p.

447: “Theseadditional demands[la no-contextualidad]appearreasonablewhenresults

of measurementare looselyidentified witb propertiesof isolatedsystems.Theyare seen

to be quite unreasonablewhen onerememberswith Bohr ([Bohr 49], p. 210) “the
impossibility of any sharpdistinctionbetweenthebehaviorof atomicobjectsandthe

interactionwith themeasuringinstrumentswhich serveto definethe conditionsunder

which thephenomenaappear.””
22

2! En rBelI 66] BeIl habladel teorema“de Gleason”,en [EclI 82] habladel teorema“de Gleason-

Jauch”aunque,como ya hemosdicho, reconoceal final queesteresultadoya habíasidoadelantadopor

Specker.En esemismo artículo, Belí cita por primeravezel trabajodeKocheny Specker[KS 671, pero

simplementecomouna“pruebade imposibilidad” más.
22 De hecho, se puedenencontrarcitas de Bohr aún más explícitas,por ejemplo,LBohr 28], p. 99

(de la ediciónen castellano):“. - el postuladocuánticoimplica que toda observaciónde los fenómenos

atómicos lleva aparejadaunainteracciónconcl aparatode observaciónque no puedeserdespreciada.Por

consiguiente,no puedeadscribirseuna realidadindependienteen el sentidofísico ordinario ni a los

fenómenosni a los instrumentosde observación.Despuésde todo, el conceptode observaciónes

arbitrarioen la medidaen la quedependede qué objetosse incluyan enel sistemaa observar.”
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La respuestaa las objecionesde Dell es la siguiente:Paraque el teoremade BKS

funcioneno hacefalta suponerque el resultadode unamediciónsólo dependede las

variablesocultasdel sistemasobreel que se mide, puede,tambiéndependerde las

variablesocultasdel aparatode medida,ése no esel problema;el problema(paralas o,

o,variables ocultas) es otro, como ilustra el siguiente ejemplo: supóngansetres
*

observablesA, B, C, de maneraque A es compatiblecon B y C, pero B y C son
o,

incompatiblesentresi; supóngaseque, al menosen estecaso, la condiciónde no- e,

contextualidadno secumpley que y(A) esdiferentecuandoA semide conjuntamente u’

con 8 que cuandosemide conjuntamentecon C. “Conjuntamente”,sin embargo,no le
o,

quieredecir “simultáneamente”(ni siquieraquieredecir, en estecaso,que debade *

existir un referencialen el que ambasmedicionesseansimultáneas):la condiciónde e

compatibilidadpermitemedirA y despuésdecidir quéotro observable(B o C) semide e.

(o incluso decidir no medir ningún observablemás). Supuestamentelas variables le
mt

ocultasdeberíanpermitirpredecirel resultado—posiblementedistinto— de cadauno

deestostipos de medicióndeA, y(A),antesde decidir cuál eslamediciónconjunta(A e

y B, A y C, o sólo A) pero¿cómopuededependery(A) de una decisiónfutura?23.Otra 9’

9’
versiónde la mismaideaconsisteen sustituiresaelección“futura” porunaelecciónque

setomaen unaregión del espacio-tiemposeparadade la región en la que seefectúala

mediciónde A porun intervalode género-espacio,de maneraque no existaconexión e

causalentre la medición de A y la decisiónde qué semide (B o C). Eso implica e
e

considerarsistemascompuestosde al menosdos partesespacialmenteseparables,de
e

maneraque la mediciónde A seefectúeen unade las partesy quelos observablesB y C e’

seanobservablessobrela otraparte.Esoesequivalenteasustituir la hipótesisde no- le

contextualidadpor un casoparticularde la misma,muchomásplausiblefísicamente:la e’
e

hipótesisde localidad.De hecho, en [Dell 66], estepasoya seapuntaal final del

artículo, p. 452: “It would (...) be interesting,perhaps,to pursuesome further 9’

“impossibility proofs”, replacingthe arbitrary axioms objectedto aboyeby some e
u’conditionof Iocality, or of separabilityof distantsystems.”Cuandoporfin sepublicó

[Belí 66], huboqueañadirunanotaal final: “Sincethecompletionofthis papersucha

proof hasbeenfound [Belí 64]”. En la Sec. 3. 3. 1 y siguientesdesarrollaremosla u

demostración(con desigualdades)de Dell. Seguiremos,sin embargo,con un estudiode le
9’

las demostracionesdel teoremade BKS porquede lo que aparentementeDell no sedio
e

cuentaesquelas mismasdemostraciones(algebraicas)del teoremade BKS podrían,en e’

ciertascondiciones,servir parademostrarun teoremade imposibilidad de variables *

ocultaslocales (el teoremade Bell-EPR) cuandose aplican a sistemascompuestosde le
u’

u’
23 [Peres-Ron 88], p. 119, “There is howevcr a difficulty. (..) if ¡A, 8] = [A, C] = O but

[8, C] t O, supposethatwe measureA firsí andrmly alatertime decidewhetherto measureE or C or

noneof them. How canthe outcomeof themeasurementA dependon this futuredecision?’

e’

e
e
u’
e
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dos (omás)partesseparadaspor intervalosde género-espacio.En el capítulo4 veremos

cuálessonesascondiciones.

2. 3. 4. La demostración de Kochen y Specker

a. Características

La demostraciónoriginalpor Kocheny Speckerdel teoremadeBKS en dimensión3

[KS 67] tienecincocaracterísticasque nosinteresarárecordaren el restodel capítulo:

Másadelanteveremosdemostracionesquellamaremos“dependientesdel estado”en

las que la contradicciónsealcanzasólo paraunaciertaelecciónde valoresde partida

(equivalentemente,para una cierta preparaciónde un estadofísico), e incluso

demostraciones“probabilísticas”en las que la contradicciónsurgesólo paraciertos

valoresde partiday ciertosvaloresfinales(equivalentemente,paraun cierto conjuntode

estadosindividualespostseleccionadospor una segundamedicióntras la preparación

inicial); de hecho,veremosque la demostraciónde KS contienevariasdemostraciones

dependientesdel estadoy variasdemostracionesprobabilísticas.

24 En la representación,[Messiah 641, p. 512 (de la versiónen castellano):

o o

o —i U
o)

5=

Oi ~l
o oj,
o o)

szCY t ~i (2. a)

<ji) Es indepe4dienfrdel estado; la cantradi~tiónse aleanz para cualquier

asignaciónde valoulesd~ partida.

(2) Usa sólo #royecraressobre subespaclot unidimensionales.Estrict~niente

hablando,la demostraciónoriginal usa‘vp~rattoresque’ representan.~compoflefltess’de~

espínal cuadrado*e unapartículade espín 1, $~, quesonoperadttesdeespecttojO,

A2 (doblementedegen~rado>’},perocomoexistelnXá’biyección entreestosoperadoresy
los proyectoressobresubespaelosunidimensiónales24,

1 =1—&,~/h2 (2. 23)

(el espectrocielos P, es{O (doblementedegenerado)~11),direinos’quela dernosfración

de KS esequivalenteaunademostracióncon proyectoresunidim0nsinnales.
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En 2. 5 veremosdemostracionesno con proyectoresunidimensionales(proyectores

de rango1) sino con operadoresen dimensión4 (y 8) con dosvalorespropiosdistintos

doblemente(y cuatroveces)degenerados.Además,en [Kernaghan-Peres951 sedauna

demostración(en dimensión8) con 30 proyectores,14 de rango 2, y 16 de rango 1, y mt

en [Peres96 bl sepresentaotra(en dimensión4) con 9 proyectoresde rango2.
ti

u
Uno de los puntosfuertesde [KS 67] frentea cualquierdemostraciónanterior,en le

e’panicularfrentea[Dell 66],esprecisamenteéste:queproponenunainterpretaciónfísica
e

concretade los operadoresquesemanejany ademásdanuna recetaparasu medición,

tanto de cadauno de ellos individualmente como de conjuntos mutuamente e

conmutativosde ellos(mientrasqueDell manejaproyectoresabstractossin preocuparse 9’
ede suinterpretaciónfísica).La medición de un S~ se puedehacermedianteStern-
e

Gerlachordinarios,y unamedidaconjuntade un conjuntocompletode estetipo de
observables,porejemplode S~, S y St, esequivalenteaunamedicióndelobservable e’

e’

H0=aSf+hSt-i-cSt, (2.24) e’

e

con a, b, e realesy distintos (los posibles resultadosde una medición de H0 son e’
e’

ljh~=b+c, h~ ~a+c, ti, = a -i- b 125), ya que ~, ~ y S~ sepuedenescribircomo
e

funciónde II~~ concretamente, e
e

(a—b)Ác--aí’[H0 —(h+cfl(H8 —2a), (2.25a)
u’

S« =(b—cY’(a—hf’[1v4 —(c+a)](H0—2h), (2. 25 b) u’

u
Sfr =(c—af~(h—c[

1[H
0 —(a+h)](H0 —2c). (2.25c) 9’

e
Así, porejemplo,si el resultadode unamedidade H0 fuese k~ = b + e, la MC permite e’

inferir, a partir de las expresiones(2. 25 a)-(2. 25 c), que Sf = 0, y 52 = = 9’
2. le

Físicamente,KS interpretaban14 como la perturbaciónde primer orden que u’

experimentala energíade un átomo de ortohelio en el estado2~S~ — n=2, 1=0, e’
e

25 Equivalernemente¡4~ sepuederepresentarporel operador e’

e’

(3) Tiene una interpretaciónfísica: los Ñ,~ representaÍ~componentesdeespfnal

‘¿uadradode unapattieuladeespíñ1, SÁ(S~nV. AdemásKSdanunarecetapara

medirconjuntamentecualquiertOn3untocompletode estosobservables(tres S~ en tres
direccionesmutuamenteortogonales).

¼ kjs~ =O><S =OI+hlS~ =o><s =O~-i-h~S, =O><S, =O~. (2. h)
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s=l— sometido a un campo eléctrico de simetría ortorómbica26.Entoncesel
hamiltonianoHesperturbadoa H + H

0. El operadorÑ0 correspondeasíal observable

físico que representael cambiode energíadel estadoorbital másbajodel ortohelioque

resultade aplicaresecampoeléctrico.El cambioen los nivelesde energíase puede

medirestudiandoel espectrodel átomo de helio despuésde aplicarel campo.Con esa

interpretaciónfísica resueltade estemodo, el resultadode KS se puedeenunciar

diciendoqueno esposibleasignarconsistentementevaloresde VO no-contextualesaun
conjuntode observables{S,~}.

Otradiferenciaesencialentre[Belí 66] y [KS 67] esque mientrasDell (y [Gleason

57]) manejaun continuo de proyectores,KS sólo usanun númerofinito. En la Sec. 2.
3. 5 nos ocuparemosde las demostracionescontinuas.La siguientecita refleja porqué

KS pensabanque era importantehaceruna demostracióncon un número finito de
proposiciones,[KS 67], p. 70: “Theorem 1 implies thatthereis no mapof the sphereS

onto {0, 11 satisfying (...). This result, first statedin [Specker60], can be obtained

more simply either by a direct topological argumentor by applying a theoremof

Gleason[Gleason57]. However,it seemsto us importantin thedemonstrationof the

non-existenceof hiddenvariablesthat we dealwith asmall finite partialBooleanalgebra

[definida en la p. 65 de [KS 67]]. Porotherwisea reasonableobjectioncan be raised

that in fact it is not physically meaningfulto assumethat therearea continuumof

quantummechanicalpropositions.”

26 Una recetaingenuaparaobtenerun campode esetipo es:colóquensesendascargaseléctricas

puntualesidénticas1 en los puntosde coordenadas(a, 0, 0) y (—a,0, 0), otrasdoscargasy, una en (O,

h, O) y otra en(0,4,0); y otrasdos y, unaen (0, 0, c) y otra en (0,0, —c). El camporesultantetiene

la simetríarequerida.Ver [1<867], Pp 72W y [Belinfante73], p. 36. Ver también rswift-wright 80]
(Stern-Gerlachgeneralizados)y la Sec.2. 4. 3 h.

(4) Esfinita: requieresóloun númerofinito de bperadores<de proyectores)y por

tanto sólo suponela existenciade valorespar un númerofinito de observables
(proposiciones>físicos.
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En 2. 5 veremos demostraciones“multiplicativas” que se basan en

descomposicionesde la identidadcomoproductode operadores.Es tambiénpertinente

resaltarquela demostraciónde KS usadescomposicionesde la identidaddel espaciode

Hilbert tota/, ya que, como veremosen la Sec.2. 4. 2. h, existendemostracionescon

las características(1 )-(4) perobasadasen descomposicionesaditivasde la identidadde

subespaciosde] espaciode Hilbert total.

Veamoscómosetraducenlas hipótesisdel teoremaa una demostraciónde estas

características.Consideremosel espaciode Hilbert de dimensióntresquerepresentalos

estadosde espínde unapartículade espín.Sobreeseespaciode Hilbert, KS consideran

operadoresdel tipo s,,equivalentementenosotrosconsideraremoslos correspondientes

proyectoresunidimensionales~ =1 — S
2 ¡ h2. Supongamosque existieseen esecason

unateoríade variablesocultasquesatisfaga(BKS 1 )-(BKS4).

Equivalenciaentre observables(proposiciones)y direcciones.Una propiedad
útil de esteejemploesquedosobservablesS

1
2 y sJ (las componentesal cuadradosegún

los vectoresunitarios r y r,), o equivalentementelas correspondientesproposiciones

~ y P,, son compatiblescuando r¡ y r
1 son ortogonales,dicho de otra manera

[S
2 SJ]=[fl, ~]=0~r«r, =0. Esta propiedadpermite estableceruna biyección

entrelas direccionesen el espacioeuclideotridimensional(que representaremospor

vectores r) y los correspondientesoperadores(o proyectores),explícitamenteesta

relaciónes 1 —=71k2= k = < ®r~ (donde r
1 esreal y unitario y 0 su transpuesto).En

adelantehablaremoscasi siempre de direccionesen lugar de observableso

34

basa en descomposicionesaditivasde la identidaden el espaciode

‘Hilben total (dedimensión3, en el casode KS),

a

1=!

ntementeenla versi6noriginal,en descomposicionesdel’ tipo

3

9’

e
9’

u’

e
u’

U?

9’

e
e

e

e
e’

e
u’

u’

e’

e’

e’

proposiciones.
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Por (BKS 1) cadaobservable S7 (cada proposición ~&)debe tener un valor

predefinidoque, por (BKS3), supondremosque esO óh2 (1 ó O); con la equivalencia
anteriorsupondremosquecadadirección r

1 debetenerun valorpredefinido

Ademas,comolasumade cualquierconjuntocompletode operadores(proyectores)

compatiblesesla identidadmultiplicadapor 2& (la identidad),esdecir, los resultados

de cualquiermedidade un conjuntocompletode observables(proposiciones)siemprees

2k
2 (1), siendosiempredos de ellos k2 (0) y el tercero0 (1), la hipótesis(BKS4) se

traduceen que paracualquiertrío de direccionesmutuamenteortogonalesr,, r’, r~,

debeocurrirque

v(r)+v%)±v(rk)=l. (2. 29)

Es decir, los valoresasignadosatres direccionesmutuamenteortogonaleshande serun

1 y dos0’s. En particularno esposibleasignarel valor 1 a dosdireccionesortogonales.

La hipótesisde no-contextualidad(BKS2) setraduceen que el valorasignadoauna
direccióndebeserel mismocualquieraque seala ternade direccionesortogonalesque
se considere.Por ejemplo, supóngaseque { r

1, r,, r~ } esuna ternaortogonal, que
contienea r1, entoncesparacualquierotraternaortogonalque contengaa r1, { r,, r,,,

rk. }‘ debeocurrir que

v(r,.) xv 1— v(r,) — v(r~)

=l—v(r.ú—v(rk) (2. 30)

Equivalenciaentrevaloresy colores.Es habitualen la literaturaasignarun color a

cadauno de los dosposiblesvaloresque puedentomar las direcciones(porejemplo,

blancoparael 1 y negroparael 0). Un conjuntode direccionessobreel queno sepuede

implementartal asignaciónsedice entoncesque esun conjunto “no-coloreable”de

direcciones.El problemade encontrarunaaplicacióny sobrelas direccionesdel espacio

euclídeoque verifique (2. 28) y (2. 29) esentoncesequivalenteal de “colorear” una

esferacentradaen el origen(cadaparejade puntosantípodasde la esferarepresentauna

dirección)con las restriccionesquese deducentrivialmentede (2. 28) y (2. 29).
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b. Diagramasde KS

En el trabajooriginal [KS67], pp. 68, 69 y 70, KS utilizabanunasconstruccionesa
o,

las que en la literaturaposteriorse les llama “diagramasde KS” (ver, por ejemplo,

[Belinfante73], pp. 64 y 67) o “grafos de KS” [Peres-Ron88]27. Suúnicocometidoes o,

representarlas ortogonalidadesentredirecciones:cadavérticerepresentaunadireccióny
o,dos vérticesestán unidos por un segmentosi son ortogonales.En dimensión3 un
o,

conjuntode direccionesortogonalesserepresentaentoncespor un triángulo.
e

En estamemoriausaremosconfrecuenciaestosdiagramaso generalizacionesde los o,,

mismosque cumplanel mismocometido,cuandoo la dimensionalidaddel espaciode e

Hi]bert o el númerode direccionesrepresentadodesaconsejenusarlos diagramasde KS 9’

habituales. e
e

e’

u’

c. Los tres pasos
u’

La construcciónde un conjuntode direccionesno-coloreablecon las características e’

antesseñaladasprocederáen trespasos.En el primeroconstruiremosun conjuntode
*

direccionesparael queuna elecciónparticularde valor parauna dc las direcciones
9’

determinael valorde otrade ellas;encadenandocinco deestosconjuntosconstruiremos e

en el segundopasoconjuntosqueson no-coloreablesparaunaelecciónparticularde una 9’

de susdirecciones;encadenandotresde estosconjuntosobtendremosen el tercerpaso e
u’

un conjuntoqueno es coloreableseacual seala elecciónde partida.

e’

Primerpaso:construcciónde un conjuntocon una prediccióndefinida

u’

e
e’

9’

e
*

e
u’

u’

U?

u’

9’

e
e’

e
27 Estosdiagramasseusan en por vez primeraen ~KS65 a], Fig. 1. Tambiénse usan en [Lenard

741, p. 229, [Pitowsky 82], p. 394. [Redhead 87], p. 126 y 130, [Clifton 93] pp. 444 y 446,

[BechmannJohansen94], [Vermaas94],p. 659. u’

e’

u’

e’

*

Definición: Llamaremosconjunto con una predicción definida (definite

,,:prefliCtwn set,DPS)a un conjunto S={r~i{J~1 de direccionestal queal’ni nos
‘~éki”’ón de valorpara‘una direccíógpanicularr1 de S, el val& paraotradírceciód r~. de

S estádeterminadopor(2. 28) y (2~ 29).
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r ‘:3

Fig. 2. 1. Diagramade Kochen-Speckerdel conjuntoKS-8. En el

las direccionesson:

r~ =(l, 0, 0)

u2 = (0, cosa, sina)

r3 =(cot~, 1, —coa)

u4 = (tan@coseca,— sin a, cosa)

casomásgeneral

= (O, cosj3, sin /3)

u6 =(cot~, 1, —cot/3)

u7 = (tan@cosec/3,—sin/3, cos/3)

= (sin4, — cos4, 0)

con a !=/3; a, /3 !=pzr /2, p entero.Paraque r4 seaortogonala u7, esnecesarioque

sinasinficos(a —J3)=—tan
2~. (2. 31)

Comoel miembroizquierdode (2. 31) estáacotadoentre—1/8 y 1, entonces

Vl=arctan(l/8). (2. 32)

Paracualquierelecciónde ~ consistenteconestadesigualdad,elegiremosa y /3 de

maneraque verifiquen (2. 31).

El conjuntode 8 direccionesde la Fig. 2. 1, al que llamaremosKS-8, esun DP528

como muestrael siguientelema.

28 Como ya hemosdicho,KS-8 aparecepor primeravezen [KS 65 a], Fig. 1. En su formaoriginal

el conjuntotenía II proposiciones,dc las que 3 no jueganningúnpapely por tanto se puedeneliminar.

Clifton IClilton 93] conjetura que ésees el conjunto más sencillo de estetipo (lo que nosotros

llamamosun DPS), e inciraa buscaruno máspequeño.En respuestaa Clifton, Vermaas[Vermaas94]

señalaque se puedeeliminaruno de las direccionesdel conjuntode 8 (comoprepararel sistemade
maneraque v(i) = 1, es equivalentea prepararv(r

2) = v(r5) = 0, podemosprescindirde i y decir

simplementeque nuestrapreparación—o preselección—es v(r,) v(r~) = O). De hechose puede

eliminar.sin merinade significadofísico, otradirecciónmás (por un argumentosimétrico, si al medir

u
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o,.

Lema1: v(r1)=1=~v(r)=0.

Demostración:Porreducciónal absurdo;supongamos
ti

(2. 33)

v(r1)=l=~v(r)=v(u5)=0, v(u5)=l =~v(r3)=v(r6)=O,

v(r2)=v(rj=0=~ v(r4)=l, v(r5)= v(rj=O=~ v(r)= 1,

(2. 34)

(2. 35)

pero r41r7,q.e.d.

Añadiendodosdireccionesmása KS-8, como sehaceen la Fig. 2. 2, seobtieneun

DPS,quellamaremosKS-1O,de distinto tipo, comomuestrael siguientelema.

Lema2: v(i§)=l=~v(r~)=l.

Demostración:Porreducciónal absurdo;supongamos

porel lema 1

de (2. 36) y (2. 37)

v(rj)=.l, v(r10)=O,

v(r1) = 1 ~ ~(u2)=0,

v(rj0)=v(r8)=0=~v(r9)=1,

(2. 36)

(2. 37)

(2. 38)

pero rJr9, q.e.d?

—postseleccionar—encontramosv(¡) = 1 eso equivale a v(r1) v(r) = O, por lo que podemos

prescindirtambiénde y KS-8 hasido “redescubierto”variasveces,por ejemplo,[Belinfante731, p. 63.

En Galindo [Galindo 74], p. 201, se dice “Belinfante lo consiguecon ochopuntosy puedemejorarsea

seis.’En la Sec.2. 3. 5 veremosque la demostraciónde Belinfantees en realidadunademostración

continuaque no tiene las característicasde la de KS, así que la ‘mejora” de la que habla Galindo

probablementeno tiene quever con unareducciónen el númerode direccionesde KS-8 sino con las

demostracionescontinuas;de hecho,Galindo proponeuna demostraciónde estcúltimo tipo en [Galindo

75]. Los DPSsveremosquetienenun papelrelevanteen otros tipos de demostracionesdel teoremade

BKS: las continuas (ver la Sec. 2. 3. 5), y las probabilísticas(Sec. 2. 3. 6); y juegan un papel

fundamentalen la construcciónde conjuntostotalmenteno coloreahíes,comosc veráen 2. 4.
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Segundopaso:construcciónde un conjuntoparcialmenteno-caloreable

El conjuntode la Fig. 2. 3. seha construidoencadenandocincodiagramascomolos

de la Fig. 2. 2 con ángulo ~ = ir/lO entre las direccionesinicial y final de cada

diagrama.La elecciónde esteángulo(compatiblecon (2. 32) tiene la ventajade que

permiteir desdela direcciónaotraperpendicularmedianteun númeroexactode pasos

((u/2)/(ir/l0)=5), así todos las direccionesiniciales y finales de los KS-10’s

intermediosestánen el mismo planoy sepuedeelegir la dirección r9 común a todos

1

r

F¡g. 2. 2. Diagramade Kochen-Speckerdel conjuntoKS-l0. Las direccionesson las

mismasque las de la figura2. 1 con = (0, 0, 1), y ¡% = (cos~, sin ~, O).

• • • Deflnt4óitt Llamaremosconjunto~arcialÑz~ñt4’no-cotorea,bk~jparilally’? non-

colourableset, PNCS)a un conjuntoT’de diretaioh~stalesque existeal menosuna

eleccióndevalor paraalgunadirecciónde 77quehaee
4ímposible’asigrtarvaloresal restd’

de lasdireccionesde Tsiguiendo(2. 28) y (2. 29).

ellos. Esteconjuntoesun PNCS comoseve aplicandocincovecesdel lema2:
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v(r,)=l=~v(r1, )=l=~’v(r,, )=l~v(r,,, )=l=?, v(r,4)=l ~ v(r,) = (2. 39)

pero r~Ir,, q.e.d.

En [Cabello94] seproponeunasimplificaciónde esto:bastaaplicarcuatrovecesel

lema2(con4=ir/l0)

(2. 40)

k

J

Fig. 2. 3. Conjuntoparcialmenteno coloreableconstruidoencadenandocinco

conjuntoscon unaprediccióndefinida (cincoKS-lO’s como los de laFig.2.2).
v(r)=l=n’(r,)=l,pero r11r1.

yunavezellemal(con @=ff/l0)
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(2. 41)

pero es inmediato comprobarque r8 = con lo que hemos llegado a una

contradicción.El PNCSresultantetiene menosdirecciones(38) queen el casoanterior

(41).

Un PNCS da lugara unademostracióndependientedel estado(“state-specific”,en

la terminologíade [Kernaghan-Peres95]): si sepreparael sistemaen un estadopropio

de v(r,) con valor propio 1, la asignaciónde valoresno sepuedecompletarde manera

consistentecon (2. 28) y (2. 29)29.

Tercerpaso:construcciónde un conjunto totalmenteno coloreable

29 Sobrela traducciónde esto al lenguajede [KS 67], Clifton, e-mail del 20 dc febrero: “When 1

first got on to ihe idea of a statedependeníargument(which, after ah, is how my probabihistie

arguments[Clifton 93] work), 1 was intiuencedhy looking at the KS 1967 paper.1 was trying to find a

physicalway to understandte criterionthey calI “weak embeddability”of partial Booleanalgebra(pBa)

into a Booleanalgebra.Thc definition of that is that, br any nonzeroelement(say, a ray) of a pBaof

projectionson a Hilberí space,there is a two-valuedhomomorphismthat sendsthaIelemeníto 1. So

whaí “srate dependení”proofsshow from íhat point of view is that thereare certainrays thai do nol

admit value 1 without contradiction(viz. the ray you choosethe síatevector tu lic in tu get the

contradiction),thaI is, certainpEasthai are notweaklyembeddablein a BA [Booleanalgebra].KS also

definea notion of (jusí) emheddability(sans“weak”) and thai is that fur any two nonzeroelements(rays)

a and b, ihereis a homomorphismthai separatestheir values,i.e. for which h(a) is notequal to h(b). So

ihereis anotherkind of “KS contradictiun”(if you cancali it thai) worth looking out fur - seIsof rays

whereno valuationpermits two rays in ihe set tu haveoppositevalues(KS, in their paper,give a 17-

point graph in 3D that illustratesthai point [p. 701 - so Ihere, too, it is possibleto lower substantially

the numberof raysneededif uneonly seeksa nunembeddabilityresulíraiherifian a resulíwhich proves

ihereare no valuationsal alí - which is thc original ideaof a“KS contradiction”.)”

Definición: Llamaremos conjunto totalmenteno-colareable (totaily non~-

colourabíeset, TNCS)a un conjuntofinito de direccionesqueno sepuedecolorearde

ningunamaneraconsistentecon (2. 28)y (2. 29).
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k h

j

Fig. 2.4. Conjuntototalmenteno-co]oreableformadoporlas 1 ]7 direccionesde KS,

KS-117.Sólo las direccionesi, p, j q, k, r, estánen su verdaderaposiciónsobrela

esfera,a y ¡ representanla mismadirección,y lo mismob yj, y c y k. Tomadode

[Cabello95].

El conjuntode la Fig. 2. 4, construido,encadenandotresPNCS’sesun TNCS.

Demostración:v(r1) no puedeser 1 (si lo es, ya hay una contradicción,según
vimos); análogamente v(r1) y v(¡) tampoco pueden ser 1; pero

v(r1) = v(r,) = v(r4) = O esincompatiblecon (2. 29), q.e.d.

w
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El diagramade KS final (en representacióntridimensional)esel de la figura 2. 4 (el

diagramaoriginal —un diagramaplano—puedeverseen [KS 67], p. 69, o [Redhead

87], portaday p. 130)30.

El númerode direccionesempleadasen la construcciónes: 150 (15,númerode KS-

1O’s, por 10 númerode direccionesen cadaKS-lO), menos15 (puestoquela dirección

final de cadaKS-l0 es la dirección inicial del siguiente)menos15 (puestoque las
direccionesde tipo r9 es rt paralos cinco KS-10’scon direccionesinicial y final en el

planox-y, r1 paralos cincoen el planoy-z, y r1 paralos cinco en el planox-z.)y menos

3 (puestoque r1, = r,, r6 = r1, r,. xv r1); en total 117 direccionesdistintas.

Un TNCS da lugar a una demostracióndel teoremade BKS independientedel

estado.

d. Otros DPSs

En las figuras 2. 5 y 2. 6 serepresentanotros dosDPS diferentes.B-]J (Fig. 2. 5)

esun subconjuntodel queusabaDell en [Dell 66], queesel DPS que aquíllamaremos

B-13 que se obtienecomo se explica la Fig. 2. 5. CG-]4 (Fig. 2. 6), sepropusoen

[Cabello-García Alcaine 95 b] como ejemplo de un DPS que sirve para hace

prediccionescon certezaen unateoríade VO que discrepanmásde la MC que en los

casosanteriores(ver la Sec.2. 3. 6), y paraobtenerTNCSscon menosdireccionesque

los basadosen KS-lO (ver la Sec.2. 4. 3. d). CG-] 6 esotro DPS obtenidoa partirde

CG-14.

30 El diagrama de KS, LKS 67], p. 69 —del que la figura 2. 4 es una representación

tridimensional—,hasido bautizado,[Redhead87], p. 129,comola “cunadel gato” (“Ihe amazing‘cat’s

cradle”’), nombrequetambiénse usaen [Clifton 93], p. 446. Ver la disgresiónen [Mermin 93 b], p.

808, sobreel “greatpoweroverthephilosophicimagination”que ha tenidoestediagrama.
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1~3

Fig. 2. 5. DiagramadeKochen-Speckerdel conjuntoB-l 1. En el casomásgeneral

las direcciones son:

= (tan4~cosec/3,— sin/3, cos/3)

r2 =(0, cosa, sina)

r4 =(tan~coseca,—sina, cosa)

= (O, cos/3, sin/3)

r~=(0, 1,0)

r9 =(sinacosa,0, —tan~)

rj<, =(sinf3cos/3,0, —tan~)

y =(sin~, —cos~, 0)

con a !=fi; a, /3 !=pg /2, p entero.Paraque r9 seaortogonala esnecesarioque

(2. 42)sinasin/3cosacos/3= —tan
2 ~.

Comoel miembroizquierdode (2. 42)estáacotadoentre—1/4 y 1, entonces

(2. 43)

Paracualquierelecciónde ~ consistentecon estadesigualdad,elegiremosa y /3 de

maneraqueverifiquen (2.42).

Se puedeobtenerotro DPS, que llamaremosB-13, añadiendoaB-lI los vectores

~2 =(O, 0, 1), y r
1~ =(cos~, sin~, 0) (igual que hicimosparaobtenerKS-lOapartir

de KS-8); B-13 esel usadoen [Dell 66].

44

r1 =(l, 0,0)

9’

u’

e’

9’

u

e’

u
a



Sec.2. 3. El teoremade BKS 45

1½ r

Fig. 2.6. Diagramade Kochen-Speckerdel conjuntoCG-14.En el casomásgeneral

las direcciones son:

1:3 = (1, 0, 0) = (0, 1, 0)

= (O, cosa, sina)

= (cot~, 1, — cota)

r4 =(tan4coseca,—sina, cosa)

= (0, cos/3, sin /3)
r6 =(cot4, 1, —cot/3)

= (tan~cosec/3, —sin/3, cos/3)

u2 =(sinacosa,O, —tan4ú

~ =(tan~, O, sinacosa)
u =(0, cosy, siny)

= (tan@cosec/3sec(/3—y), — siny, cosy)

= (cot~sinflcos(/3—y), siny, — cosy)

u14 =(sin~, —co4, O)

con a !=/3 !=y!=pzr /2, con p entero. Paraquela dirección u10 sea ortogonal a u12, es

necesarioque

sinacosasin/3cosycos(fi—y) = —tan
2 ~. (2. 44)

Comoel miembroizquierdode (2. 44)estáacotadoentre—3 3/16 y 1, entonces

w=arctan(3314/4). (2. 45)

Paracualquierelecciónde ~ consistenteconestadesigualdad,elegiremosa, /3 y y de

maneraque verifiquen(2. 44).

Se puedeobtenerotro IJPS, que llamaremosCG-16, añadiendoa CG-14 los
vectoresy = (O, 0, 1), y y, = (cos@, sin~, 0) (igual quehicimosparaobtenerKS-l0

r

a partir de KS-8).
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En resumen,los DPSquehemosconsideradosonde dostipos:
mt

(a) Aquellosen los que v(r1) = 1 ~ v(rf) = O. De estetipo son KS-8, B-l 1 y CG-

14. En particular,si rt =0, KS-8 haceesapredicciónpara todas las direcciones le

le’

segunvectoresunitarios con extremo en la coronaesféricacomprendidaentre los

ángulos
mt

705 =0<1095 (2. 46) 9’
e’

tomandocomoejepolarla dirección r. B-l 1 hacelo mismopara le

u’

63.4 =6=116.6% (2. 47) e’
e’

9’
y CG-14para

u
60.3” =0=119.7”. (2. 48) 9’

e
(b) Aquellosen los que v(r1) = 1 ~ v(r1) = 1. De estetipo son KS-10, B-13 y CG-

16. En particularKS-l0 haceesapredicciónparatodaslas direccionessegúnvectores e’

unitarioscon extremoen el casqueteesféricode ángulo 9’
9’

0~=l9.5t (2. 49) e
e
u’tomandocomoejepolarla dirección r1. B-13 hacelo mismopara
e

0~=26.6% (2. 50) e
u’

9’
y CG-16para

e
0~=29.7o. (2.51)

e’

9’

2.3.5. Demostracionescontinuas e
e

Con un DPS (un conjuntoen el quela asignaciónde un determinadovalor aunade e
e

las direccionesobliga a que otra de las direcciones,que subtiendeun cierto ángulo

respectoal primero, debatomar un determinadovalor) y la ayudade argumentos e

geométricos auxiliares, se pueden obtener demostraciones del teorema de BKS sin u

necesidad de completar un conjunto finito no-coloreable. Así, por ejemplo, Dell [Bel! 9’
u’

66] propone el siguiente argumento geométrico: puesto que los proyectores sólo pueden

tomar los valores 1 ó O, deben existir dos direcciones arbitrariamentecercanosen los u’

que tomen valores diferentes; y esto es imposible. Para verlo, pensemos en un DPS e.
9’

comoel quesirvió parademostrarel lema 1 (en particularDell usael conjuntoB-13

U?

e
e’

e
mt
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descrito en la sección anterior); en él, si una dirección tiene asignado el valor 1,

cualquierotro que forme con él un ángulomenorque uno dadotambiéndebetenerel

valor 1. Belinfante [Belinfante 73], p. 63 utiliza un argumento similar; considera un

DPScon 8 direcciones en RP~ (el que hemos llamado KS-8) y un argumento que tiene

que ver con el tamaño relativo de los conjuntos de direcciones a los que se ha de asignar

uno u otro valor. De este tipo es también la demostración de Galindo [Galindo75] y la

de [Gill-Keane 96]3í. De hecho demostraciones como estas dos últimas son

“redescubiertas” periódicamente32. A estas demostraciones se les ha dado el nombre de

demostraciones “continuas” (“continuum prooft”) [Brown 93], [Mermin 93 a, b],

donde el adjetivo se refiere a que para implementar esos argumentos geométricos sería

necesario un continuo de direcciones33.

2. 3. 6. Un test experimental del teorema de BKS

En las seccionesanterioresseha visto que las construccionesgeométricasen las que

se apoya la demostración del teorema de BKS se forman a partir de una estructura más

básica. Esta estructura más básica por si sola permite otro tipo de demostraciones del

teorema de BKS que llamaremosprobabilísticasque, idealmente,podríantrasladarsea

un sencillo experimento. Lo que sigue se trata en [Cabello-GarcíaAlcaine 95 b].

Estrictamente hablando, el teorema de BKS es un enunciado matemático que no

requiere ningún experimento para ser probado o refutado34. Lo mismo podría decirse

respecto al teorema de Beil, sin embargo, mientras que los experimentos para “probar”

el teorema de Belí han sido motivo de gran atención durante años, no ha sucedido lo

mismo con los experimentos para “probar” el teorema de BKS. El propósito de esta

sección es el de examinar la posibilidad de trasladar los argumentos de tipo BKS

estudiados en las secciones precedentes en experimentos reales para comprobar las

~ Como dicen [GiIl-Keane96], p. L290: “It is (...) largely a matterof mathematicaltastewhich

pruof lía de KS o las continuas]is tu be preferred.”Recuérdesela cita de KS en la quejustificabanlas

ventajasdeunademostraciónfinita.

32 Peres,e-mail del 22 de febrerode 1996, “Michael Kernaghanhas told methat the geometrical

proof that RichardGilí sendmeis wcll known. (...) he rnay well be rediscoveringknown things.”Gilí,

e-mail del 12 de marzode 996, “LOalindo 75] hasa proof in very similarspirit <o uurs rGill-Keane96]

(ji alsofound a similar carlier ‘verbal’ proofby a Dutch physicist.”

~ [Fine-TelIer 78]. p. 633 y [Mermin 93 b], p. 808, opinan que el númerode direccionesen el

argumentode ¡EclI 661 es finito; [Bub 74], pp. 69-71, opinalo contrario.

~ [Zukowski 9la1, p. 198, “The Kuchen-Speckertheorcmis a mathematicalune, andassuchit

doesnot needexperimentalconfinnation.’~
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prediccionesde laMC frentea ciertasprediccionesde unateoríade V035 quesatisfaga

las mismas (o similares) hipótesis que las consideradas en el teorema de BK536.
4’

Las hipótesisdel teoremade BKS ya se comentaronen la Sec. 2. 3. 2. El primer

punto a tratar es el de identificar esasprediccionesmas sencillascon los DPSsy

contrastaríascon las de la MC. Despuésse discutirá cómo sepuedetrasladaresta

contradicciónpredicción de VO versuspredicción de la MC, en experimentos
ti”

realizables.
Vr.’
le

El objetivoesencontrarunasituaciónexperimentalquediscrimineentrelaMC y una

teoríade VO construidasobrelas hipótesis(BKS1), (BKS2), (BKS3) y (BKS4), en

particularusandola hipótesisde definitud a priori (hipótesis (BKS 1)) para el menor u’
e

número de observables posible. Para ello necesitamos clarificar la relación entre los
e

“valores de VO” a los que nos referíamosen los enunciadosde las hipótesisy los *

resultadosde las medidas.En otras formulacionesdel teoremade BKS (que e

esencialmente coinciden con la nuestra), por ejemplo en [Redhead87], entre las u’
9’

hipótesisdel teoremasesuponela de
9’
u’

(BKSE) Fidelidadde la medida(faithful measurement,en inglés): Si un sistema

individual tieneun valor de VO y(A) para un observable A, unamedidade A, dará el e’

resultadoy(A), e’
9’

Esta hipótesis no es necesaria en una demostración del teorema de BKS no- e
e

probabilísticoy esexperimentalmenteinverificable(si hay dispersiónen los resultados, e

solo se pueden comparar las frecuencias de las predicciones y de los resultados). Es e

más, la hipótesis de fidelidad de la medida no se verifica en todas las teorías de VO(la
e

teoría de Bohm es, de nuevo, el contraejemplo). Por fortuna, para una comprobación
u’

experimental de la familia de VOen la que estamos interesados, una hipótesis más débil 9’

será suficiente. u
___________________ 9’

~ Unaobservación:hablarde “predicciones”de unateoríade VO quecumplalas mismashipótesis e’
9’

consideradasen el teoremade BKS no es del todo correctoya que, segúnse usenestaspremisas,la e
“predicción” podríaseruna u otra diferente.Ahí naceprecisamentela inconsistencialógicaquesubraya

el teoremadeBKS. El sentidoempleadoen lo sucesivoese!de cuáles la predicciónmássencilladeuna e.

teoría deVO basadaen la premisasde BKS quedifiera de la correspondienteprediccióncuántica.Donde e

“mássencilla”quieredeciraquellaen la que se supongaqueestándefinidosa priori el menornúmero 9’

posiblede observables, e’

36 ¿Esinteresanteun testexperimentalde imposibilidadde variablesocultas no-contextuales’?.La
e

siguientecita noslleva a pensarque sí, [Santos88], p. 376: “Por instance,Shimony has recently [2]
síatedthat “Gleasun’stheoremdoomedIhe programof noncontextualhidden-variablesIheories.“ It is a u
fact, however, that no empirical dispruol uf thesetheorieshasyet beenexhibited.” e’

e
e
e
e
mt
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(BKSE’) Si una teoría de VO asigna el mismo valor y(A) a cualquier sistema

individual de una colectividad, una medida del observable A en cualquiera de los

sistemas de la colectividad dará el resultado y(A).

A diferencia de la hipótesis (BKSE), la hipótesis (BKSE’) se puede verificar

experimentalmente. Nótese que (BKSE’) y el corolario de (BKS3) suponen que los

valores de VO y los resultados de la MCson iguales sólo en aquellos casos en los que

ambos están libres de dispersión en alguna colectividad de sistemas; esto ocurre incluso

en la teoría de Bobm (ya hemos dicho, pero quizá conviene repetirlo aquí, que e]

teorema de BKS no es aplicable a la teoría de Bohm por otros motivos, no por esta

hipótesis.

Analicemosahoralos resultadospredichosporunateoríade VO no-contextuales

frentea los de laMC en el casode unademostraciónprobabilísticadel teoremade BKS.

Consideremosel DPS quehemosllamado KS-8. Si preparamosunacolectividadde

partículasde espín 1 en un estadocuánticopuro con valor ceroparala componentede
espín $, de acuerdo con la hipótesis (BKS3) todos los sistemas individuales de esa

colectividadverificarán

v(S2)=s2=0 (2. 52)

(recordemosquepor (2. 23) estoesequivalentea v(x~)= 1, donde r
1 = (0, 0, 1), en la

notación de proyectores usada al demostrar los DPSs). Para cualquier sistema individual

con este valor de VO. hemos visto que una teoría de variables ocultas que satisfaga

(BKSI)-(BKS4) predice con certeza

v(SJ) = (2. 53)

si el ángulo 9=7C/2—0 verifica la ec. (2. 32)~~. Por lo tanto, de acuerdo con

(BKSE’), la predicción de VOes que el resultado de la medida de S0 2 sobre cualquier

sistema individual de la colectividad será ti. Por otro lado, la MC predice que si

medimos el observable & sobre el conjunto de sistemas individuales en el estado

= 0, la probabilidad de obtener el resultado s~ = O (~ £02 = 0) es

= O)= = O¡s. = 0>! = cos
26. (2. 54)

Por tanto, ambas teorías predicen resultados distintos para el mismo experimento

ideal. La mayor discrepancia con la predicción de variables ocultas se obtiene cuando

~ AJternativamente.si en lugar deKS-8 usamos13-II, el ángulo ~= ¡r/ 2—O deberíaveriticar la

ce. (2. 43), y si usamosCG-14deberíaverificar la ce. (2. 45).
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‘4’
0=arctan( 8)=70~ 31’44” ~ I~(» (s7 =O)=--. (2.55)9

Es decir: la MCpredice que una de cada 9 veces el resultado será sy = O, un resultado

queesincompatiblecon el valorde VO y(S7
2)= ti más la hipótesis (BKSE’ )38.

Las preparaciones y medidas necesarias para el experimento ideal sugeridos pueden

hacerse mediante aparatos de Stern-Gerlach tradicionales39, en lugar de con medidas

mas complicadas de momentos cuadrupolares como se sugiere en [Peres92 c]. La

dependencia angular explícita de la predicción cuántica (2. 54), debería facilitar la

discriminación entre señal y ruido en un experimento real.

El experimento descrito permitiría confirmar la predicción de la MC, y por tanto

excluir experimentalmentela existencia de cualquier teoría de VO que satisfaga las

hipótesis(BKSI)-(BKS4) y (BKSE’). El experimentoexacto que se ha descrito

probablementesea irrealizable porque los aparatosde Stern-Gerlachrealesno

seleccionantan bien lascomponentesde espíncomodanaentenderlos libros de MC.

La demostraciónanteriores(como argumentoteórico) un ejemplode lo que aquí

llamaremos (siguiendo a [Kernaghan-Peres95]) demostraciones “probabilísticas” de]

teorema de BKS. El nombre viene del hecho de que preparando (preseleccionando) los

sistemas en un estado sólo encuentra contradicción cuando en una medida posterior

(postselección)sobre esesistemase encuentraun determinadovalor (distinto del

predichopor las VO), esdecirsólo seencuentracontradicciónen un subconjuntode los

sistemas postseleccionados; el hecho de que la MC permita predecir con qué

probabilidadsedanesosresultadoses lo que justificael nombrede probabilísticaspara

estas demostraciones4<~.

35 Alternativamente,si consideramosE-II, lamayordiscrepanciacon las VO se producecuando

e = aretan (2) 63’ 26’ 6” t? <s, = 0) = (2. e)
5

osíconsideramosCG-14, cuando

O=arctanr4W%l=60’ 19’ 20” ~ 1<> (s =0)41±—) =—. (2.d)

3~ Bibliografía sobrelos aparatosde Stern-Gerlach: [Gerlach-Stern 21, 22 a, b], [Swift-Wright 80]

(SG generalizados),[Platt 92] (análisiscon MC del experimentode SG), [Martens-deMuynck 93, 94]

(SGparaelectrones).

40 Los DPSspuedenconsiderarseconjuntosno-coloreablesen un tercersentido:son no colureables

con ciertas asignacionesiniciales conjuntasa proposicionesque, a diferenciade los otros casos

comentados, no poseenestadospropioscomunes.Estaasignacióntiene físicamentesentidosi se supone

que la preparaciónde un estadocuánticoconocidopermite asignarvaloresde variablesocultas a un
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El primerosugerirla posibilidadde estasdemostracionesfue Stairs [Stairs8311, Pp.

588-589(que usó KS-8), más recientementeClifton [Clilton 93] ha propuestoun

argumentosimilar (con KS-8 y B- 13)41. En [Cabello-GarcíaAlcaine 95 b] sepropone

un nuevoDPS (el que ai~teshemosllamadoCG-14),que,como hemosvisto, revelauna

probabilidadmayor de que se produzcauna incompatibilidadque las anteriores

propuestas.

primersubconjuntode proposicionesdel DPS, yel resultadode una mediciónposteriorsobreun sistema

individual así preparado,permite asignarvaloresde variablesocultasa un segundosubeonjuntode

proposicionesdel DPS.En ciertoscasos(paradeterminadosresultados,quese dancon probabilidadno

nula segúnla MC), ambasasignacioneshacen imposible completarla asignacióna las restantes

proposicionesdel DPS.
41 En [Clifton 93] los cálculossonincorrectos;ver [BechmannJohansen94] y [Vermaas94].



52 Capítulo2. El teoremadeBell-Kochen-Specker

Vr

2. 4. Otras demostracionesaditivas

2. 4. 1. Demostracionesaditivas en dimensión 3

a. Introducción

Dadala importanciafundamentaldel teoremadeBKS, ha habidomuchosintentosde

simplificar su demostración,en particularde reducirel númerode direccionesde la

demostraciónoriginal de KS (117 en dimensión 3). En las seccionessiguientes

pasaremosrevistaa dos de estassimplificaciones:en (b) veremosunademostración

debida a Asher Peres,un TNCS de 33 direcciones en dimensión 3; en (c)

“reconstruiremos”el conjunto de Peres a partir de los DPSs ya introducidos en

seccionesanteriores;y en (c) veremosla demostraciónmás económicaconocidaen

dimensión3, con 31 direcciones,debidaa JohnHortonConwayy SimonKochen.

it P-33: el “poliedro cuántico”

En [Peres91] y [Peres93], p. 197, se presentaun TNCS de 33 vectoresen

dimensión 3, al que nosotrosllamaremosP-33. P-33 es cualquier conjunto de

direccionesque tengalas mismasrelacionesde ortogonalidadque el conjunto de 33

direcciones cuyos cosenos directores al cuadrado son una de las combinaciones

Sqrt(2)

1

—l
-Sqrt(2)

O

ti

ti’

U?

le

e
e
e
U?

mt

mt

e
e
e
e’
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e’
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e
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ti

F¡g. 2. 7. Las 33 direccionesde P-33 seobtienenuniendoel centrodel cubo con los

puntosnegrosqueestánsobrelas carasy las aristas(tomadode [Peres93], p. 198).
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1 2 1 1 1

O+O+1=0+y+T=0+á+T=4±~ +~ y todas sus permutaciones.Estas 33

direccionessepuedenvisualizaren la figura 2. 7 uniendoel centrode un cubode lado

2 con los puntosnegrossobresuscarasy aristas.

P-33 no es el TNCS más pequeñoconocido en dimensión 3, pero tiene una

propiedadadicionalquepermitecomprobarde manerasencillaqueesno-coloreable:con

la elecciónexplícita de direccionesque hemoshechoantes,P-33,comoconjunto no

ordenadode direcciones,es invariante bajo intercambiode los ejes x, y, z, y bajo

cambiosde signo de cadaeje.Esto permiteasignararbitrariamente,sin pérdidade

generalidad,el valor 1 a algunasdirecciones,ya que el asignarel valor O en lugardel

valor 1 seríaequivalentea intercambiarlos ejes o a cambiarlosde signo, comose

indicaráen la tabla 2. 1, en la que sedemuestraque, con una seriede elecciones

admisibles(no restrictivas),P-33esno-coloreable.

Trío ortogonal Otrosvectores
ortogonalesal 10

El l~ vectortomael valor 1
por

001 100 010

101 10—1 010

011 01—1 100

í—i1/i —ií43? 110

1 o,Ii 1ño—i 010

¿iii 01—1 —..kii

010 io—ñ

114i 1—10 ii—~
3

oili ¡00 o..ñ—¡

it ¿u 10—1 í—~kí

líO 1—10

~ño—í o~ñi

—
1h 11

l0—~3

íí—.ñ
O.~ñ—l

í—.ñt

oí—4~?

elecciónarbitrariadel ejez

elecciónarbitrariadex vs. —x

elecciónarbitrariadeyvs. —y

elecciónarbitrariadexvs.y

ortogonalidadcon el 20 y el 30

ortogonalidadcon el 20yel 30

ortogonalidadcone]20ye130

ortogonalidadcon el 20 y el 30

ortogonalidadconel20yel30

ortogonalidadcon el 20 y el 30

ioo o.ñí w—-.ñ

Tabla2. 1. No-coloreabilidadde P-33 partiendode unaeleccióninicial arbitrariapara

los valoresde cuatrovectores.La contradicciónsurgeen laúltimalinea: los tresvectores

ortogonaleshanaparecidoya con valorcero.Las direccionesquefaltan paracompletar

P-33 son: 1,50, í 15—1, —l 150, —1151, 15ío, 151—1, 15—lo, 15—í 1.
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En la tabla2. 1 sólo aparecenlos 25 vectoresque se usanparala demostraciónde

no-coloreabilidadpara unaseleccionesparticulares,las 8 direccionesnecesariaspara

repetirel mismo argumentoparaotraseleccionesdistintasestánal pie de la tabla. Por

motivosde espacio,al escribir los vectoreshemosprescindidode los paréntesisy las

comas;así 1—lo indicael vector(l,—l,O). La tabladebeleersede izquierdaa derechay

de arribaa abajo.En cadalinea, al primervector,en negrita,se le asignael valor 1. La

justificación de porquése asignael valor 1 al primerode los vectoresde cadalinease

explicaen la propiatabla.Los vectoressegundoy terceroformancon el primeroun trío

ortogonal,por lo tantoseles asignael valor O. Los otros vectoresde lamismalineason

tambiénortogonalesal primeroy por tantotambiénseles asignael valor O. Si un vector

estáen cursivaesoindica queya ha aparecidoantes.La demostraciónconcluyecon la

contradicciónquesurgeentrelaprimeralineay la última; en la primeraal vector 100se

le haasignadoel valor 1, y en laúltimadeberíaasignárseleel valorO,q.e.d.

Con ayudade un programade ordenadorcomo e] que sepresentaen [Peres93], p.

209, se puedecomprobarque P-33 es un TNCS crítico: si se elimina cualquier

direcciónel conjuntoresultanteyano esun TNCS.

c. De la “cuna del gato” al “poliedro cuántico”: P-33 a partir de KS-8

Tal comosugirióRogerPenrose[Penrose92] (ver tambiénlas notas42 y 45), P-33

puedeinterpretarsegeométricamentecomoel conjuntode las direccionesrelevantesde

tres cubosinterpenetradosde una maneraparticular.En estasecciónusaremosesa

interpretacióngeométricaparaobtenerotrademostraciónde la no-coloreabilidadde P-

33. Ademásde su bellezageométrica,estademostraciónnosservirápara volver a

subrayarel papelquejueganlos DPSsen la construcciónde los TNCSs.Esencialmente

lo que vamosa haceres “reconstruir” P-33 “engarzando”conjuntosde tipo KS-8

(recuérdesequeKS-1Oerael “eslabón”básicode ]a “cunadel gato”). Hayqueseñalar

quePeresllegó a P-33de unaformacompletamentedistintaa la queaquíproponemos,

veremos esa forma en la Sec.2. 6. 142.

42 Peres,en unacomunicaciónparticularal autordel 16de febrerode 1996, relata,entreotrascosas,

cómo llegó a P-33 is a long story. After 1 heardof Mermin’s 3-particle “paradox”, 1 wrote my

paperthat laterappearedin PhysicsLetters 1990 [Peres90 a], and senípreprints to severalpeople,

includingMermin, whom 1 knew personally.He wroteto me <bat it was ah wrong, and we hada long

exehangeof correspondence,<o which he alludesat the end of his Phys.Rey. Letíerof 31 Dcc. 1990

[Mermin 90 d]. We both learntthatsubjecttogether,butpublishedseparately.

During <bat time, he also askedIhe opinionof AbnerShimony,who told him that Kochenhad toid

him that he and Conway had a KS constructionwith 33 vectors (John H. Conway is a famous
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Como vimos, KS-8 esrealizablesi y sólo si el ánguloentresus vectoresinicial y

final cumple arccos =r, r8 =.~.. Unaformaexplícitade implementarKS-8 en el caso

extremo <r5 = arccos-~ (parael queseobtienela máximacontradiccióncon la QM), es

con laelecciónde vectoresde la figura2. 8.

matbematicianal PrincelonUniversity,probablybetíerknown that Simon Kochen).Thatconstruction

síarts from a unil lattice of poinís in 3 dimensions.Draw a sphereof radius 2.5, and keeponly the

points inside <bat sphere.Connect<bern <o te centerof te sphere.Thisgives 37 rays(<beseare <he 37

spotson the cubeon page114 of my book [Peres93], the ideaof drawingthemon thefacesof a cube

wasgiven lo me by RogerPenrose).Thenremove4 “equatorial” poinís. Ihe 33 remainingpointsforín

a “non-cobrable”set. 1 IhencheckedthaI the 37 points indeedform suchset, but insteadof testingthe

non-symmetricsetof 33, 1 had the ideathat if, in te cubic lattice,acoordinate2 was replacedby 2,

Iherewould againbenumerousorthogonalityrelations,because1 + 1 — <3? 2 xv O. As you had read in

Horgan’sarticle [Horgan93], 1 havezero geometrieintuition. On Iheotherhand,1 caneasilydo simple

algebra.

1 then wrote to Kochen(whom 1 also knew personally)thaI 1 had another33 ray set, but íhat 1

would wiíhliold publication until afler he and Conway publish their resulí, since they gol it firsí.

Kochenansweredthat meanwhiletheyhad a setwith only 31. Hedid nol telí me how it wasdone,but1

guessedit also was a subselof Ihe 37. Then 1 wrote my computerprogram[Peres93], p. 209, and

quickly found these31. After that, 1 realizedthat from te multiplicative KS contradictionthat Mermin

had found, it waspossibleto construcían additivecontradiction,just by taking the eigenvectorsof Ihe

matricesused for the multiplicative proof. Thus 1 gol the 24 rays in 4 dimensions.1 again wrote lo

Kochen,tba< 24<31, andif be did not objecr1 wouJd publisb muy resuits,andmention <bat be bad a

constructionwith 31 vectors[Peres9J]. Sometime later, 1 seníhim te figure on page114 of my book

[Peres93], to be surethaI he did nol object to its publication— becauseheand Conwayneverboíhered

to publishIheir proof.

lo 1991, 1 gaye a lecture on these resulís al a meeting in Copenhagen,and Roger Penrose

immediatelysaid:Iheseare Escher’sinterpenetratingcubes,and Ihe 24 areIhe 24-celí regularpoíytope.

He is reallyamazing!”.Paramásdetallessobreel encuentroPenrose-Peresver [Horgan93]; ver también

[Penrose92].



u’

56 Capítulo2. El teoremade Bell-Kochen-Specker

mt

mt

le

le

e’

mt

le

le’

9’

U?’

e,
Fig. 2. 8. Unaimplementaciónde KS-8 en laquee] ángulo rr~< esel mínimo e’

posible. 9’

9’

9’

e’

e’
Arccos~. esel ánguloque subtiendendosdireccionesdistintasde entrelas que

conectanel centrode un cubocon sus vértices.Si suponemosun cubo de ladounidad 9’

centradoen el origeny con las carasperpendicularesa los ejescartesianos,r[ = (1, ], 1) 9’
e

y r8 = (1, 1, — 1) representansendasdireccionesque conectanel centrodel cubo con
e

uno de sus vértices.Los restantesvectoresde la Fig. 2. 8 representandireccionesque e

conectanel centrodel cubocon el centrode algunade susaristas(los vectorescon una u’

sola componenteO) o con el centro de alguna de sus caras (los vectorescon dos e’
e

componentesO). KS-8 se puedeinterpretarentoncesdiciendoquesi se asignael valor 1

a unade las direccionesque conectanel centrode un cubo con un vértice,el valor u

asignadoa otrade direcciónqueconecteel centroconun vérticeadyacentedebetenerel e

valor O. Estonospermiteenunciarel siguientelema. U
e’

e
Lema 1: De las cuatrodireccionesque unenel centrode] cubo con uno de sus e

vértices, no puede haber dos a las que se asigne el valor] e

e
Siendoestrictosen la cuentade vectores,parademostrarel lemaanterior serían e

necesarios6 diagramascomo el de la figura 2. 8 (los que ligan dos a dos las cuatro e

direccionesque unenel centrode un cubo con sus vértices). Sin embargo,esos6 9’
e

diagramascompartenmuchasdirecciones,y bastacon 13 direccionesparacontenerlosa e

todos.Esteconjunto, formadopor las 13 direccionesque se puedendefinir sobreun e’

cubouniendoel centrodel mismocon sus vértices,centrosde aristay centrosde cara, e’
u’

esa] quellamaremosel conjuntode las direcciones“relevantes” de un cubo.
u’

Llegadoestepuntoesconvenienteintroducirunageneralizaciónde los diagramasde

KS usadoshastaahora(porejemplo,en la figura 2. 8) pararepresentarlas relacionesde e
9’

e’

*

U?

mt

e
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ortogonalidady los tríos mutuamenteortogonalesque hay entre conjuntos de

direcciones,de modo que sirvan no sólo paraconjuntoscon pocasdireccionesy/o

relacionesde ortogonalidadsino que tambiénsirvan para conjuntoscon muchas

direccionesy/o relacionesde ortogonalidad43.En estosnuevosdiagramas,a los que

llamaremosdiagramasde ortogonalidad,cadadirecciónseva a representarporun

circulo gris, la ortogonalidadentredosdireccionesse va a indicar porun segmento

uniendodoscírculosgriseso porun puntonegroen la intersecciónde dossegmentos,y

los tríos de direccionesmutuamenteortogonalessevan arepresentarpor segmentosmás

gruesos en la conexión de tres círculos grises o entre dos puntos negros. Por ejemplo en

la figura 2. 9 se representael diagramade ortogonalidadpara las 13 direcciones

relevantesde un cubo de lado unidad centrado en el origen y con las caras

perpendicularesa los ejescartesianos(cubo al queporconvenienciallamaremoscubo

A).

Aví = (1, 1,1) ~:t¡i
Av2=(l, l,-l)

Av3 = (1, -1, 1)

Av4 = (—1, 1, 1) i

Ací = (1,0,0)
Ac2=(0, 1,0)

Ac3=(0,0,l)

Aal = (0,1,-1)

Aa2=(0, 1,1)
Aa3 = (1,0, -1)

Aa4=(l,O, 1)

Aa5 = (1, -1,0)

Aa6=(l, 1,0)

Fig. 2. 9. Diagramade ortogonalidadque representalas relacionesde ortogonalidady

los tríos mutuamenteortogonalesentrelas direcciones“relevantes”del cubo A. Hay 24

parejasortogonales(tantascomopuntosnegrosy segmentoscon círculosgrisesen los

extremos)y 4 tríos mutuamenteortogonales(tantoscomo segmentososcurosentre

puntosnegrosy segmentosconteniendotrescírculosgrises).La notaciónes: “A” cubo

A; “y” vértice;“e” centrode cara;“a” centrode arista.

En [Kernaghan95] se puedever lo confusoqueresultautilizar los diagramasde KS tradicionales

pararepresentarlas relacionesde ortogonalidaddeconjuntosgrandes(porejemploP-33).
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Consideremosahoralas 13 direccionesrelevantesBv 1 Baóde otro cuboB que
se obtiene rotando 1 el cuboA entornoal ejeAaS,demaneraqueDaS= Aa5, y además

2

Ba6=Ac3,y Bc3=Aa6(figura 2. 10, arribay centro).Porúltimo, consideremoslas 13
direccionesrelevantesCv 1 Ca6de un tercercubo C que seobtienerotando1 e]

2

cuboA entornoal ejeAaó,demaneraqueCa6=Aa6y ademásCaS= Ac3, y Cc3 = Aa5

(ver figura 2. 10, abajo).

El conjuntoresultantetiene 13 (direcciones)x 3 (cubos) menoslas 6 direcciones e,

repetidas(Cc3=Ba5=Aa5,CaS=Ba6=Ac3,Ca6=Bc3=Aa6),es decir33 direcciones. e’

Estas33 tienenlas mismasrelacionesde ortogonalidadque las de la tabla 2. 1 y por e’

tantosonotraimplementaciónde P-33. e’
u’

e’
e’
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Av3

Aa5

Av4

Ba5=AaS

Cc3=BaS=Aa5

Av4

AaS

Av3

Ba5=Aa5

Cc3=Ba5=Aa5

Fig. 2. 10. Arriba: direcciones“relevantes”sobreel cuboA. Centro: el cuboB se

obtienerotandoel cuboA entornoal ejeAa5.Abajo: el “poliedro cuántico”;el cuboC se

obtienerotandoel cuboA entornoal ejeAa6.

2

.t3=Aa6
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Parademostrarla no-coloreabilidadde P-33 consideremosel diagramade KS

(tradicional)de la figura 2. 11;

Fig. 2. 111. Diagramade KS que demuestra,junto con el lema

coloreable.

1, que P-33 esno-

Avl=(l, 1,1)

Aa5=(L —1,0)
Av2=(l, 1, —1)

Bv2 =(l , 1, 2)

Av3=(l, —L 1)

Cv3 =(—l ,1,2)

Aa6=(1, 1,0)

Av4 = (—1,1, 1)

Cv4=(l, -.-l,2)

Bv3=(15±l, —1k+uO)

Cxl =O,P—1,13?+í, 0)

Ac3=(0, 0,])

Bv4 =(—15-l-l,15+ 1,0)

Cv2=(15÷1,15—í, 0)

del lema se deduce que de las 4 direcciones y de cada cubono puedehaber2 blancas,

pero en la figura 2. 11, de las tres direcciones en el triángulo central una debe ser blanca

y las otras dos negras; supongamos que tomamos como blanca Aa5; al ser negras Ac3 y

Aa6,en cadaunade las parejas(Bv4, Cv2), (Bv3, Cv1), (Av3, Cv3), (Av4, Cv4), una

direccióndebeserblancay la otra negra;esfácil ver queno existeningunaelección

compatiblecon el lemaanterior.Otro tantoocurresi elegimosinicialmentecomo blanca

Ac3 ó Aa6; por tantoP-33es un TNCS, q.e.dA
4

~ Obsérvoseque si elegimosen la Fig. 2. II, por ejemplo,Ac3 blanco, podemosprescindirde

Bv3, Bv4, Cvi, Cv2 (queseríannegros)y obtenemosasíun PNCScon 29 direcciones.
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Cadacubotienecuatrotríosortogonales(ver Fig. 2. 9), y en el diagramade la Fig.

2. 1 1 seve que los tres cuboscompartenun trío ortogonaly queentrelas direcciones

relevantesde cubosdistintossepuedenformarseis nuevostríos ortogonales,luegoP-

33 contiene16 tríos ortogonales45.

d. CK-37, CK-33 y CK-31

CK-37 es cualquier conjunto de direcciones que tenga las mismas relaciones de

ortogonalidadque el conjunto cuyoscosenosdirectoresal cuadradosonuna de las
1 4 1 1combinacionesO+0+l=O+.~+~=0+<-~= ~+ + ~ y todas suspermutaciones,o

equivalentemente,el conjuntode direccionesqueunenel centrodel cubode la figura 2.

] 2 con los puntos (negros, grises y blancos) en las caras y aristas.

Comosepuedecomprobarcon un programade ordenador,CK-37 esun TNCS no-

critico. Eliminandolas 4 direccionescorrespondientesa los puntosblancosen la figura

2. 12 (las direcciones“ecuatoriales”a las queserefierePeresen la nota42),seobtienen

un TNCScrítico de 33 vectores,conjuntoque llamaremosCK-33. CK-37poseetresde

estossubconjuntos.CK-33 esdistintode P-3346.Además,eliminandolas 6 direcciones

correspondientesa los puntosgrisesde la figura 2. 12 seobtieneun TNCScrítico con

31 vectores,CK-31, queesel TNCS máseconómicoque seconoceen dimensión3 (se

puedecomprobarcon ordenadorqueCK-37 no tiene ningúnsubconjuntono-coloreable

de menos de 31 direcciones). CK-37 contiene seis de estos subconjuntos

(curiosamente,pesea sermásabundanteslos CK-3 1, seencontrarondespuésque los

CK-33; ver la nota42).CK-33 y CK-31 fueronobtenidos(¡pero no publicados!)porJ.

H. Conwayy 5. Kochen;CK-3 1 aparecepublicadoporprimeravezen [Peres93], p.

114. En lanota42, PerescuentacómoobtuvieronConwayy Kochenestosconjuntos.

~ La construcciónde la Fig. 2. lO (abajo)ha sidobautizadacomoel “poliedro cuántico” [Horgan

93] y, curiosamente,apareceen una litografíadel artistaholandésMaurits C. Eschertitulada “Cascada”

(1961)’ver por ejemplo[Locher71], p. 253 en la versiónen inglés,coronandounadelas torresbajo la

quediscurreun (imposible)circuito perpetuodeagua,inspiradoa suvez en un objetoimposiblellamado

la “tribarra” ideadopor RogerPenrosey supadreLionel [Penrose-Penrose58].

46 Sobre la relación entreP-33 y los conjuntosCK ver la nota 42. En [Penrose92], p. 8, se

proponeotro TNCS de 33 direccionesen dimensión3, distinto deCK-33 y P-33.
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Habríasido interesantedarcon un argumentoparadeducirla no-coloreabilidadde

los conjuntos CK a partir de los DPSs que contienen.No he encontradotal

deducción47,sin embargo,se puedever que los CK estánformados a base de

“imbricar” KS-8’s “máximos” (como el de la figura. 2. 8) y, además,B-l l’s máximos

(ver la Sec. 2.3.4. d) como el de la figura 2. 13.

~ Peresen sendascomunicacionesparticularesel 13 demarzo[y el23 de febrero] de 1996comenta

que: “Using the text of a letter privately sent by [Kurt] Schúue[to Specker] in 1965, andrecently

circulated[duringa conferencein June1994] by [Karl] Svozil [(Vienna)],Bub [Bub 96] hasrediscovered

the 33 vectorsin 3d <bat were found by ConwayandKochen,beforethey found the 31 (notasubselof

the 33). This is apparentlythe first time that these33 will appearin the literature.” Aparentementeel

argumentoSchutteconteníaun conjuntode 13 direcciones(¿,B-13?).Karl Svozil, queestabaen Nueva

Zelandacuandocontactecon él, prometiomandarmefotocopiade la cartade Scbii<te a Specker,tan

pronto regresasea Viena.JeffreyBub, tambiénprometióenaviarmeunacopiade[Bub 96).

1

2

1

o

-2

F¡g. 2. 112. CK-37, CK-33 y CK-31. CK-37 se obtiene uniendo el centro del cubo

con todos los puntos indicados (negros, blancos y grises). CK-33 es el subconjunto

queseobtieneal considerarsólo los puntosnegrosy grises.CK-3 1 esel subconjunto

queseobtieneal considerarsólo los puntosnegrosy blancos.
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r

F¡g. 2. 113. Implementaciónde B-1l en la queel ángulo ~ eselmínimoposible:

= (1, 0, 0)

r2=(O, 1,1)

r3 =(2, —1, 1)

r4 =(l, 1, —1)

r5=(O,1, —1)

r6=(—2, 1,1)

= (1, 1, 1)

= (0, 1, 0)

= (1, 0, 1)
r10=(1, 0, —1)

r~ =(l, 2, 0)

Todosestosvectorespertenecena CK-31 (ver la Fig. 2. 14). En estecasoparticular
r21r5. TambiénpertenecenaCK-3 1 r12 =(O, 0, 1) y r13 =(2, —1, 0), que sonlos dos

vectores que faltan para completar un conjunto de tipo B-13.

El alto gradode imbricaciónentreesosDPSs(KS-8’s y B-l 1 ‘s) dentrode los CK,

no hace fácil relacionarla no-coloreabilidadde éstos últimos a partir de las

“predicciones”de DPSsquecontienen;pero,de nuevo,se percibeel papelde los DPSs

comocomponentesbásicosdentrode los TNCSs.

Paraterminar, y dado que CK-31 es el TNCS más económicoconocidoen

dimensión 348, en la figura 2. 14 sepresentasudiagramade ortogonalidad.CK-31

contiene71 parejasortogonales(tantascomopuntosnegrosy segmentoscon círculos

grises en ambos extremos) y 17 tríos ortogonales (tantos como segmentos en trazo

grueso y segmentos conteniendo tres círculos grises).

48 [Kernaghan95] dice queCK-31 contiene(lo queen nuestranotaciónsería)un PNCS con 24

vectores,que tambiénes el PNCSmáseconómicoen dimensión3.

1;
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7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ib

1 — — — r
~

-‘4r — —
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-o— — — —t

— - -

-:32-
-r—— -O-- —

————-e--1111-1- —
— ~ ..4w....O—4~-—- —

1 - - -t~ai--
Fig. 2. 14. Diagramade ortogonalidadcorrespondientea CK-3 1.

1: (0, 1, —1)

2: (0, 1, ])

3: (1,0, —1)

4: (1,0, 1)

5: (1, —1,0)

6: (1, 1,0)

7: (0, 2, 1)

8: (0, 1, —2)

9: (0, 2, —1)

10: (0, 1, 2)

11: (1,0,2)

12: (2, 0, —1)

113: (2, 0, 1)

14: (1,0, —2)

15: (1,2,0)

16: (2, —1,0)

17:
18:

19:

20:

21:

22:
23:

24:

(1, 1, —2)

(1, 1, 1)

(—2, 1,1)
(1, 1, 2)

(1, 1,—])

(2, —1, 1)

(—1, 1,2)

(1, —1, 1)

25:

26:

27:

28:

29:

30:

31:

(1, 2, 1)

(1, —1,2)

(—1,1,1)

(1,2, —1)

(1, 0, 0)

(0, 1,0)

(0, 0, 1)

Entreesos31 vectoreshay 71 parejasortogonalesy 17 tríos ortogonales.Los vectores

quefaltan paraformarCK-37 son:

34: (2, 1, —1)

35: (—1, 2,1)

36: (1, —2,0)

37: (],—2, 1)

Si seeliminande CK-37,por ejemplo,los vectores7-10setieneCK-33.

e’

‘4

‘4

64

12 34 56

17»

18

19

j

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29
30

31

32: (2, 1,1)

33: (2, 1, 0)
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2. 4. 2. Demostracionesaditivas en dimensión 4

a. Introducción

En las seccionessiguientesestudiaremosdosconjuntostotalmenteno-coloreablesen

dimensión4 y sussubconjuntos.

El primero,en (b), fue descubiertopor RogerPenrose,y avecesserefiereaél como

el “dodecaedromágico”,y lo llamaremosQ-4049,constade40 direccionescomplejasen

dimensión4 y’ en su forma original seusaen su construcciónla representaciónde

Majoranade los estadosde espín de una partículade espín 3/2 y la geometríadel

dodecaedro.Veremostambién,(c) y (d) queQ-40contienesubconjuntoscríticosde 28

direcciones,algunosde los cuales,a los quellamaremosZ-28, fueron descubiertospor

JasonZimba.

E] segundoconjuntototalmenteno coloreablequetrataremosen (e) fue descubierto

porAsherPeres,y nos referiremosa él como el “teseractocuántico”o tambiénP-24.

ObtendremosP-24de unamaneradistintaa comosehizo originalmente(de la que nos

ocuparemosen la Sec. 2. 6. 1); llegaremosa P-24 al considerarlas direcciones

“relevantes”de un hipercuboen dimensión4 (un teseracto)análogasa direcciones

“relevantes” de un cuboen dimensión3 descritasen la sección2. 4. 1. c. Veremosen

(f) que P-24 contienesubconjuntoscríticos de 20 vectores,que llamaremosK-20,
descubiertosporMichael Kernaghan,y en (g) que tambiénsubeonjuntoscríticosde 18

vectores,que llamaremosCEO-lS. Estos últimos son los conjuntostotalmenteno-

coloreablesmás “elementales”(más económicos)conocidos,aunqueadmitenuna

simplificación adicional que estudiaremosen (h). En el capítulo4 estudiaremosla

interpretaciónfísica deP-24y de sussubconjuntos.

‘~ En [Zimba-Penrose93] se llama Q aesteconjunto;sele dael nombrede “dodecaedromágico” en
[Penrose93, 94 b]; como ya hemosusadola letraPparadesignarlos TNCSsdescubiertospor Peres,lo

llamaremosQ-40.
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‘4

El dodecaedro mágico y sus subconjuntos
‘4

‘4,It Q-40: el “dodecaedromágico”
e
U?El “dodecaedromágico” ó Q-40 esun TNCS de 40 direccionesen dimensión4 e’

descubiertoporRogerPenrose[Penrose92, 93, 94 a, b]50 y posteriormenteestudiado

por JasonZimba [Zimba 93], [Zimba-Penrose93]. El método seguidopara su U?

construccióny la demostraciónde su no-coloreabilidadsuponenuna aproximación u’
e

original al problemade obtenerconjuntosno-coloreablesy subrayan,unavezmás,el e
papel que juegan las construccionesgeométricasen estos problemas.Dada la e.

complejidadde los argumentosoriginales, su explicacióndetalladarequeriríamás *

e’
espaciodel que se le puedededicaren un trabajo de estanaturaleza;por ello nos

e’
limitaremos a presentarlo esencial,de forma que podamoscompararQ-40 con los

conjuntosobtenidosen otrassecciones.En relacióncon el esfuerzoeingenio invertidos e

en estademostración,la sencillezde otraspruebas,en especialla que veremosen la 9’

sección(g),resultaaunmásllamativa.
e’

e’
Q-40es un conjunto de 40 proposicionesen el espaciode Hilbert de dimensión4

que representalos estadosde espínde unapartículaindividual de espín 3/2. Todala

construcciónde Q-40partede la observaciónde que el rayo que representael estado u’

propio de la componentede espín segúnel vectorunitario m con autovalor +1/2 e
e

(/i:=l), IS~ =+1/2>, es ortogonalal rayo que representaun estadosimilar segúnel

vectorunitario it, S~+l/2>, siemprequeáuñ=l/3, esdecir,si los vectoresdi y n e’

9’
subtiendenun ánguloa = arcos(1/3).Equivalentementediremos que las proposiciones

correspondientes (los proyectores I~ = IS~=+1/2><t=±lI2I, e
1 ‘.1 ¡ e.J~= ¡S~ = .fl/2/\S~= +1/2;) son compatibles(ortogonales)en esecaso51.En adelante

e
hablaremossólo de proposiciones(y no de proyectores,estadoso rayos). e

e

50 [Penrose921 es unaconferenciaquedio Penroseen el CERN (en honor a Belí) en 1991 (después U

e
de la conferenciade Copenhagueen la quePenrosese interesópor el significado geométricode las

e’
demostracionesde Peres;ver las notas42 y 45); Emilio Santos(comunicaciónpanicular)recuerdauna e
conferenciasimilar enCesena,tambiénen 1991 (conferenciaqueno se incluyó en los correspondientes

“proceedings”).Quizátambiénsedescribenestosresultadosen [Penrose94 a], perono he tenidoacceso

a estareferencia. u’

Sí En los trabajosde Penrosey Zimba todas las relacionesde ortogonalidadexistentesentrelos e

elementosdeQ-40sedemuestranusandola representacióndc Majoranadelos estadospurosde espínde e
9’

unapartículade espín3/2. La representacióndeMajoranade un estadode espíndeunapanículade espín
a

3/2esencialmentereemplazacadarayotetradimensionalpor tres puntossobreuna esferatridimensionalde
9’

radio unidad.Sobrela representaciónde Majoranavéase[Majorana32], [Penrose-Rindíer84]. Sobrela
*

traducciónsobrela representacióndeMajoranade las relacionesde ortogonalidadentreestadosde espín e

e’

e
e’

e
*
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En el siguientepasoseintroduce el dodecaedroque danombrea la construcción.

Necesitaremos la siguiente definición:

Definición: DiremosquedosvérticesA y B de un dodecaedrosoncasi-adyacentes

si ambosson adyacentesaun terceroC. Nótesequedosvérticescasi-adyacentesde un

dodecaedroson vérticesadyacentesde uno de los 5 cubosinscritosen el dodecaedro

compartiendo8 de sus20 vértices;ver la figura 2. 15.

Laobservaciónimportantepararelacionarla compatibilidadde proposicionescon la

geometríadel dodecaedroesque a = arcosO/3) esprecisamenteel ánguloqueforman

los vectoresque unen el centro de un dodecaedrocon dos de sus vértices casi-

adyacentes.

s =1/2 véase[Penrose94 b], Pp. 301-304(Pp. 321-325de la versiónen castellano).En particular,la

demostraciónde que I& =+I/2> es ortogonala ¡5; = +1/2> si Iii’ h = 1/3, puedeencontrarseen

[Zimba-Penrose93], Pp. 700-702;y [Penrose94 b], p. 304 (Pp. 324-325de la versiónen castellano).

Fig. 2. 15. Uno de los cinco cubosinscritos en un dodecaedrocompartiendo8 de sus

20 vértices.Nótesequedosvérticesadyacentesdelcubo correspondenados vértices

casi-adyacentesdel dodecaedro.
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Definición: Llamaremosproposición explícita asociada al vértice U a una ‘4

proposicióndel tipo: “la componentede espín segúnel vector queuneel centro del
‘4

dodecaedrocon el vértice U tienevalor+ 1/2”.

‘4
Podemospuesasociarunaproposiciónexplícitaacadaunode los 20 vérticesde un U?

dodecaedro.El siguientepasoen la construcciónconsisteen advertir es quelas tres
U?proposicionesexplícitasasociadasa los tres vérticesadyacentesaun vértice V, son
le

mutuamentecompatibles(ya queson mutuamentecasi-adyacentes).Podemospues,

completarunatétradade proposicionesmutuamentecompatiblesañadiendoa esastres

proposicionesexplícitasunacuartaproposiciónimplícita asociadaal vértice V, definida

de lamanerasiguiente: u’
It

u’
Definición: Llamaremosproposición implícitas asociada al vértice V a una

e’
proposicióndel tipo: “las componentesde espínen ningunade las tresdireccionesque e.

unenel centrodel dodecaedrocon los tres vérticesadyacentesal vérticeV tiene valor 9’

9’
+ 1/2”.

e.
It

Q-40esel conjuntoformadopor las 20 proposicionesexplicitasy las 20 implícitas
u’

que se puedenasociara los 20 vértices de un dodecaedro.Antes de completarlas

relacionesde compatibilidadentreproposiciones,necesitaremosla siguientedefinición: e
e

Definición: Diremos que dos vértices A y .8 de un dodecaedroson casi-casi- 9’
e’

adyacentessi ocurreque:A esadyacentea C, B es adyacentea D, y C es adyacentea
u.

D. Nóteseque dos vértices casi-casi-adyacentesde un dodecaedroson vértices

adyacentesde uno de los 10 tetraedrosinscritosen el dodecaedrocompartiendo4 de sus e

20 vértices;ver la figura 2. 16. u’
e.
e
e

e
e

e’

e
e
u’

e
e
e
e
e.
e’

9’

e.
e
u’

e

e’
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Se puede demostrarcon ayudade la representaciónde Majorana que cada

proposiciónexplícitaasociadaauno de los vérticesdel dodecaedroescompatiblecon:

(1) la implícitaasociadaal mismovértice52,

(2) laexplícitaasociadaal vérticeantípoda53,

(3) la implícita asociadaal vérticeantípoda54,

(4) las 3 implícitasasociadasasus3 vérticesadyacentes55,y

(5) las 6 explícitasasociadasasus6 vérticescasi-adyacentes56;

y análogamente,quecadaproposiciónimplícitaescompatiblecon:

52 [Zimba 93]; [Zimba-Penrose93], p. 709.

~ [Penrose92]; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose93], Pp. 703-704; [Penrose94 b], Pp. 301-304 (pp.

32 1-325de la versiónencastellano).

~ [Zimba 93]; [Zimba-Penrose93], p. 709.

~ [Penrose92]; IZimba 93]; [Zimba-Penrose93], p. 704; [Penrose94 b], Pp. 301-304(Pp. 321-

325 de la versiónen castellano).

~ [Penrose92]; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose93], Pp. 700-702; [Penrose94 b], Pp. 301-304(Pp.

32J-325dela versiónen castellano).
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(1’) la explícitaasociadaal mismovértice,

(2’) la implícitaasociadaal vérticeantípoda,

(3’) laexplícitaasociadaal vérticeantípoda,

(4’) las 3 explícitasasociadasa sus3 vérticesadyacentes,y

(6) las 6 implícitasasociadasa sus6 vérticescasi-casi-adyacentes57.

Es decir, cadaproposiciónescompatiblecon otras12. Ademásesposibleformar40

tétradasdiferentesde proposicionesmutuamentecompatibles:

—20 formadasporuna proposiciónimplícita y las 3 explícitasasociadasa sus 3

vérticesadyacentes.

—10 formadaspor las proposicionesexplícita e implícita asociadasa un mismo

vérticey las proposicionesexplícitaeimplícita asociadasal vérticeantípoda.

—10 formadasporlas 4 proposicionesimplícitasasociadasa 4 vérticesmutuamente

casi-casi-adyacentes(unaporcadatetraedroinscrito en el dodecaedro)58.

~ [Zimba-Penrose93], p. 709.

~ Los 10 tetraedrosinscritosen el dodecaedroson,de acuerdoconla nomenclaturade la figura2.

17, los de vértices AC*IJ*, AD*C*H, BE*H*I, BD*F*J, CE*FG*, y los 5 cuyos vértices son

antípodasdelos 5 anteriores.
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Pormotivosde utilidad posterior,nombremoslos 20 vérticesde un dodecaedrode

acuerdoal siguientecriterio: SeanA, B, C, D, E los vértices de una de sus caras

pentagonales,descritoscíclicamente,y seanF, G, H, 1, J, los vérticesadyacentesa

cadauno de ellos. SeanA* J~ los vértices antípodasrespectivos;ver la figura 2.

17.

Habiendonombradolos vérticesdel dodecaedrode la forma anterior podemos

denotar las 40 proposicionesde Q-40 de la manerasiguiente: “A” representala

proposiciónexplícita asociadaal vértice A, “A*” la proposiciónexplícitaasociadaal

vérticeA*, “a” la proposiciónimplícita asociadaal vértice A, y “a*” la proposición

implícitaasociadaal vérticeA*. Conesanomenclaturay las reglasantesenumeradasde

compatibilidadentreproposiciones,en la figura 2. 18 serecogenexplícitamentetodas

lasrelacionesde compatibilidadentrelas proposicionesde Q-40.

Parademostrarla no-coloreabilidadde Q-40sólo son necesariaslas relacionesde

compatibilidadque anteshemosllamado2, 4 (o sus recíprocas2’ y 4’) y 5. Esta

demostraciónpuedeencontrarseen [Penrose92]; [Zimba93]; [Zimba-Penrose93], Pp.

707-708;[Penrose94 b], Pp.300-301(Pp. 320-321de la versiónen castellano).

1*

HJ

Fig. 2. 17. Nomenclaturaparalos 20 vérticesde un dodecaedro:A* representala el

vérticeantípodade A, y análogamenteparalas demásletras.
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Fig. 2. 18. Relacionesdeortogonalidadcompletasentrelas 40 proposicionesde Q-

~ Un puntonegroen laconfluenciade las rectasquesalende dos proposiciones

quieredecirqueesasproposicionessonortogonales.La notaciónparalas proposiciones

es ladescritaen el texto: mayúsculasparaproposicionesexplicitasy minúsculaspara

proposicionesimplícitas.La notaciónparalos vérticesesla descritaen la figura 2. 17.

Como se señalaen [Zimba-Penrose93], p. 710, unade las propiedadescuriosasdeQ-40es que

dostétradasde proposicionesmutuamentecompatiblescompartena lo sumounade las proposiciones.

Más adelanteveremosqueen P-24hay tétradasquecompartendosproposiciones(luegoP-24 no está

contenidoen Q-40). En la sección2. 4. 3. g volveremossobreestaformade expresarlas relacionesde

compatibilidadentreproposiciones(o, equivalentemente,de ortogonalidadentredirecciones),ligeramente

diferentedelos diagramasde KS y los diagramasdeortogonalidadempleadoshastaahora.

72
‘4.
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Unaúltima observación:El conjuntoQ-40contienedireccionescon componentes

complejaspor lapropiaformade construirloapartir de estadosde espín(expresadosen

la base habitual [Schiff 68], p. 203) propios con autovalor +1/2 según vectores

apuntandoa los vérticesde un dodecaedro.En principio podríapensarsequesepodrían

implementarlas mismasrelacionesde ortogonalidadcon direccionestetradimensionales

de componentesrealesperoestono esasí60.

c. Z-28

Estudiandolas relacionesde ortogonalidadcompletasde Q-40,Zimba [Zimba93],

IlZimba-Penrose931 descubrióqueexistensubconjuntosno-coloreablesde Q-40de 28
elementos.Específicamentelos subconjuntoscríticosquedescubrióZimba sonlos que

contienelas 20 proposicionesexplícitasy 8 proposicionesimplícitas asociadasa los

vértices uno de los cinco cubos inscritos en el dodecaedro61. Nos referiremos

genéricamentea ellos por Z-28. El argumentode Zimba parasospecharque Q-40

contienesubconjuntoscríticos no-coloreablespuedeencontrarseen [Zimba 93] y

[Zimba-Penrose93], Pp.710-715. La demostraciónde que los Z-28 sonno-coloreables

puedeencontrarseen [Zimba93] y [Zimba-Penrose93], pp. 715-716.

d. Otros subconjuntos de Q-40 de 28 elementos

Considerandotodaslas relacionesde ortogonalidadde Q-40hemoscomprobadopor

ordenadorque Q-40esno-coloreablepero no-criticoy que no existensubconjuntosno-

coloreablesde Q-40 con menosde 28 elementos.Sin embargo,hemosencontrado

muchosmássubconjuntoscon 28 elementosde los que señalaZimba;de hecho,hemos

encontradosubconjuntosno-coloreablescon cualquierade las combinacionesposibles

en númerode proposicionesexplícitase implícitas que sumen28: ademásde los 5

conjuntosZ-28 (con 20 proposicionesexplícitasy 8 implícitas correspondientesa los

vérticesde un cubo),hemoshalladoconjuntoscon 19 explícitasy 9 implícitas, 18

explícitasy lO implícitas,etc.En particular,hay 5 conjuntosque son exactamenteel

negativode los descubertosporZimba: los nuestrostienen8 proposicionesexplícitasy

60 [Zimba-Penrose93], p. 698: “[Q-40] is the first that has been shown [Penrose92] to be

essentiallycomplex—that is, it cannotbe expressedsolely in termsof vectorswith real components

we remark that Penrosesset of 33 rays in tbreedimensions[Penrose92] is also complex,whereas

theotherconfigurationslisted [P-33,P-24,CK-31] canalí be given in termsof real vectors.”
~ Con la notaciónde la figura 2. 17, los 5 cubosson los de vérticesACIJ (y sus antípodas),

ADGH (id.), BDPJ (id.), BEHI (id.), CEPO(id.)
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20 implícitas; en cadauno de ellos las 8 proposicionesexplícitasestánasociadasa los

vérticesde uno de los cubosinscritosen el dodecaedro.

‘4

El teseracto cuántico y sus subconjuntos
u”

e. P-24: el “teseracto cuántico”
‘4?

LlamaremosP-24 a cualquierconjuntode 24 direccionesque tengalas mismas

relacionesde ortogonalidadqueel conjuntode 24 direccionescuyoscosenosdirectores
alcuadradosonunadelascombinacioneso+o+0+í=o+o+4+4=f+4±4±4y

le’

todassus permutaciones.P-24esun TNCS,y fue obtenidooriginalmenteporPeresde

un mododistinto al que sugeriremosa continuación(sobrecómolo hizo Peres,ver la e’

nota 42 y la Sec. 2. 6. 1). Aquí, nuestraforma de llegar a P-24 es la siguiente: e’
‘u”

Supongamosque estamosbuscandoun TNCS en dimensión4; en dimensión3 vimos

que las 13 direcciones“relevantes”de un cubo(que contenían6 DPSsdel tipo KS-8) e

jugabanun papelfundamentalen la construcciónde P-33 (quepodíainterpretarsecomo e.
elas direccionesrelevantesde tres cubosrotados)y de los conjuntosCK-31; así que
e

empezaremosporconsiderarel análogoen dimensión4 de eseconjuntode direcciones. e

u’
Recordemosprimeroqueesasdireccioneseran: e

e
(a) Las 3 direccionesqueseobtienenal unirel centrodel cubo—quesuponíamosen e

el punto (0, 0, 0)— con los centros de las 3 caras (figura 2. 19, izquierda) [si los ejes u’
e

sonperpendicularesa las caras,esasdireccionessepuedenrepresentarporvectorescon
e

una componente1 y dos0’s: (1,0,0),(0, 1,0)y (0,0,1)].
e

(b) Las 6 direccionesque seobtienenal unir el centrodel cubocon los centrosde las e

12 aristas(figura 2. 19, centro)[direcciones quesepuedenrepresentarporvectorescon e.

dos 1’s(+l’sy/o—1’s)yuno:(1,l,0),(1,---1,0),(1,0,l),(l,0,—1),(0, 1, l),(0, e
e

1, —1)]. e.

9’
(c) Las 4 direccionesque seobtienenal unir el centrodel cubocon los 8 vértices

(figura 2. 19, derecha)[direccionesquesepuedenrepresentarpor vectorescon todo 1 ‘s e

u’

e
e
e.

e.
e
9’

e
e’

e
e’
e.
e
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El análogotetradimensionaldel cubo tridimensional es lo que se llama un

teseracto62;ver la figura 2. 20.

62 Un teseractoo hipercubotetradimensionales un politopo (unafigura geométricalimitada por

porcionesde lineas,planoso hiperpianos;es decir, la generalizaciónn-dimensionaldel conceptode

polígono bidimensionaly de poliedro tridimensional)de 8 hipercaras(hexaedros,esto es, cubos

Fig. 2. 19. (a) Centrosde cara(izquierda),(b) centrosde arista(centro),y (c) vértices

(derecha)de un cubo.

Fig. 2. 20. Proyeccióntridimensional de un teseracto.Los puntos en gris másclaro
representancentrosde hipercarasopuestas,los puntosen gris másoscurorepresentan

centrosde carasopuestas,y los puntosnegrosrepresentanvérticesopuestos.
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u’

5,-

st

st

st

e
st

st

e.
le

u’

e’
e
e’

e.

e.

e
e.

Siguiendo con la analogía,nos fijaremos en las siguientes 24 direcciones e

“relevantes”del teseracto: e’

e

(a) las 4 direccionesque se obtienen al unir el centro del teseracto—que u
e

supondremosen el punto (0, 0, 0, 0)—con los centrosde las 8 hipercaras(figura 2. e.

21, izquierda) [eligiendo adecuadamentelos ejes, estasdireccionesse pueden e

representarporvectorescon una componente1 y las demáscero: (1, 0, 0, 0), (0, 1, o,
0), (0,0, 1,0) y (0,0,0,1)], e

e’
e

(b) las 12 direccionesqueseobtienenal unir el centrodel teseractocon los centros
e’de las 24 caras (figura 2. 21, centro) [direccionesque se pueden representar por e

vectorescon dos ls (±l’s y/o —1’s) y dos 0’s: (1, 1,0,0), (1, —1,0,0), (0,0,1,1), 9’

e

e.

tridimensionales),24 enras(cuadradosbidimensionales),32 aristasy 16 vértices;ver ~Manning14], PP.

239-241, 290-291, [Sommerville29], Pp. 170-171, [Coxeter 48], p. 123. Se puede visualizar e’

proyectándoloen el espaciotridimensionalde cuatroformas,descritaspor primeravez en [Hall 93],
e’

segúnse de prioridada vértices,aristas,caraso hipercaras.En la tigura2. 20 sepresentala proyección

“hipercaraprimero” [Coxeter48], p. 243,que es lamáshabitual, [Sommerville29], p. 178; en ella, dos

de los 8 cubossonlos cubosexternoe interno de la figura, y los otros 6 aparecenen perspectivacomo u’

troncosde pirámide;los24 cuadradosaparecenenlaproyeccióncomo 12 cuadrados(enperspectiva)y 12 U

trapecios.Un ejemplode un teseractoproyectadotridimensionalmentees (esencialmente)el monumento U

a la Constituciónquehay frente al MuseodeCienciasNaturalesen Madrid. Parahacerseuna ideamejor e’
e

de lo que realmente“es’ un teseracto,en [Dewdney 86] se describeun programade ordenadorpara
9’

visualizar(medianteproyeccionestridimensionalesque a su vezserepresentanen el planomediantelas
e’

leyesde la perspectiva)las rotaciones(en un espaciotetradimensional)deun teseracto.

U?.

u’

e’
e.

Fig. 2. 21. (a) Centrosde hipercara(izquierda), (b) centrosde cara (centro),y (c)

vértices(derecha)de un teseracto.
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(c) las 8 direccionesque seobtienenal unir el centrodel teseractocon los 16

vértices (figura 2. 21, derecha)[direccionesque sepuedenrepresentarporvectorescon

todo l’s (+1’s y/o —l’s): (1, 1,1,1), (1, —1, 1, —1), (1, 1, —1, —1), (1, —1, —1, 1), (1,

VamosaprobarqueP-24esefectivamenteno-coloreable.En las secciones(f) y (g)

veremos que P-24 contiene sendos TNCS, lo cual nos asegura que P-24 es un TNCS,

sin embargo,tambiénpuedehacerseotrademostraciónusandoun argumentode simetría

análogoa] descritoparaP-33. El argumentose basaen que elecciónexplícita de

direccionesque hemoshechoparaP-24esinvariantebajo el intercambiode los ejes

cartesianosy bajo los cambiosde signode cadaeje; ello permiteasignararbitrariamente,

sin pérdidade generalidad,el valor 1 a una de las cuatrodireccionesmutuamente

ortogonalesde tipo (a), a otra direcciónde tipo (b) no ortogonala la anterior,y a una

tercerade tipo (c) no ortogonala la anterior.

Tétradaortogonal Otros vectoresortogonalesal primero

1000 0100 0010 0001
1100 1—lOO 0011 001—1
1111 11—1—1 1—11—1 1—1—11

1010 10—10 010] 010—1
111—1 11—11 1—111 —1111

0011 001—1 0101 010—1 0110 01—10

1—11—11—1—li 1—111 —1111

10—10 100—1

11—11

1001

0110 01—10 lOO—] 1001

Tabla2. 2. Demostraciónde queP-24esun TNCS. La contradicciónsurgeen la

última linea (en la quelos cuatrovectoresortogonaleshanaparecidoya con valorcero).

63 En [Peres93], p. 201, se diceque“the 24 raysareorthogonalto thefacesof theregularpolytope

known as the 24-celí’;estono es correcto;lo que sucedees,[Penrose92], p. 11, que “the 12 (b) points

- togetherwith their reflections- constitutethe 24 verticesof a regularpolytopeknown as a “24-eclI’,

madeup of 24 regularoctahedra,8 of theseoctahedracoming togetherat eachvertex(see[Coxeter48]).

The centresof theseoctahedraform an exaetlysimilarconfiguration,thesepointsbeing given by the (a)

points,andby the (e) points at half distanceout from the origin (and by the reflections of alí these

points in the origin).’ El 24-celdastiene 24 hipercaras(octaedros,o bipirámides,de dostipos), 96 caras

(triángulosequiláteros),96 aristasy 24 vértices;véase[Manning 14], Pp. 295-297,[Sommerville29],

Pp. 171-172, [Coxeter48],Pp. 148-149y (cuatroproyeccionesdistintasen) p. 243. Paraver la relación

entrela interpretacióngeométricade P-24queproponePenrose(con el 24-celdas)y la nuestra(con el

teseracto),téngaseen cuentaquelos 8 centrosde hipercarasy los 16 vértices del teseractosonvértices

del 24-celdas,[Sommerville29], p. 179.
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La tabla 2. 2 pruebala no-coloreabilidadde P-24paraunaasignaciónarbitrariade

partida.Análogamenteal casode la demostraciónparaP-33,en la tabla2. 1, los cuatro

primerosvectoresde cadafila formanunatétradaortogonal;los siguientesvectoresson

ortogonalesal primerode la correspondientefila (al que se asignael valor 1), y las

cursivas indican que el vector ya ha aparecido antes en la tabla. Se elige asignar el valor

1 al primervectorde las tres primerasfilas. Por tanto, los restantesvectoresde las tres

primerasfilas hande tenerel valor0. Las tétradasortogonalesde la cuartay quinta filas

estánformadascadaunadeellasportresvectoresqueyahanaparecidoantesenla tabla

y a los que se haasignadoel valor0. Consecuentementehay que asignarel valor 1 al

cuartode los vectores(el que ocupael primer lugaren las filas cuartay quinta).La

contradicciónsurgeentrela primera linea (en la que seha elegidoque 0110 tengael

valorO) y la última (enla que0110ha de tenervalor 1)64.

64 Tanto en [Peres91], comoen [Peres93], p. 201, se afirma que la contradicciónpuedeevitarsesi

se elimina unasola de las 24 direcciones es decir se dice queel conjuntodc 24 es crítico. Eso no es

correcto,comose veráa continuación.En la lista de erratassobresu libro quePeresenvía(20 demarzo

de 1996), dice: “Table 7-2 p. 201 is now superseded:it is possibleto find “uncolorable”setswith only

20 rays: see[Kernagban94], or even 18 rays: see[Cabello-Estebaranz-OarcíaAlcaine 96 a]. En la

reimpresiónde 1995 de [Peres93] ya estácorregidoestepuntoyen la p. 201, hayunanuevatablacon

los20 rayosde rKernaghan94].
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F¡g. 2. 22. Diagramade ortogonalidadcorrespondientea P-24.

2: (1, —1,0,0)

3: (0,0, 1,1)

4: (0,0, 1—1)

5: (1,0, 1,0)

6: (0, 1,0, 1)

7: (1,0—1,0)

8: (0, 1,0—1)

9: (1,0,0,1)

13: (1,0,0,0)

14: (0, 1,0,0)

15: (0, 0, 1, 0)

16: (0, 0, 0, 1)

Entreesos24 vectoreshay 108parejasortogonales(tantascomopuntosnegrosy

segmentoscon círculosgrisesen ambosextremos)y 24 tétradasortogonales(tantas

comorectángulosen trazogruesoy segmentosconteniendocuatrocírculosgrises).

79

13

14”

15

16

17

a18

19 2

20<

21

22 ~‘

23

24

Cadavectoresortogonalaotros9 vectoresdel conjunto.
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f. K-20

El TNCS de 24 direccionesde Peresno escrítico,comodemuestrael hechode que

existensubeonjuntosque son tambiénTNCSs; el primero en la literatura es un

subconjuntode 20 vectoresdebidoaKernaghan[Kernaghan94]. Estesubconjunto,al

quellamaremosK-20, seobtieneeliminandode P-24:

(d) tresdireccionesqueapuntena los centrosde trescarasde unamismahipercara,

porejemplo,(1,l,0,0),(l,0,—1,0),(l,0,0,l),

(e) y la dirección que apuntaal vérticede esamismahipercarapor el que no pasa

ningunade las trescarasanteriores,estoes,(1, —1, 1, —1).

El conjunto resultantetiene 20 vectoresque se puedencombinaren 11 tétradas

ortogonalesque dan lugar a las siguientes11 ecuaciones(las cursivasindican que el

correspondientevectorhaaparecidoantesen otraecuación):

v(l, 0, 0, 0)+v(0, 1, 0, 0)+v(0, 0, 1, 0)+v(0, 0, 0, l)=l, (2. 56)

0, 0, O)+v¿’0,

0, 0, 0)+v(0,

0, 0, 0)+v(0,

1, 1,1) + v(1,

1,1, J)+v(1,

—1, 1)+v<’J,

—L 0)+v(1,

1, —1)+v(1,

1, 0, 0)+v(0, 0, 1,

0,1, 0)+v(0, 1, 0,

0, 0, 1)+v(0, 1,1,

1, —L I)+v(l, 0,

1, —L 1)+v(0, 1,

1, 1, —1)+v(0, 0,

0, 0, —1)±v(l,1,

—L 0, 0)+v(l, 1,

l)+v(0, 0, 1, —l)=1,

l)+v(0, 1,0, —l)=l,

0)+v(0, 1, —1, 0)=l,

1, 0)+v(0, 1, 0, —1)=l,

1, 0)+v(l, 0,0, —l)=l,

1, J)+v(1, —1,0, 0)=l,

v(J, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, 1)+v(1, 1, —1, — 1)+v(1, —1, —1, J)= 1. (2. 66)

La demostraciónde que esun TNCS esinmediata:la sumade los miembrosde la

derechade (2. 56)-(2. 66) es impar (en concreto 11), mientrasque la sumade los

miembrosde la izquierdaesnecesariamentepar, porquecadavectoraparecedos o

cuatroveces.

g. CEG-18

El hecho de que K-20 (subconjuntode P-24) seacrítico (cosaque se puede

comprobarporordenador)podríainducir a la creenciade queno existensubconjuntos

de P-24con menosde 20 vectores.Falso: silos hay. De hecho,las situaciónes la

siguiente:P-24 tiene subconjuntosno coloreablesde 20 vectores:96 de ellos son

v<1,

v(1,

y(—1,

v(I, 1,

v(0, 1,

v(0, 0,

(2. 57)

(2. 58)
(2. 59)

(2. 60)
(2. 61)

(2. 62)
(2. 63)

(2. 64)
(2. 65)
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críticos (unode ellosesel de Kernaghan)y 240 sonno-críticos.Estosúltimos contienen

96 subconjuntosno-críticosde 19 vectoresque a su vez contienen16 subconjuntos

críticosde 18 vectores,[Cabello-Estebaranz-GarcíaAlcaine 96 a]65.

Consideremosuno de estosconjuntos.Los 18 vectoressepuedencombinaren 9

tétradasortogonalesquedan lugara las siguientesecuaciones(las cursivasindican, de

nuevo,queel correspondientevectorhaaparecidoantesen otraecuación):

v(O~ Q0;,1>+~(9,,0~LQ)±vQ‘1 0,91±v(t—1, O~O).

4 -~;‘t ~-O+’vtt .j í)+Vft J~ 4 OJ±y«1,ft’t
ttl; ‘~I. L rt3’tV (LX É’O+vÓ 0 1 0)÷v(O’ 1 0 ~ (~A

vfl, ~L —1, i’,)+v<1, 1 1, JflÁL 0. 0 j,Y+v(O, 1, —E 0)~ 1, (Z. 12>

y ~ ~ —1, 1).t~04 1, —1)+v(J ~1, O O)+vW, 04, 1 1, (Z 732

‘L 1, —1. 1)+i4—I, t 1. 1Y4~’vÚL 9 1”OY+v<ft LO, —1#1,
i,; L,L —,1)±W,—í,L 1 9±’L —t 0J~ki’

La demostraciónde queesun TNCS esinmediata:la sumade los miembrosde la

derechade (2. 67)-(2. 75)es impar (es 9), mientras que la suma de los miembros de la

izquierdaesnecesariamentepar, porquecadavectoraparecedosveces.

65 Geométricamente,estosconjuntos,a los que llamaremosCEO-18, sonsubeonjuntosde las 24

direccionesrelevantesdel teseracto(ver Fig. 2. 21). Se obtieneneliminandodeP-24 unadirecciónde

tipo (a), tresdireccionesde tipo (b), y dosdireccionesdetipo (e) tal y como sehaceen la Fig. 2. a.

No es difícil ver que, por simetría,unaeliminacióncomo la de la Fig. 2. a se puedehacerde 16

manerasdiferentes.
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Fig. 2. 23. Diagramadeortogonalidadcorrespondientea CEG-18.

2: (1, —1,0,0)

3: (0,0, 1, 1)

4: (1,0, 1,0)

5: (1,0, —1,0)

6: (0, 1,0—1)

7: (1,0,

8: (1,0,
9: (0, 1,

10: (0,

11: (0,

12: (0,

0,1)

0, —1)

—1,0)

1, 0, 0)

0,1,0)

0,0,1)

Entreesos18 vectoreshay 63 parejasortogonales(tantascomopuntosnegrosy

segmentoscon círculosgrisesen ambosextremos)y 9 tétradasortogonales(tantascomo

rectángulosen trazogrueso).Cadavectoresortogonala otros7 vectoresen el conjunto.
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Hastala fechano seconoceningunademostraciónmáseconómica(con menos

direcciones)delteoremade BKS queésta66.

Ii. La simplificación sugeridapor CIit’ton

Rob Clifton67 hasugeridounamodificaciónde las “reglasdel juego” que permite

reducirel númerode direccionesimplicadasen las demostracionesdel teoremade BKS.

Hay quehacerénfasisen que la propuestade Clifton se basaen nuevasreglas y, por

tanto, esuna nuevaversiónde demostracióny no escomparablea las anteriores.En

particular,vamosa ver cómo la ideade Clifton permiteunademostracióndel teoremade

BKS con 14 de los 18 vectoresde CEO-lS.Los resultadosde estasecciónpertenecena

[Cabello-Estebarauz-GarcíaAlcaine96 b].

66 Esta sencilla demostración(obtenidael 22 de noviembre de 1995) ha merecidovarias

felicitaciones,por ejemplo: Lucien Hardy,6 de febrerode 1996: “1 am particularly impressedwith the

18 vectorproof of Bell-KS. Have you sentcopiesto Peres,Mermin andClifton?”; A. Peres, 14 de

febrerode 1996: “1 checkedyour 18-vectorproof, and1 am verymuch impressedby it. 1 wonderwhy

Michael Kernaghan, who did a computer searchstarting from “my’ 24 vectors,missedthat set of 18’;

A. Peres,en otro mensajeel 14 de febrero: “1 sent the list of 18 vectorsto Michael Kernaghan,andhe

askedme to forward to you bis warmestcongratulations”;Rob Clifton, 19 de febrero de 1996:

congratulationson finding your 18 ray set in 4D — it seemste Ixave eludedeveryonebut yourselves!”;

M. Kernaghan,20 de febrerode 1996: “Becauseof time constraints(to finish iny Ph.D.!)!did notgeta

chanceto checkalí waysof removingvectorsfrom Peres24,1 couldonly checkthat therewere no ways

to reducethe20 that 1 hadfound. 1 am glad that you wereablete do this”. M. Kernaghan,21 de febrero

de 1996, “Your contributionshouldbe of lasting value.” Jeffrey Bub, 21 de febrerode 1996: “1 am

writing a booken foundationsof quantummechanies,to bepublishedby Cambridgelaterthis year,and

would like te includeareferenceto your paper.”Quizáesteconjunto tengaademásalgunaotra utilidad;

M. Kernaghan,20 de febrero:“The (...) purpose was te find a small enoughset so that 1 ceulduseit

easily for working out logical relatiensamongquantumpropositions;andthis is what1 am doing now

(...) for developmentof quantumcomputersystems[una de las direccionesde Kernaghanes: Pacifie

QuantumSystems,pqs@mars.ark.comhttp://mars.ark.com/.-pqs].The logical relationsof your 18 are

verybeautiful, given the strict parity of tbevectors(eachoccurstwice, etc.)”
67 Comunicaciónparticularde Clifton del 19 de febrerode 1996.Aparentemente,Clifton ya había

sugerido estaidea antes,posiblementea raíz de la publicacióndel conjunto con 20 vectoresde

Kernaghan[Kemaghan94]; así sedesprendedeunacomunicacióndePeresdel 20 de febrero:“1 know of

Rob Clifton quasi-KS proofs with fewer vectorsbut morecomplicatedrules.We werealreadywith

fewerthan20 vectorswhen1 met him and Michael Kernaghanin 1994.Accordingto my personaltaste,

if the rulesare toocomplicated,theresult is not interesting”.La sugerenciade Clifton estáimplícitaen

la distinción que se haceen [Fine-Teller 78], p. 634, entre “Sum rule: v(~A) = Ev(A), for

commuting A “, y “Finite sum rule: y (A + B) = y (A) + y (B), for commutingA and ¡3”; sobrela

“reglade lasuma’ vertambién[Redhead81, 87].
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ev

El teoremade BKS, recordémoslo,subrayala imposibilidad de las teoríasde ir

variablesocultasque atribuyanrespuestasdefinidasv(u,) a las proposicionesP~ ir

representadaspor los proyectoresIuú<u1 1 satisfaciendolos siguientesrequisitos:
u’

le
(a) En un sistemaindividual cadaproposición P0 tiene un valor único, O (“no”)

U?;

o ¡ (“sí”), que es independientede cualesquieraotros observablescompatiblesque st

se considerenconjuntamente<no-contextualidad). u’

e’

(b) Para cada conjuntode proyectoresconmutativosde rango 1 cuya sumaes la e.
e.

matriz identidad <en el espacio de Hilbert n-dimensionalde los estadosdel
e

sistema),el valor de una y sólo una de las correspondientesproposicioneses 1, y e

los valoresde las restantesn —1 proposicionesson0. 9’
u

Estas son las “reglas de juego” habitualesparadeterminarsi un conjunto es e’
u’

coloreableo no. Sin embargo,las condiciones(a) y (b) implican unatercera:
u’

e
(c) Dadosdos conjuntosde proposicionesrepresentadasporproyectoressobre

el mismosubespacio,Xlu,)<u, = Xlv,>(v1 , las sumasde los valores debenser e

iguales Xv(u,)=zXv(v¡).
9’

e
eLa implicaciónesevidente:Si tenemosdos conjuntosdiferentesde proyectoresque
e.

sumenla matriz identidad,£1u1\n, = = 1, y ambosconjuntoscomparten e
e

un elementocomún,digamos u1 = VI, la premisa(a) implica que el valor de la e.

correspondienteproposiciónen ambosconjuntosde proposicionesdebeserel mismo(0 e.
u.

ó 1); entoncesla premisa(b) implica quela sumade los valoresde ambosconjuntosde
e

proposicionessobreel subespaciocomplementariotambiéndebenseriguales(1 ó 0, e’
ti ti e’

respectivamente),Elu1><u,1 El mismo argumentosepuedeusarde nuevo
9’

esi hay más vectores comunes.
e’

9’
Eligiendoentrelas ecs. (2. 67)-(2. 75) cuatroparejasde ecuaciones,cadaparejacon

eun vector común, e igualando las sumas de los valores sobre los subespacios

complementariosa esosvectorescomunes,podemosreducir (de muchasmaneras)el U

sistemaa otro con sólo 5 ecuacionescon 14 vectores,por ejemplo(la siguienteelección e
e

estájustificadapormotivosde convenienciaposterior,comoseveráen el capitulo4), e

u’

u’

u’

e’

e.
e.
e
e.
*2
a;’
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v(0, 0,1, 0)+v(l, 1, 0, 0)+v(l, —L 0, 0)= (2. 76)

v(0, 1, 0, 0)+v(1, 0, 1, 0)+v(1, 0, —1, 0)

v(1, —1, —1, l)+ 41, 1, 0, 0)+v(0, 0, 1,1) =

v(l, 1, 1, 1)+v(1, 0, —1, 0)+v(0, í, ~, —p (2 77)

v(0, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, 0)+v(1, (2. 78)

v(l, 1, —1, l)+v<J, 0, 1, 0)+v(0, 1, — (2. 79)

v(1, 1, —1, 1)+v(1, 1, 1, —1)+v<1, —1, 0, 0)+v(0, 0, 1, 1)==1. (2. 80)

Podemosahoraformularla siguienteversióndel teoremade BKS:

No existe ningún conjunto de valores v(u1) que verifiquen las ecs. <2. 76,142.

80).

Demostración. De nuevoseempleaun argumentode paridad: si sumamosesas
cinco ecuaciones,cadavalor v(u1) apareceo bien dosvecesen el mismo lado de la

ecuaciónresultante,con una contribuciónpar (0 ó 2), o una vez en cadalado, con

cancelaciónde ambascontribuciones;el términoadicionalJ en e] ]adoderechohaceque

seaimposiblequesesatisfagala igualdad,q.e.d.

Este conjuntode 14 vectores(o cualquierade los muchosotros que se pueden

obtenerdeformasimilar) conduceaunademostracióndel teoremade BKS basadoen el

usoexplícito de (c), siguiendola sugerenciade Clifton. La condición (c) es una

consecuenciadirectade (a) y (b), y no impone ningún requisito nuevo sobrelas

variables ocultas. Su empleo no es un mero artificio para dejar fuera varias

proposicionescuandose cuentael númerode ellas necesarioparala demostración,

porqueno seasumeningún valor concretoparaesasproposicionesquesedesechan;la

demostracionse mantiene,cualesquieraque seanlos valoresde las proposiciones

omitidas.
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u’

u’

2.4.3. Demostracionesaditivas en dimensión n=3 u’

e
a. Introducción st

9”

En estatesis las demostracionesdel teoremade BKS en espaciosde Hilbert de e-
e

dimensiónmayorque 3, especialmenteen espaciosde dimensión4 (comoel de los

estadosde espínde dospartículasde espín 1/2) y 8 (estados de espín de tres partículas e.

de espín1/2) van a jugar un papel fundamental como se verá en el capítulo 4 (donde se
e’

tratael teoremade BKS en sistemascompuestosy su relacióncon el teoremade Belí).
e

Porello esprecisoresolverprimeroel problemade construirdemostracionesfinitas del

teoremade BKS en espaciosde dimensiónsuperiora 3. Hasta1991, todos los TNCSs e.

contempladosen la literaturasereferían al caso de espaciosde dimensión3; desde
e.

entonceshan aparecidoTNCSsen dimensiones4 <como los que henosvisto en las
e

seccionesanteriores)y 8 [Kernaghan-Peres95], y’ como vamosa ver a continuación, e.

diversosmétodosparaobtenerTNCSsen dimensiónarbitraria.El propósitode las u.

seccionessiguientesseráestudiarestosmétodosparaconstruirconjuntosno-coloreables e’
e’

(DPSs,PNCSsy TNCSs)en cualquierdimensiónfinita mayor(o igual) que 3. e

e
Empezaremos,en la sección(b), recordandola primerapropuestasistemáticapara e

construirTNCSsen dimensionessuperiores.Esteresultado,debidoa JasonZimba y e.

RogerPenrose,permiteconstruirTNCSsen cualquierdimensiónsalvo, en dimensión 9’
e

5. En las secciones(c) y (d) se presentaun procedimientoexplicito paraconstruir
e

(DPSs, PNCSsy) TNCSs en cualquier dimensión (incluso en dimensión 5). El

procedimientousael esquemade trespasosen quedescompusimosal principio de este e’

capítulo la demostraciónde Kochen y Specker.Veremoscómo eseesquema,la e
e

construcciónsucesivade tres tipos de conjuntos,siguesiendofructíferoal aplicarloen

dimensiónarbitraria.En las secciones(e) y (1) sepruebaotro resultadomuchomás e.

sencilloquepermiteconstruirun TNCS en dimensiónn apartir de otro en dimensiónd

(3=d <n =2d).En la sección(g) sediscutecómo atacarel problemade encontrarlos
u’

TNCSsmínimosen cadadimensión.Porúltimo, en la sección(h) sehaceunaprimera e

incursiónen el significadofísico de los conjuntosde proyectoresen dimensiónarbitraria e

(recuérdesequeunode los puntosfuertesdel artículode Kocheny Speckerde 1967 en e
e’

comparaciónaotros trabajos,porejemploel de Belí, erael identificar los operadoresen
e.

dimensión 3 con ciertosobservablesfísicos y dar una recetaparasu medida,¿qué e

sucedeen dimensionessuperiores?,¿esposiblehacerunacorrespondenciasimilar entre u

operadoresy observables?,¿cómose miden estosúltimos?); se volverá sobre el e
e

significadofísico de talesconjuntosen el capitulo4.

e.

e
u’

e
u’

e’

*2;
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La sección(b) coincideesencialmentecon la sección6 de [Zimba-Penrose93], las

secciones (c), (d) y (h) coinciden con, respectivamente, la sección 3, el apéndice y la

sección5 de [Cabello-GarcíaAlcaine 96 a], las secciones(e) y (f) coincidencon

[Cabe]Jo-Estebaranz-GarcíaAlcaine 96 e].

b. El teoremade Zimba y Penrosesobreconstrucciónde TNCSs

En [Zimba-Penrose93], Pp. 716-719,se enunciaun teoremaelementalquepermite

obtenerun TNCS en dimensiónn + m a partir de dos TNCSs,uno en dimensiónn y

otro en dimensiónm. Esteresultadoescomosigue.

Sean68

(2. 81)

y

y = {(v
1 ~,..., v1~) (vqj,..., (2. 82)

sendosTNCSsen dimensiónn y m, respectivamente.Definamos

(2. 83)

donde

(2. 84)

y

..,O,xy,..., (2. 85)

sonvectoresen un espacion + ni dimensional.

Teorema:U * V esun TNCS n + m dimensional.

Demostración:En un espaciode dimensiónn la asignaciónun valor (1 ó 0) a cada

direccióndebeverificar:

(a) Si dosdireccionesson ortogonalesel productode los valoresasignadosaellases

0.

68 Salvecambiosmínimos,hemosrespetadola notacióndel artículooriginal.
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(b) En cualquierconjuntode n direccionesmutuamenteortogonales,la sumade los

valoresasignadosesmayorqueO (de hechoes 1, perosólo necesitaremossaberquees
.4’

mayorque0).

e>

Vamosa demostrarque si U * V fuesecoloreable,esdecirsi existieseuna aplicación e>

y: U * y —* ¡0, 1} que satisfaga(a) y (b), entoncesU ó V seríancoloreables,esdecir,

existirían y1: U—*{0, 1), y2: 10, 1}, talesqueal menosunade ellassatisface(a) y le

4(b). Por lo tanto, si no existeny1 y y2 (y eso es así por la hipótesis de partida), tampoco
le,

puedeexistir y. Supongamosque existe y: U * V —* ¡0, l} satisfaciendo(a) y (b). st

Definamosy1 :U—ÑO, 11 y y2 :V—~{0, fi como st

e.

v1(u,)= v(ú1), (2. 86)
9’

(2. 87) 9’

9’

Paraver que y1 satisface(a), consideremosdos vectoresortogonalesen U, n~ y u,. e.
9’

Entoncesesfácil ver que ii~ y ú~ sonortogonalesen U * V, de maneraque, como y

satisface(a). v(ú)v(ñ~)=0, es decir v,(u1)v,(u1)=O. Por tanto, y, satisface(a). e-

Análogamente,y2 tambiénsatisface(a). u’

e.

Porotro lado,porlahipótesisde que U es no-coloreable, debe existir algún conjunto e’

{u11<1 dendireccionesmutuamenteortogonalesen Utal que f,(u )+... + f(u;) =0. 9’
u’

Entonces, bajo la hipótesis de que U * V es coloreable, cualquiera que fuera el conjunto u.

{v~}¶.~ de m direcciones mutuamente ortogonales en V, las direcciones u.

{ú’I ú,, ii,..., 1” } formarían un conjunto de u + m direccionesmutuamente 9’
e.

ortogonalesen U * V tal que u.
e’

(2. 88) u.
e’

es decir, 9’

e
(2. 89) e’

9’

y como v1(u9+...+v,(u9=0, entoncesv2(v[)+...+v2(vt)>0. Perocomo esto u’

seríacierto paracualquierconjunto {v~}¿L, de direccionesortogonalesde V, llegamosa 9’
e

que y2 deberíasatisfacer(b), q.e.d. e.

e’
Esteresultadoindica que sepuedencombinar dos TNCSsconocidos,uno con p e.

direccionesen dimensiónn, y otro con q direccionesen dimensiónm, y obtenerun e
e
e’

9’

9’

9’
u’

e
*

a-
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nuevoTNCS con pi- q direccionesen dimensiónn + m69. Como, cuandoZimba y

Penroseescribieronsu articulo, sólo se conocíanTNCSs en dimensiones3 y 4, el

teoremaanteriordicecómoconstruirTNCSsen dimensiónk, siendok un númeroque

se pueda obtener como suma de un número entero de tresesmásotro númeroenterode

cuatros.Es fácil ver quecualquierenterok> 5 satisfaceesacondición,lo que lleva a

Zimba y Penrosea concluir que existenTNCSs en cualquierespaciode Hilbert de

dimensiónfinita mayor o igual que 3, “exceptoposiblementeen dimensión5”, aunque

“uno sospechequetambiénlo hay en dimensión5”70~

c. Construcciónen tres pasosde un TNCS en dimensión arbitraria

En estasecciónsegeneralizaa RP~ con n> 3, la construcciónoriginal de KS de

un TNCS en RP3.

La construcciónprocederáen tres pasos.En el primer pasoconstruiremosun

conjunto de direccionestalesque una elecciónparticularde color parauna de las

direccionesdeterminael color de otrade las direccionesdel conjunto.En el segundo

pasousaremosestosconjuntospara construirotros conjuntosmayoresque son no-

coloreablescon unaelecciónparticularde colorparaunade susdirecciones.Fina]mente,

en el tercerpasousaremosestesegundotipo de conjuntosparaconstruirotrosconjuntos

todavíamayoresque no soncoloreablesde ningunamanera.

Construcciónde un conjuntocon unaprediccióndefinida

Definición: Llamaremosconjunto con una predicción definida <definite

predictionset, DPS)a un conjunto S= {rkl§.I dedireccionestal queal menosparauna
elecciónde valorparaunadirecciónparticular r

1 de S, el valorparaotradirección de

S estádeterminadopor lasreglas(A) y

69 De hecho, definiendo ñ” = úP~ y = Vpt donde P es la matriz que permutalas

componentesde II y Y, se podríanohtenerhasta(m+n)! TNCSsdistintos,ya quela ortogonalidadde

dos(o n) direccioneses invariantebajeunamismapermutaciónde las componentes.
70 Zimba y Penrosedicen textualmente: “... we include in Section 6 a simple proof of an

interestingfact, namelythatfinite non-coleurablesetsexist in Hilbert spacesof alí finite dimensions

n =3—exceptpossibly for the n = 5 case.”,p. 698;frasequese repiteen las Pp. 716 y 719. La dítima

frasede suartículoes: “Of ceurse,enesuspectsthat thereis sucha set in [a Hilbert spaceof dimension

5] as well!, p. 719.La sección6 de [Zimba-Penrose93] estácompuestaesencialmentepor materialde

[Zimba 93].
71 Admitiremosquetambién sonDPSsaquellosquehacenunaprediccióndefinidasobreel valorde

unadirección de S siemprey cuandose partade unaelecciónparticular de valoresparavanas
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(A) Dos direccionesortogonalesno puedentener ambasel valor 1 (el color

“blanco”).

1%-
(B) En cualquierconjuntode n direccionesmutuamenteortogonalesen dimensiónn,

4
no todaspuedentenerel valorO (el color “negro”).

le

Lema 1: En RPti, con n> 3 existen conjuntos S = {rk}ÑI, tales que
v(r1 ) = 1 r~ v(r1.)=1 si r1 y r~. subtiendenun ángulo 4 menoro igual queun cierto

u’-valor queyadiscutiremosmásadelante;cualquierconjuntode estetipo esun ejemplode
le

DPS.
st

Demostración:Construyamosexplícitamenteun conjunto con las propiedades e-

arriba mencionadas;para simplificar la notación omitiremos los coeficientesde e’

normalizaciónen algunosde los vectores.SeaS= {rk}t=n+7 donde u’

e

r2 =(O, cosa,sina, O 0), r3 =(cot4’, 1, —cota,O O), e

r4 =(tan~coseca,—sina, cosa,O O); r5, r y r7 seobtienen,respectivamente, e

apartirder2, r3 y r4,reemplazandoa—* ¡3, con a !=13;a, ¡3 !=pzr/2,conpentero; *
e

‘+~ =(sin~, —cos~,0,O O), ‘+6 =(O,O,1,0 O), y e.
it +4

r~,7 =(cos@, sin~, 0,0,..., 0). Si n =4, {r~}~~ son direccionesde la forma *
r1 =(0,0,0,a4,...,aj,con a14=l y a,=Osi j!=i—4. u’

9’

9’

e
e
u’

e
e
e
e
e
9’

le

e

e

*2

e

9’

direcciones(r } de S, suponiendoquetales eleccionessepuedaimplementarmedianteun estadofísico, e

Porejemplo,si preparamosun sistemaen un estadocuánticodescribiblepor el vector (1, 0, 0) (que

representa,por ejemple,el estadode espínde unapartículade espín 1 propio de S, con autovalor+h) u.
9’

entonces,por definición, v(l, O, O) = 1, y entonces,por ortogonalidad,dO, 1, 0) = 0 y también
u’

v(O, 1, 1) = 0; por tanto, la elección v(0, 1, 0) = v(O, 1, 1) = O seríaunaelección departidaválida
u’

paraun DPS.Ver la nota28.

e

9’

9’

a



2. 4. Otras demostracionesaditivas 91

La figura 2. 24 representalas direccionesdel conjunto S y sus relacionesde
n +4

ortogonalidad.Cadapunto representauna dirección,exceptoel punto {r1}18 que
representan —3 direcciones(en el cason = 3 estepunto no existe).Los puntosque

estánsobrelamismarectarepresentandireccionesmutuamenteortogonales.Si, como

dijimos antes,coloreamosde “blanco” las direccionescon valor 1 y de “negro” las

direccionescon valor 0, la figura 2. 24 representauna de las (dos) formasposiblesde

asignarvalores(colores)atodaslas direccionesde S siguiendolas reglas(A) y (B).

Paraquela dirección r4 seaortogonala r7 (tal y comoserepresentaen la figura 2.

24),esnecesarioque

sinasinJ3cos(a—/3)=--tan
2~. (2. 90)

Y comoel miembroizquierdode (2. 90) estáacotadoentre—1/8 y 1, entonces

¡~j=arctan(1/4~). (2. 91)

Paracualquierelecciónde ~ consistentecon estadesigualdad,elegiremosa y ¡3 de

maneraqueverifiquen(2. 90).

Con las relacionesde ortogonalidadconsideradasen la figura 2. 24, v(r
1 )= 1 (i.e.,

colorear r1 de blanco)=~v(r2)=v(r5)= {v(r1)}4
4 =v(r~

46)=0, por (A) (i.e., todas

esasdireccionesson negras).Además,v(r2)= {v(I0}74
4 =0~v(r)!=v(r

4), por (A)

y (B). Supóngase(comoen la figura 2. 24) v(r3)= 1; entoncesv(r~ +~ ) = 0, por (A).

r

Fig. 2. 24. Una elecciónparticularde coloresparael DPS de n + 7 direcciones.

+7



*2

ev

92 Capitulo 2. El teoremadeBell—Kochen-Specker
ev

u’

Finalmente {v(r )}746 =0 ~ v(r~ +0=1,por (B). Laotraposibilidad(no representada e”
ev

en la figura 2. 24) es: v(r3)= O=~ v(r4) =1 ~v(r7)= 0, por (B) y (A),

respectivamente.Por tanto, v(r5) = v(r7)= {v(r)}7i~ = O =~ v(r6) = 1 ~ v(r~~5) = 0,

por (B) y (A). Denuevo, {v(r,)}7i
6 = O=t. v(l,

47) =1, q.e.d. e’

e’

En resumen:usandoun conjuntoden+7 direccioneshemosdemostradoque sir1 e”

y r1. (f~n+7) subtienden un ángulo ¡<=arctan(I/i/~), entonces e
e

v(r1 ) =1=~ v(1~.) =1. Esteconjuntoseráel “eslabón”en los siguientespasosde nuestra

e’construcción.
u.

Construcciónde un conjuntoparcialmenteno-coloreable
e.

eDefinición: Llamaremosconjunto parcialmenteno-coloreable(partially non-
e

colow-able sei~, PNCS)a un conjuntoT de direccionestalesqueexisteal menosuna e.

eleccióndevalorparaalgunadireccióndeTquehaceimposibleasignarvaloresalresto 9’

de las direccionesde Tsiguiendolas reglas(A) y (B). e
e

Lema 2: En RP
ti, con n =3, se puedenconstruir PNCSs“encadenando” u’

e
adecuadamentevariosDPSs. e

9’

Demostración:SeaS
1 = {r1~t1 el conjuntoSde la demostracióndel lema 1, con la

elecciónparticular (como en [Kochen-Specker67]) ~ = ir/lO (compatiblecon la e

restricción(2. 91) para ~). Sea S~, j= 2, ..., 5, el conjuntoque seobtienea partir de e.
*2

medianteunarotaciónde ángulo zr/l0 en el planox-y (por tanto r~ = r1~,...
y =(0, 1,0 0)), u.

e.
r~ =Rr~1~ (2. 92. a) e’

(2. 92. b) e.
e
e

dondeResla siguientematrizn x n

cos(ir /10) —sin(ir /10) 0 ... O> u’
e

sin(ir /10) cos(ff /10) 0 ... 0 *

0 0 1... 0 (2.93) e
e’

0 0 0... l~ u’
e
e

Finalmente,definamosT= {r3~} = {.S~ }~.

Aplicando cinco veces la propiedad del conjunto S , *2

v(r11)=1=> v(r!f)(~v(r2i))=1=~v(r2f)(~ v(r319=l ~... =~ v(zy)=l; pero r11 y e.
u.y son ortogonales y por tanto v(r11) y v(r51) no puedenser1 simultáneamente,de

e
9’

*2

e
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acuerdocon (A). Concluimosque T, con laeleccióninicial v(r11 ) = 1, es no-coloreable,

q. e.d.

Nótese que la otra condición inicial posible, v(r1 ) = O, no determinael resultado
final v(r51) (de ahíqueT sea sólo parcialmenteno-coloreable).

T contiene n + 38 direccionesdiferentes.Esto es así porque al número de

direccionesqueseobtienemultiplicando5 (el númerode conjuntos5 en 1) por n + 7 (el

número de direccionesen 5), le tenemosque restar: cuatro direcciones,porque
+7) = = 4; otras 4(n —2) direcciones,porque r~ = r~+,)Á, con

j=l 4, y k= 8 n +4 y n+ 6; y otradirecciónporque rj1 =r5(,,~5) (como se

puedecomprobarusando5. b).

Construcciónde un conjunto totalmenteno coloreable

Definición: Llamaremosconjunto totalmenteno-coloreable (totally non-

colourableset,TNCS)a un conjuntofinito de direccionesqueno se puedecolorearde

ningunamanerasiguiendolas reglas(A) y (B).

Lema 3: En RPM, n =3, se pueden construir TNCSs “encadenando”

adecuadamentevariosPNCSs.

Demostración:SeaT1 ={rIIk} el conjunto T de la demostracióndel lema2, que

enlaza las direcciones ortogonales u1 =(l, 0,0 O)=r111 y

«2 =(0,l,O O)=r15<~+7y sea fl un conjuntosimilar que enlazau1 con u~1, ~‘

denotemospor U = {r,kl = {T}
ti . Entonces

‘Bk =PrQI)Jk (2. 94. a)
(2. 94. b)Ijk

dondeP es la siguientematriz n X n

000... 01

100... 00

p 0 1 0 ... O O . (2.95)

000... 10

Usando (2. 92. b) y (2. 94. b), podemos escribir todas las direcciones del conjunto
U={r

1~~1 (i=1 n; j=l 5; k=l n+7)como
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r,i~ =P R~’rlIk (2. 96)

donde las direcciones {rlÍk}4
7 son las del “eslabón” original {r~}i7 de la

demostracióndellema1.

A partir de lademostracióndel lema2 y de la identificación rw Er,
5(,~7) vemos

quela elección v(r111) = 1 implica v(r211)= 1, lo queviolaría la regla(A). Sin embargo,

si v(r111)=O entonces v(r211) puede ser 1 ó 0. En el primer caso,

s~ v(r311)=1 y estoes,de nueve,imposibleporqueviolaría(A); de manera

que v(r211)=0. Aplicandoel mismorazonamientoa todaslas direcciones1r~11}V1,

conc]uimosque v(r,1 ) = O para todo i = 1 n. Peroesto es imposible porque

violaría(B); por tanto, U esun TNCSfinito, q.e.d.

Ucontiene39n direccionesdiferentes.Estoesasíporqueal númerodedirecciones

que seobtienemultiplicandon (el númerode conjuntosTen U) por n + 38 (el número

dedireccionesen 7’), tenemosque restarle(n—1)n direcciones,porqueel conjuntode

direcciones¡(1,0 0),(0,l 0) (0,0 l)}ET, Vi, con i=l n. En

particular,para n = 3, U es el conjuntode 117direccionesconsideradoporKS.

Si n =4, ademásde las relacionesde ortogonalidadempleadasen nuestra

demostraciónhay otrasrelacionesde ortogonalidadadicionalesentrelas direccionesde

U. Es fácil ver, queestasrelacionesadicionalesno invalidan la demostraciónanterior.

Partiendode DPSsdistintosa los hastaahoraconsiderados,el mismoprocedimiento

en trespasospermiteconstruirotrosTNCSs

d. Otros DPSs, PNCSs y TNCSs en dimensión ir =3

Las figuras 2. 25 y 2. 26 representanotros dosposiblesDPSsen RP
ti del tipo

v(r
1)=l =~ v%.)=1.Los conveniosson los mismosque se emplearonen la figura 2.

24. La eleccióninicial en amboscasoses v(r1)= ¡ (“blanco”). La figura. 2. 25 (la

figura 2. 26) refleja una de las cuatro (cinco) formas posiblesde asignarvalores

(colores)a las restantesdireccionesdel conjunto.
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El DPS de la figura 2. 25 tiene f = n + 10 direcciones.Lasdireccionesr1 a r7 son

las mismasque en la demostracióndel lema 1; la expresiónde las direccionesr~ +8 a

+ coinciderespectivamentecon la de ~ a r,,~ en la demostracióndel lema 1. Si

n =4, las direcciones {r}ht coinciden respectivamentecon {r~}4
4 de la

demostracióndel lema 1. Aparecentres direccionesnuevas, r
8 =(O,l,0,O 0),

r9 =(sinacosa,0, —tan4i, O 0), y r10, que se obtienea partir de r9 con el

cambioa —> /3, dondea !=13!=¡nr /2, conp entero.

Paraquela dirección r9 seaortogonala i% (tal y comoserepresentaen la figura 2.

25),esnecesarioque

sínasinflcosacos/3=—tan
2Q (2. 97)

Y comoel miembroizquierdode (2. 97)estáacotadoentre—1/4 y 1, entonces

~=arctan(1/2). (2. 98)

Paracualquierelecciónde ~ consistentecon estadesigualdad,elegiremosa y ¡3 de

maneraque verifiquen(2. 97).

r

Fig. 2. 25. Una elecciónparticularde coloresparael DPS de n + 10 direcciones.

rti + lo
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e

El DPS de la figura 2. 26 tiene f = n + 13 direcciones.Las direccionesr1

coincidencon lasdel párrafoanterior;las direccionesr,, ~ a r~ ~ con r~ ~ a r~ ~ en

la demostracióndel lema 1, respectivamente.Si u =4,las direcciones {r11’t
0

coincidencon {r, } 7 de la demostracióndel lema 1. Las direccionesrestantesson

rj~~ =(tan~,O, sinacosa,O 0), r~ =(0, cosy, siny, O 0), con

a !=¡3 !=y !=pzr /2, conpentero;

r
12 =(tan4cosec¡3sec(fl—y), —siny, cosy,O O), y

r13 =(cot~sin/3cos(¡3—y),siny, —cosy, O 0).

Paraquela dirección~~<>seaortogonal a rj2 (tal y comoserepresentaen la figura 2.

26),esnecesarioque

sinacosasinflcosycos(j3— y) = —tan
2 %b. (2. 99)

Y comoel miembroizquierdode (2. 99) estáacotadoentre —3 3 /16 y 1, entonces

=arctan(3314/4). (2. 100)

Paracualquierelecciónde ~ consistenteconestadesigualdad,elegiremosa, ¡3 y y de

maneraque verifiquen(2. 99).

96

It

ti

rn +13

Fig. 2. 26. Unaelecciónparticularde coloresparael DPS de n + 13 direcciones.
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Enel caso n = 3, el DPS de la figura 2. 24 esKS-1O(ver la figura 2. 2); el conjunto

de la figura2. 25 esB-13 (ver la figura 2. 5); y el conjuntode la figura 2. 26 esCG-16

(ver la figura2. 6)72.

Una propiedadinteresantede estos conjuntos es que, con sólo unaspocas
direccionesmás,el ángulo4 entrelas direccionesinicial y final, r1 y r~, paralas que

v(r1)=l ~ v(r~)=l, es mayor que en el DPS de la figura 2. 24, a saber

<=arctan(l/2)=0.464 en el conjunto de la figura 2. 25 y

1 ~¡=arctan(3~’~/4) =0.518 en el conjunto de la figura 2. 26, versus
¡ ~¡=arctan(1/.k) =0.340en el conjuntode la figura2.24. Estoesútil paraalgunas

de las versiones“probabilísticas”del teoremade BKS, ya que conducenamayores

discrepanciascon la MC.

EstosDPSstambiénpuedenusarseparaconstruirporel métodode los tres pasos

otros PNCSs(y a partir de éstosotros TNCSs). Algunos de ellos tienen menos

direccionesque los descritosen la secciónanterior.Porejemplo,sepuedenencadenar

sucesivamentedos conjuntoscomo los de la figura 2. 25, eligiendo en ambos

~= arctan(l/2)(y portantoa= —/3 =ir/4), y luego otros dosconjuntoscomo los de

Iafigura2.24,elprimerocon~=(2zr/5)—2arctan(1/2), y el segundocon

obteniendoun PNCS con n + 34 direcciones(en lugarde n + 38) y luego un TNCS.

Un cálculoexplícito muestraqueel TNCS asíobtenido tiene96 direccionessi n = 3,

136 direccionessi n = 4, y 35n direccionessi n =5 (enlugarde 39n paracualquiern,

comoocurríaconel conjuntoU de la secciónanterior).

72 Si eliminamoslas últimasdosdireccionesen los DPSsde las figuras 1-3, tenemosotros DPSs

(con f’=n+5, n+S y n+ II, respectivamente)tales que v(i)= 1=4 v(r1,) =0; les ángulos

formadospor ¡ y r,, son r/2 — ~, donde~ son los ángulospreviamentediscutidos.En n = 3 esos

DPSsson,respectivamente,KS-8, B-l 1 y CG-14.
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r

e. Método recursivo para construir TNCSS en dimensión arbitraria
9-’

Sea A := {a,}1Q1, a1 = (a1,..., a1,», un TNCS en dimensión d. Para todo
9

n:=d+m, 1=m=d,definamosdos conjuntosde vectoresn-dimensionales,

fi
t :— {b Y’ Ct := {c

1}¡1, queseobtienenañadiendoa cadavectora, m componentes

cero a la derechay a la izquierda, respectivamente;b, :=(a1 ,..., a,,~, O O),

(0 0, a1 ‘••‘ a,~). Definamostambiénlos siguientesconjuntosde vectores

n-dimensionales:B :— {b1 }77+I, blk := Q~+d, ,~ C := {c1}{17±1, ~ := ~j—I,~
ti

B:=B*uB={b~177, C:C*uc={c}f+rn ti

e’

Lema:Bescoloreablesi y sólo si e’

e’
f+ni u’

~v(b~)=l. (2. 101) u.
j= f+1

u’

9’
Demostración:Los conjuntosde d vectoresmutuamenteortogonalesen A se e

conviertenen conjuntosde n vectoresmutuamenteortogonalesen fi, compartiendolos e
últimos m vectores,b1 e B, j=f+l fi-m. Si se satisfacelacondición(2. 101), e

podemoscolorearfi simplementeasignandolos valoresv(b1) = O, j = 1 f; las e
e

condiciones(a) y (b) de la Sec. 2. 4. 2. h se satisfacenautomáticamente.Por el e
contrario, si (2. 101) no se verifica, entoncesv(b,)=0, j=f+1 f+m; la

imposibilidad de colorearel conjuntoA en dimensiónd siguiendo(a), (b) implica la e
e

imposibilidad de colorearBendimensiónn, q.e.d.
73

9’

El mismorazonamientosepuedeaplicaral conjuntoC: C escoloreablesi y sólo si

e

Xv(c»=1. (2. 102)
9’

e
Teorema:D:= Bu Cesun TNCS. e’

u’

Demostración.Si d.c n <2d entoncesB nC = 0; las condiciones (2. 101) y (2. 9’
e

102), necesariaspara colorear fi y C, implicarían la existenciade dos vectores
e

mutuamenteortogonales,bk e B, c, eC,convaloresv(b~) = 1, v(c,) = 1; estoimpide

que D= Bu C seacoloreablesiguiendo(b); portanto D esun TNCS, q.e.d. 9’

e

El númerog de vectoresdistintosen el conjuntoDes g =2(1+ m); el extremose e.

alcanzasólo si BnC=0. En general,el conjunto D es no-crítico (algunos
u’

____________________ e
73 e.fi es un PNCS: si asignamosel valor v(b) = 1 a un vector cualquierab. e K, entonces

e.
v(b.)=O, j~ f -i-1 fi- tu, y Bes no-coloreable. e

e’

e

u
e
le
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subconjuntosde D son también TNCSs). En la secciónsiguiente,para buscar

subconjuntoscríticos emplearemosuna generalizacióna dimensiónarbitraria del

programadeordenadorqueapareceen [Peres93],Pp.209-211(ver tambiénlasección

titulada “Computerprogramfor testing Kochen-Speckercolourings” en [Kernaghan

95]).

A continuaciónpresentaremosvariosresultadosobtenidoseste“método n =2d”, y

los compararemos con los que se obtienen con otros métodos.

El método n =2d nos permite construirTNCS en cualquierdimensión n > 4

partiendode un TNCS en dimensión3 (primeronospermiteconstruirun conjunto en

dimensiones4, 5, y 6; luego nos permite llegar hastadimensión 12 usandolos

conjuntosgeneradosen elprimerpaso,etc.): podríamosempezarcon CK-3 1, o con

33 en dimensión 3; sin embargo,se puedenobtenerconjuntosmás pequeñosen

dimensionesn =5 empezandopor TNCSsen dimensiónn = 4. En general,empezando

con un TNCS def vectoresen dimensiónd, este método produce TNCSs con, como

mucho,g =2k(f + Id) vectoresen dimensión2kd.

Dimensiónn 5 6 7 8

Método n <2d empezandode P- 39 (29) 44 (31) 47 (34) 48 (36)

24en d=4.

Método n =2d, empezandode S~ 31(29) 35 (32) 37 (34) 38 (36)

(CEG-18)end=4.

Método de Zimba-Penroseusando ... 62 49 36
CK-31 en d=3 y S

4en d=4.

Tabla 2. 3. Númerodevectoresde algunosTNCSsen dimensiones5 a 8 quese

obtienenpordistintosmétodos.Entreparéntesisestánlos cardinalesde los

subconjuntoscríticosmáspequeñosrespectivosobtenidoscon ordenador.Los récords

en cadadimensiónaparecenen negrita(en la siguientesecciónse danejemplosde tales

conjuntos).

La primerafila de la tabla 2. 3 muestrael númerode vectoresde los TNCSsen

dimensiones5 a 8 que se obtienen partiendode P-24 en dimensión n = 4. Entre

paréntesisaparecenlos cardinalesde sus subconjuntoscríticosmáspequeños(hallados
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medianteunabúsquedacon ordenador).Paran = 5, 6, 7 éstosson los actualesrécords 9”

e’(escritosen negrita).En dimensiónn = 8, el TNCS de 48 vectoresque seobtienecon
9’

estemétodocontiene256 subconjuntoscríticosdiferentescon 36 vectoresigualandoel le

récordde LKernaghan-Peres95]. En la secciónsiguienteseincluyenejemplosexplícitos e-

de TNCSsrécorden dimensiones4 a 8.
e-

Alternativamentepodemosempezara partir de un conjuntoCEO-lS particularen
dimensión n = 4, al que llamaremosS4 (que apareceexplícitamenteen la sección

e’
siguiente):entoncesel númerode vectoresde los TNCSsresultantes,que semuestraen e-

la segundafila de la tabla 2. 3, estárazonablementepróximo al récord en cada e

dimensión;los cardinalesde sus subconjuntoscríticosmáspequeñossemuestranentre e
e.

paréntesis.

e
El métododeZimba y Penrose(ZP),descritoen la sección2, necesita,en general, e

dosTNCSs iniciales(unoen dimensión3 y otro en dimensión4), y no cubreel caso e’

n = 5. ComponiendodosTNCSsconfy g vectoresin dimensionesdem, este método e’

e.produceun TNCScon f + g en dimensión d + m, conjuntoque escritico si los dos
e

TNCSsinicialeserancríticos.El númerode vectoresde los conjuntosque seobtienen

con el métodode ZP seincrementalinealmentesi la dimensiónesun múltiplo de la e

dimensióninicial; partiendode un conjuntocrítico confvectoresen dimensiónd, el e.
e’

métodode ZP produceconjuntoscríticos con hfvectoresen dimensiónhd (nóteseque,

aunqueestosconjuntosno contenganningúnsubconjuntoque seaTNCS,el número1L¡f e’

es sólo un límite superior del tamañode los TNCSs más pequeñosposiblesen e’
e

dimensiónhd). En particular,partiendode un CEG-18particular,e] método de ZP
u.

produceY’ conjuntoscríticosdiferentescon 9>< 2~j vectoresen dimensiónn = 2k+2,

k =1,2 en comparacióncon el TNCS no crítico con g vectores siendo e.

9x 2k+í ‘cg =(9±2k)x~ quese obtieneporel método n =2d.
9’

eLatercerafila en la tabla2. 3 representaelnúmerode vectoresde los TNCSsquese
e

obtienenconel métodode ZP, empezandocon los TNCSsmáspequeñosconocidosen e.

dimensiones3 y 4 (CK-31 y CEG-18).Los TNCSsen dimensiones6 y 7 asíobtenidos u’

sonmásgrandesquelos antesdiscutidos(y no contienensubconjuntosno-coloreables e’

más pequeños,porque son críticos). En dimensión n = 8, empezandopor dos e’
e

conjuntosCEO-LS el métodode ZP produce256 conjuntoscríticos diferentesde 36

vectores(que son los mismos256 conjuntosrécordque seobteníanpor el método u

n =2d). u’
e

e
e.
e

e
e’

e
e
*
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Otrosmétodosproducenconjuntosno-coloreablesmayores:En la p. 212 de la

reediciónde 1995de [Peres93 j74 seconstruyeun TNCS en dimensiónd + 1 a partir de

uno en d; sólo es necesario un TNCS inicial para llegar de forma recursiva a cualquier

dimensión n, peroel tamañode los TNCSsobtenidoscrecerápidamenteengeneral,y es

necesariauna búsquedacon ordenadorparaevitar conjuntosgrandes.Finalmente,el

método de las secciones3 y 4, la generalizacióna dimensión arbitraria de la

construcciónen trespasosoriginal de Kecheny Speckerde la sección3, que mostraba

explícitamentela relaciónen dimensiónarbitrariaentrelos distintostipos de conjuntos

no-coloreables,es, a cambio, muy ineficienterespectoal númerode vectoresque

aparece(96endimensiónnsr3, 136enn=4, y 35n si n=5).

f. Algunos TNCSs críticos récord en dimensiones4 a 8

En esta secciónse presentanejemplos explícitos de los TNCSs críticos más

económicosconocidosen dimensiones4 a8. El primero,en dimensión4, esun ejemplo

de CEG-18; los otrostres, en dimensiones5-8, sehan obtenidoaplicandoel método

n=2d a P-24 y luego buscando,con ordenador,sus subeonjuntoscríticos mas

pequeños.Parasimplificar la notaciónhemosexpresadolos conjtintos en dimensiones

5-8 en términosdel de dimensión4.

S~:r{(l ,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1), (1 ,—l ,0,O),

—l,—-l,l), (1,1,1,—!), <l,l,—l,l), (—l,1.l,l)}. 54 es uno de los 16 subconjuntos

críticosde 18 vectoresde P-24(uno de los que hemosllamadoCEG-18).Se pueden

formar9tétradasdevectoresmutuamenteortogonalesen términosde los 18 elementos

de 54; cadavectoresortogonala otros7 del conjunto y apareceen 2 tétradas(comose

ve en la figura 2. 23). La no-coloreabilidaddel conjuntosedemuestramedianteun

argumentode paridad:la sumadelos valoresde cadatétradaes1; por tantola sumade

los valoresde las 9 tétradasdebeser9, perocadavaloraparecedosvecesy por tanto la

suma espar. Hemoselegidoun conjuntodiferenteal que elegimosen la Sec.2. 4. 2. g

porqueel TNCS en n = 5 que se deriva del conjunto de la Sec. 2. 4. 2. g tiene 33

vectores,en lugarde 31 comoocurreempezandocon 54.

S~:={(a,0), (O,a): a 6S4}—{(0,l,0,0,0), (0,0,l,0,0)}. Se pueden formar 16

péntadasde vectoresmutuamenteortogonalesen términosde los 29 elementosde S
5. La

no-coloreabilidadde S~ sepuededemostrarmedianteun testexhaustivode ordenador

‘7~ Peres,en unacomunicacióndel 16 defebrerode 1996,noshizo notaresteañadidoa la ediciónde

1993 de su libro, y nosenvioun archivopost-scríptde esapágina.
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(nohemosencontradoningunademostraciónanalíticade la no-coloreabilidadde ésteni
de los siguientesconjuntosS<, y Si). Éste es uno de los 120 subconjuntoscríticos

u’-

similarescon 29vectoresdel TNCS de 39 vectoresque se obtiene(por aplicacióndel
métodon =2d) apartir de P-24. e-.

st

S6:={(a,0,0), (0,0,a) : a eS4}u{(0, 1,0,0,0,0), (1,O,—1,O,O,O), le

(1,1,1,1,O,O)}—{(0,O,l,0,0,0),(0,0,0,1,0,0),(1,l,0,0,0,0), (0,0,l,—l,0,0), (1,
u.

—l,--1,l,0,0), (0,l,0,l,0,0)}; los dos vectores en negrita son los que aparecen citando e

seaplicael métodon =2d aP-24,perono cuandoseaplicaa 54. Se puedenformar 16 e-

héxadasde vectoresmutuamenteortogonalesen términosde los 31 elementosde 5<,. La u’

no-coloreabilidaddeS~ se ha demostradomedianteordenador.Estees uno de los 128 e.
u’

subconjuntoscríticossimilarescon31 vectoresdel TNCSde 44 vectoresqueseobtiene e.

(porel métodon =2d) a partir de P-24. st

e

S7:={(a,0,0,0), (0,0,O,a): acS4}—{(O,0,0,l,0,0,0)}. Se pueden formar 28 e.

héptadasde vectoresmutuamenteortogonalesen términosde los 34 elementosde S7. La e’

no-coloreabilidadde S7 se ha demostradocon ordenador.Este es uno de los 144 e
e

subconjuntoscríticossimilarescon34 vectoresdel TNCS de 47 vectoresque seobtiene e

(porel métodon =2d)a partir de P-24. u’

e

S~ :s{(a,0,0,0,0), (O,0,0,0,a):a 654 }. Sepuedenconstruir81 óctadasde vectores e
mutuamenteortogonalesen términos de los 36 elementosde S~; cadavector es e

e
ortogonala otros25 del conjuntoy pertenecea 18 óctadas.Lano-coloreabilidadde S~<

puededemostrarsemedianteun argumentode paridad:el númerode óctadases ¡inflar, e
perocadavectorapareceun ntimerog¿rde veces(además,la no-coloreabilidadde S~ es u’

unaconsecuenciade la no-coloreabilidadde S4 y de la aplicacióndel métodode ZP). S~
e

es uno de los 256 subconjuntoscríticos similares con 36 vectoresdel TNCS de 48

vectoresqueseobtiene(por el métodon =2d) a partir de P-24. e
e
e

g. Búsqueda de la demostración mínima
e

Comohemosvisto, muchosautoreshanido construyendoconjuntosno-coloreables e
e

con cadavezmenosdirecciones;¿sepuedereduciraún másel númerode direcciones?

¿Cuálo cualessonlos TNCSsmínimosen cadadimensión?.El interésde esteproblema e

es,por lo que sabemos,esencialmentematemático
73.Esteesun problemaqueestamos e

e

e

‘7~ Por ejemplo,JefItey Bub lEub 95J,p. 1257,dice: “The problemof how small wc can malcethc

set of observablesandstill generatea Kochen-Speckercontradictionis interestingmathcmaticallyand e

importantin revelingstructuralfeaturesof Hilbcrt spaee,but of no inimediatesignificancelbr [he
u.
e
e
e

e-
e
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estudiandoen la actualidad;indicamosa continuaciónalgunasideasde cómopodía

resolverse.

Actualmentecon un programade ordenadorsepuedecomprobarmuy rápidamentesi

un ciertoconjuntode direccioneseso no coloreable(eso no un TNCS).De hecho,lo

únicoquecompruebanlos programasde [Peres93], Pp. 209-21 1, y [Kernaghan95] es

si el correspondienteconjuntode relacionesde ortogonalidadeso no coloreable;estos

programasno trabajancon las direccionesexplícitassino con sus relacionesde

ortogonalidad(porejemplo,no hay que introducir los vectores(1, 0, 0), (0, 1, 0), etc.

sino decirle al programaque el primer vector es ortogonal a] segundo,etc.).

Llamaremosaun programade estetipo un testde coloreahilidad.

Un problemadistinto, perorelacionadocon el anterior,esel de si ciertoconjuntode

relacionesdeortogonalidadeso no factible(esdecir,si esasrelacionesdeortogonalidad

son o no implementablespor un conjunto de n direccionesen la dimensión

correspondiente).Para resolver este segundoproblema también es de ayuda el

ordenadorde la manera siguiente:de los
2n<n—I)I2 conjuntos de relacionesde

ortogonalidadposiblesen principio
76el ordenadorpuededescartaraquellosconjuntos

de relacionesde ortogonalidadquecontengansubeonjuntosno factibles(porejemplo,

en dimensión3 no puedehaberdos direccionesdistintasque seanortogonalesa otras

dosquea su vezsonortogonalesentresi; ni tampocopuedehabercuatrodirecciones

distintas mutuamenteortogonales;ni seis direccionestalesque tres A, B, C, sean

mutuamenteortogonales,las otrastres a, b, e tambiénseanmutuamenteortogonales,y

ademásA es ortogonal a a, B a h, pero C no es ortogonala e, etc.); cuantomás

exhaustivasseanlas reglasde no-factibilidady cuantomayoresseanlos subconjuntos

que estudiael ordenador,más cercaestaremosde que los conjuntosque salvanesta

inrerpretationof quantum mechanicalprobabilities”; la relación entre el númerode direcciones

(proposiciones)y el númerode observablesen otrasdemostracionesnde BKS se trataráen la Sec.2. 6

parael casode ciertosTNCSsen dimensión4 y en dimensión8. El problema,encierto sentidoinverso,

de cuángrandepuedehacerseun conjuntodedireccionessiendotodavíacoloreablesíha sidoconsiderado

interesantepor ciertosautoresen relacióncon interpretacionesalternativasde la MC, en particularen

relacióncontas interpretacionesllamadasmodales,ver [Bub 95]; bibliografíasobrelas interpretaciones

modalesseda en la nota52 del capítulo3.
76 Este númerose obtienede la manerasiguiente:un conjuntode relacionesde ortogonalidadentre

n direccionesse puederepresentarpor una tablacon n entradashorizontalesy n verticales;como la

ortogonalidades unapropiedadsimétricay no-reflexivasolo tendremosquerellenar tn = n(n— 1)12

casillasde esatabla—un ejemplode estetipo detablaes el que apareceen la figura 2. 18 paraQ-40-—;

por tanto, el númerode conjuntosde relacionesde ortogonalidadestáacotadosuperiormentepor el

númerodc variacionesconrepeticiónde doselementos(“ortogonal” y “no ortogonal”)tomadosde m en

m.
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cribaseanefectivamentefactibles77.A un programaquehaceesto lo llamaremosun test

de factibilidad.

Aplicando ambostestsen cadadimensiónpodríamos(en principio) encontrarlos

TNCS mínimos78.El último pasoseríaencontrarun ejemploexplícito con direcciones

sencillasy ver si su no-coloreabilidadpuedeprobarseporun argumentomáselegante

(sin recurrira testscon ordenador).

En resumen,el problema(matemático)de encontrarlos TNCSsmínimoses, en
e

principio, abordable,aunquesea “a fuerzabruta” (con ayudade ordenador).Por
1’~

supuesto,seríamásdeseableencontrarun métodoelegantede resolverlo79.
e
e
e
*

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

___________________ e
e

~ Una ordenaciónadecuadade las proposiciones(porejemplo,segúnel númerode relacionesde e
ortogonalidadque tengan)puedeevitarnostenercomprobarmásde unavez conjuntosequivalentesde

proposiciones. e
~n particularasí comprobaríamossi se puedebajarde i 8 direccionesen dimensión4. Varios e

autoreshanmanifestadosu interéspor estacuestión: Por ejemplo,Hardy, e-mail del 6 de febrerode e

1996: “Do you think that <18 vectorswill bepossibleT’;Clifton, e-mail del 19 de febrerode 1996: “Do

you haveany intuitions aboutwhether 18 rays is the minimun in 4D (i.e. the minimum with respect *
e

to the sumrule appliedto orthogonalresolutionsof te identity on the whole spaceonly)?”.

‘~ Los TNCSsconstruidospor elegantesmétodosgeométricos(los de KS y Penrose)sonelegantes e
pero no mínimos (a vecesni siquieraeconómicos).Una de las conclusionesde la tesis doctoral de

Kernaghan[Kernaghan95] es: “One conclusionof this thesisis that te configurationsof subspacesof e
Hilbert spacethat supporttheKochen-Speckertheoremarenot characterizableas simple polytopes.On e
the basisof carlier results,it is plausible to suggesta characterization.However, 1 haveshown that the

polytopestructuresof configurations,suchas theCoxeter24-simplexassociatedwith the eigenstatesof
e

the EPR [P-24], containmany smallerconfigurationssufficient to supporta Kocben-Speckerargument
e

[K-20]. This result revealsthat it is not trivial to characterizethe setsof rays of Hilbert spacethat
e

supporta Kochen-Speckertheorem.” e

e
e
u
e
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h. Interpretación física de las demostraciones

Hastaestemomentohemoscentradonuestraatenciónen los aspectosmatemáticos

del problema,evitandodeliberadamentedoscuestionesfísicamenterelevantes:

1. ¿Cuálesla interpretaciónen términosde proposicionesfísicasde los operadores

de proyecciónqueseusanen las demostraciones?

II. ¿Cómose puedemedir simultáneamentecualquierconjunto completo de

proposicionescompatibles?

El objetivo de estasecciónes contestarambaspreguntas.Paraello, primero

revisaremoslas interpretacionesfísicasde algunasde las pruebaspublicadas;y después

veremosque,aunqueen generalla respuestaa ambaspreguntasno estrivial, existen

sistemasfísicosdescritosporespaciosde Hilbert de dimensiónfinita arbitrarian =3 y

medidasfactibles,en principio, sobreellosquepermitenimplementarlas proposiciones

necesariasparala demostracióny medirconjuntamentecualquierconjuntode ellas.

KS [KS 67] señalabanque en n = 3 existeunaaplicaciónbiyectivaentreel conjunto

de direccionesr1 en RP
3 y el cuadradode la componentede espín en esamisma

direcciónde unapartículade espín 1, sQ. La relaciónes <0 r
1 = 1— hÑSQ (2. 23), y

tiene la siguiente propiedad: [57,SJi=0 ~4 r1 r~ =0. Podemosmedir una

individual usandoaparatosdeStern-Gerlachordinarios,y unamedidaconjuntade un

conjuntocompletode estetipo de observables(porejemplo,una medidaconjuntade
SJ, S7 y 57) puede lograrsemedianteun campoelectromagnéticocon simetría

ortorómbica(ver la. nota26).Por tantoel teoremade KS sepuedeenunciarfísicamente

diciendoque no esposibleasignarvaloresdevariablesocultasconsistentementea un

conjuntofinito de observablessJ.

En n = 4, 20 de los vectoresde Q-40 vimos que podían identificarse con

proyectoresde] tipo k =1~~ = 14/2>(S, = /1/21, donde S~ representala componentede

espínde una partículade espín 3/2 en la direcciónr1 (estosproyectorestienen la

propiedad: LP1, 17] = O ~ r1 = 1/3) y los otros 20 con proyectoresortogonalesatres

mutuamenteortogonalesdel tipo anterior;ver la Sec.2. 4. 2. b.

OtrosTNCS en n = 4 y it = 8 se han obtenido a partir de proyectores“multi-

dimensionales”(o proyectoresde rango mayor que 1, en contraposicióna las

proposiciones“unidimensionales”consideradashastaahora);estosconjuntosson no-

coloreablesde acuerdoa reglassimilaresa (A) y (B); ver la Sec.2. 5. Estosobservables

se obtienencomoproductotensorialde componentesde espínde variaspartículasde
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espín 1/2 (dospartículaspara it = 4, tres para it = 8). La interpretaciónfísica de estos
e’observableses inmediata,pero la cuestiónde la medición conjunta de todos los
e’

conjuntoscompatiblestodavía no ha sido resuelta[Peres92 a]. El teoremade BKS

aplicadoasistemascompuestosse trataráen profundidadenel capítulo4. *

e
Una vez revisadosestosresultadosprevios,vamosa dar una respuestaa las dos e

cuestionesplanteadasal principio de estasecciónparael casode espaciosde Hilbert de

dimensiónarbitrariafinita. Estarespuestasebasaen dosresultados.
*

e
Primero, un teoremamuy conocido de von Neumann[Von Neumann31] y

Varadarajan[Varadarajan62], afirmaquedadoun conjuntode observablescompatibles e

{O~ } ,existeun observableO y un conjuntode funcionesBorel {f~ 1 tal que O = f(O).
e

En particular, si {O~ } es un conjunto completo de observablescompatibles,el
e

observableO esmaximal(no-degenerado)80.Pero,tal comoseñalaJauch[Jauch68], p.

103, “The significanceof this theoremis moremathematicalthanpractical.Thereason e

is that it is often easy to describephysical arrangementswhich measurea set of
e

commutingobservables,while it may be practica]ly impossible to describesuch an
e

arrangementfor theobservableO of whichtheyare al] functions.” e
e

Swift y Wright [Swift-Wright 80] proporcionanel segundoresultadoimportante e

para nuestro propósito: “Modulo the ability to create in the laboratory any

electromagneticficíd consistentwith Maxwe!l’sequations,... using a generalizedStern-
e

Gerlachapparatus,everyHermitian operatoracting on the Hilbert spaceof a spin-s

particle can be measuredand a beamof particlescan be producedin the state e

correspondingto any given ray in the Hilbertspace.” e
*

Ambos resultadosnosproporcionanuna solución a las cuestionesplanteadasal e
*

inicio de estasección.Identificando H’ con el espaciode Hilbert de los estadosde e

espínde una solapartículade espín s=(n —1)12, obtenemosun ejemplofísico en el e

cualcualquierconjuntocompletode proposicionesqueaparezcaen las demostraciones V

edel teoremaBKS en cualquierdimensión it =3 puedeexpresarse(von Neumanny
e

Varadarajan)en términosde un único observablemaximal, y éstea su vez puede

medirse, al menos en principio (Swift y Wright), usando un Stern-Gerlach e
*

e
e

~ El teorema de von Neumann-Varadarajanno es más queunaextensióndel teoremade von e

Neumann-Neumark[Von Neumann31], [Neumark 54], p. 227, que dice que los observables

representadospor operadoresconmutativossonconmensurables(estoes,se puedenmedirconjuntamente W
e

sobreun mismo sistemaindividual). Una demostracióndel teoremade von Neumann-Neumarkpara

espectrodiscretopuedeencontrarseen [Park-Margenau68], Pp. 231-232.

e
e
e>
*2
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“generalizado”adecuado.Otrasolucióna las cuestionesplanteadasen estasecciónse

daráen el capítulo4, allí con sistemasde variaspartículas.

2. 5. Demostracionesmultiplicativas

2. 5. 1. Demostracionesaditivas vs. multiplicativas

Las demostracionesaditivas del teoremade BKS sonaquellasque se basanen

resolucionesde la identidad81comosumade proyectoresortogonales:

,1

(2. 103)

siendod esla dimensióndel espaciode Hilbert. “Sebasan”quieredecirque los valores

quelas variablesocultasasignana las correspondientesproposicionescumplenun caso

particularde la condición(BKS4) queseconocecomola regla de la suma:

d

(2. 104)
.1=1

En tal casodecimosqueun conjuntode proposicionesestotalmenteno-coloreablesi no

existeningunaasignaciónde valores,que verifique las condiciones(BKS 1 )-(BKS3) y

la reglade la suma.

Las demostracionesmultiplicativas83del teoremade BKS son aquellasque se

basanen descomposicionesde la identidadcomoproductode operadoresmutuamente

conmutativos:

1 = ~o,, (2. 105)

81 Del operadoridentidadde todo el espaciodeHilbert o del operadoridentidadde subespaciosdel

espaciode Hilbert, comoproponeClifton. Ver la Sec.2. 4. 2. h.
82 El 1 de la izquierda sejustifica porquedebecumplirse(BKS3), y el único valor propio de la

matrizidentidades 1.

83 El nombrees el quese usaen [Peres96 b]; la distinciónentreunasy otrasestáimplícita en la

distinciónque se haceen [Fine-Teller 78] entrela “Su¡n rule: v(~A ) = Xv(A ) for commuting

A.”, p. 634, y la”Product rute: v(AB) =v(A>v(B), foralí commutingAandB’ p 635.
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Es decir, los valores que las variables ocultas asignana los correspondientes

observables84cumplenotro casoparticulardistinto de la hipótesis(BKS4) que sellama e’
e’

la regla delproducto:

e
l=flv(0

1). (2. 106) *

.7

e’
e’

Un conjuntode observablespermiteunademostracióndel teoremade BKS si no es
e

posible asignarlesvaloresde maneraque verifiquen (BKSl)-(BKS3) y la regladel

producto. e
*

e

2. 5. 2. La tabla de Peres-Mermin *
e
eEn [Peres90] sepresentaunademostracióndel teoremade Bell-EPRcon “elementos ede realidadrecursivos”sobreun sistemade dos partículasdc espín1/2 queveremosen e

la Sec. 3. 4. 3; al final de eseartículo hay una notaañadidadurantelas pruebasde e

imprenta,en la que secomentaunaextensióndela demostraciónpropuestapor Mermin;
e

esamismaextensiónsepresentaen [Mermin 90 d]. La propuestade Mermin permite *

convertir la demostraciónde Peresdel teoremadeBe)l-EPRcon elementosde realidad e

recursívos,en unademostraciónindependientedel estadodel teoremade BKS. Esta *

demostraciónesel primerejemplode unademostraciónmultiplicativadel teoremade

B KS
85. ee

e
Laextensiónde Mermin del argumentode Peres,contiene9 operadoresqueforman

6 descomposicionesmultiplicativasde la identidaddistintas.Esosoperadoresy sus e

descomposicioneslospodemosescribirenlasiguientetabla: e
*

e
e
e

e
e
e
e
e
e
e?
e

84 En todos los casosqueconsideraremosseránobservablescon dosautovaloresdistintos,ambos

degenerados.
85 Lo que haceMermin es añadira los operadores6 operadoresqueconsideraPeresotros 3:

(2 (1 (1 2) e
a~ ®d , á®á2, 6 ®a ;verlaSec.3.4.3.

e
e
e
e
a

6~’~ ® ¡(2) ¡0) ® ¿.(2) ~ ® 6(2) — ¡([+2)x z U

¡(1) ® 6(2) ~ ® ¡(2) 6~’> 06(2) — ¡(1+2)
-U U -U

(1)a ® a~2) ¿SI) ® &2~ 6<~~ ® ¿~2) = ¡([±2)

= ¡(1+2) — ¡([+2) — ¡([±2)

Tabla. 2. 4. La tablade Peres-Mermin.
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En la tabla 2. 4, cadafila y cadacolumna estáformadapor tres operadores

mutuamenteconmutativos.Además,el productomatricial ordinariode cadafila y de

cadacolumnada la matriz identidad4 x 4 (que hemosdenotadopor f(í±2)),salvo en la

última fila en la quedamenosla matriz identidad.Si suponemos]ashipótesis(BKS 1)-

(BKS3) y la regladel producto,esdecir,si dadostres operadoresconmutativosA, B,

¿ talesquesuproductoesla identidad,

ABC=I, (2. 107)

entoncesel productode los valoresde variablesocultasasociadosdebensatisfacer,

v(A)xv(B)xv(C)= 1, (2. 108)

o, análogamente,—1, si el productode los tresoperadoresesmenosla identidad.Con

estashipótesis,y leyendode izquierdaaderechalas columnasde la tabla 1 y dearribaa

abajosus filas, seobtienenlas siguientes6 ecuaciones:

Las ecs. (2. 109)-(2. 114) son incompatiblescomopruebael siguienteargumento:

Cadavalor (+1 ó —1, por BKS3) aparecedos veces,luegoel productode todos los

tgQ)x1

(2 112V

.«0>)x y (~ 3

x v{af ~ of) —1.

lados izquierdosdebeser+1, sin embargoel productode los ladosderechoses—1.
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2. 5. 3. La estrella de Mermin

En [Mermin90 d] sehaceunaextensiónde lademostracióndel teoremade Be]l-EPR

de GHZ-Mermin que veremosen la Sec.3. 4. 2, de maneraque seconvierteen una

demostraciónmultiplicativaindependientedel estadodel teoremade BK586.

Las hipótesissoncompletamentesimilaresa las de la secciónanterior.La extensión

de Mermin se basaen 5 descomposicionesmultiplicativas de la identidad, que

representaremosen la figura2. 27.

Como antes,leyendola figura obtenemoslas siguientes5 ecuaciones:

Las ecs. (2. 1 15)-(2. 119) son incompatibles,el argumentoesel de lasecciónanterior:

Cadavalor (+1 ó —1) aparecedosveces,luegoel productode todoslos ladosizquierdos

debeser+1, sin embargoel productode los ladosderechoses—1.

Desdeestepunto de vista la demostraciónde GHZ-Mermin admite una lectura

adicionalcomounademostraciónmultiplicativadependientedel estadodel teoremade

BKS87.

86 Al principio de [Mermin 90 d] se hacela siguienteatribuciónde méritos: “The discussionthai

follows is inspiredby a new version of Bell’s [Bell-EPR] rheoremdue to Greenberger,Horne, and

Zeilinger (0HZ), by the observationof [Alíen] Stairs [privatecommunication]that 0HZ can also be

madethe basisfor a KS theorem,andby a furthersimplitication of 0HZ versionof the KS theoremdue

to Peres”La tabladePeres-Merminy la estrellade Mermin serecogentambiénen [Bohm-Hiley 93], Pp.

118-123.Paraunaexplicaciónde por qué la teoríade Bohm elude éstetipo de demostracionesvéase

[Dewdney92, 93], [Pagonis-Clifton95].
87 Paracompararla estrellade Mermin con la demostracióndel teoremade Bell-EPR de 0HZ-

Mermin de la Sec.3. 4. 2, téngaseen cuentaqueen la Sec.2, 5. 3 hemoshechounaelecciónde base

distintaa la quese haceallí. La elecciónde basedela Sec.2. 5. 3 es la adecuadaparaque aparezcansólo
las componentesa, a (realesenla representaciónhabitual);la eleccióndebasedela Suc.3.4.2es la

Vr

Vr

e’

e’

e’

e

e,
e
e’
e
*

e
e
e
e
e
e
e
e
e
*

e
e
e
e
e
*

e
e
e
e
e
e
e
e
u
e
e
e
e
e
e
u
e
e
e
e
e
e
e
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xl

zxx zzz

Fig. 2. 27. La estrellade Mermin esunaestrellade cinco puntascon un operadoren

cadaintersecciónde dosrectas.Los cuatrooperadoresqueestánen unamismarectason

mutuamenteconmutativos,y el productomatricialde los cuatroesla matriz identidad

8 x 8, salvoen la rectahorizontal(la que contienelos cuatrooperadoresno-locales)en

laqueel productoes menosla matriz identidad.La notaciónes:

xl: 6(I) ®¡(2) oP~>
-U

ti: 6<~> ® ¡(2) ® p3)

U

x2: ¡(1) 06<2> ® ¡(3)

z2: fil> 06(2> 0 fi3)

x3: ¡(1) o ¡(2) ® 6<~>
-U

z3: fi1> 0 ¡(2) o
U

zxx:
6(i) 06(2) 06<»

xzx: a
0> 06~2~06V

xxz: a<’1 06(2>06<»-U U

zzz: ~(3)06(2> Ou

adecuadaparaconservarla formahabitualdel estadode GHZ-Mermin. La relaciónentreambasbaseses
(Sec. 3. 4. 2—*Sec. 2. 5. 3): x —*z, y —* x, z —* y. De estamanera,el estadode GHZ-Mermin

explícitamenteconsideradoen 3. 4. 2 seobtienedeshaciendoel cambioenuno de los 8 vectorespropios

comunesa los cuatrooperadoresno-localesde estasección;ver laec. (4. 43).

xxz xzx

z3 x3
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Nóteseque, a diferenciade en la tablade Peres-Mermin,en la estrelladeMerniin

todos los operadoresno-locales(los operadoreszxx, xxz, xzx,zzz) son mutuamente

conmutativos(con lo cualexisteunabasede vectorespropioscomunesaellos; por el
Vr

contrario,no existeningúnvectorpropiocomúna los 5 operadoresno-locales,xz,zx,

yy, zz,xx, de la tablade Peres-Mermin). e’

e’

e’

2.5.4. Generalización a ti partículas de espín 1/2 e’

e”

e’
En [Pagonis-Redhead-Clifton91] sepresentaunageneralizaciónde la estrellade

e’

Mermin a ti partículasde espín1/288. e

*

Notación: *

e

6<’~ 06<2> ®6<~~ e

ex z ¿.(I>06(2) 06<» (2. ej =x x 6<1>06(2)062 120) ez z ee

Pagonis,Redhead,y Clifton ven que una tabla formadapor los operadoresno- e’
e

localesde (2. 120) y los correspondientesoperadoreslocales(por ejemplo,para la
e

primerafila de (2. 120), 62> ® ¡(2) ® ¡(3> ¡(I>oa(2>o ¡(3> ¡(1)0 ¡(2>06;>) da lugar

aunacontradicciónsi y sólo si sesatisfacenlastrescondicionessiguientes:
e

(1) Ladiferenciaentreel númerode z’s entredosfilas cualquieraesun númeropar
e

(estoaseguraquelos operadoresseanconmutativosdosa dos). e
e

(u) Cadacolumnatieneun númeroparde x’s y z’s (estoaseguraqueel productode e

los operadoresno-localespor los correspondientesoperadoreslocalesseala identidad). e
e

(iii) El productode las componentesde espíndecadacolumnaes menosla identidad e
een un númeroimparde columnas(estoaseguraque el productode los operadoresno-
e

localesesmenosla identidad). e
e

Llamancontradicciónglobal aaquellaen la queal quitarde unasolapartículayano e

resultaunacontradicción(de maneraqueen unacontradicciónglobal todaslas partículas e

involucradaslo estánde unaformanecesaria). e
*

Considerancuatroejemplosde contradicciónglobal:
____________________ e

e88 En el mismoartículo se estudiael límite n — - Un tratamientosimilar se haceen [Cereceda

95] e
e
e
*

e
a,
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(a) Para n= 3, 7,11,... la tabla (2. 121) de n+1 operadoresno-locales(y sus

correspondientesoperadoreslocales)proporcionaunacontradicciónglobal.

(2. 121)

(b) Parait impar it >3 la tabla(2. 122) de cuatrooperadoresno-locales(y sus

correspondientesoperadoreslocales)proporcionaunacontradicciónglobal.

(2. 122)

Nótesequeen los ejemplos(a) y (b),en el caso ti = 3 serecuperanlos resultadosde

lasecciónanterior.

(c) Para it par n>4 la tabla (2. 123) de 6 operadoresno-locales (y sus

correspondientesoperadoreslocales)proporcionaunacontradicciónglobal.

(2. 123)

(d) Paracualquier u =3la tabla (2. 124)

correspondientesoperadoreslocales)proporciona

de 6 operadoresno-locales(y sus

unacontradicciónglobal.

z xxx x ... X

z xxx x x

x Zi XXX X

xx z xx x

xxx z z z

x z z z z z

(2. 124)
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En cadauna de esastablas al multiplicar cadaoperadorno-local por sus

correspondientesoperadoreslocalesseobtienela identidad,y el productode todos los
4’

operadoresno-localesdamenosla identidad.Un argumentode paridadcomoel de las

seccionesanterioresrevela,en cadacaso,la contradicción. e’

e’

e’

2.6. Relaciónentre las demostracionesaditivas y
las multiplicativas e’

e
e

2. 6. 1. P-24 a partir de la tabla de Peres-Mermin
e

vamosa ilustrarla relaciónentrelas demostracionesaditivasy las demostraciones

multiplicativasen un casoconcreto;veremoscómoPeresobtuvo el conjunto de 24 e

proyectoresunidimensionalesque nosotrosllamamosP-24 [Peres91], a partir de la
e,

tabladePeres-Merminde 9 operadoresen dimensión4 [Peres90], [Mermin 90 di. En
ela tabladePeres-Merminhay 6 conjuntoscompletosde operadoresconmutativos;para

cadauno de ellos existeuna baseformadapor cuatrovectorespropioscomunes(o

equivalentemente,porcuatroproyectoresunidimensionales);la ideaessencilla:puesto
e

que las hipótesisdel teoremade BKS impiden asignarvalores definidos a los *

operadores,tambiénimpedirán asignarvaloresa los proyectoresen que podemos e

descomponercualquierconjuntocompletode los operadores.Essencillocomprobarque U

la elecciónexplícitade vectoresqueusamosparaimplementarP-24en la Sec.2. 4. 3 e
e.

estáformadaprecisamenteporlos vectorespropioscomunesa cadaconjuntocompleto

de operadoresde la tablade Peres-Merminde la Sec.2. 5. 1. Porejemplo,los vectores e

comunesal conjuntode operadoresconmutativos{ ¿.5’> ® ¡<2> ¡<1> 0652>, ¿.0>0652>1 *

son los vectoresde la base canónica{~++)=(l, 0, 0, 0), l+—>=(0, 1, 0, 0),
e

—+>=(0, 0,1, 0), I——>=(0, 0, 0,1).En particular,los vectorespropioscomunesa e

uno de los dosconjuntoscompletosde operadoresquecontienenoperadoresno locales e’

estánformadosporvectoresentangled;porejemplo,los vectorespropiosdel conjunto e

1 67>0612>, 65’> 0652>, ¿.<~o ¿.(2> } son {~++>±!——>=(l 0 0 +1),
e

+ —> ±1— = (0, 1, ±1,0) }. Por eso en P-24 hay 16 vectoresfactorizablesy 8

vectoresentangled89. e
*

e
*

e
e

____________________ e
e’

89 Cadauno de los vectoresentangledrepresentaun estadosobre el que se puedehaceruna
e

demostracióndel teoremadeBell-EPRconunadefiniciónrecursivadeelementosderealidadcornola que

veremosen la Sec.4. 3. 3. Nótesequeuno de ellos, el (0, 1, —1, 0), es el singlete. e

e
e
e’

e
e’
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2. 6. 2. KP-36 a partir de la estrella de Mermin

Aplicandoel mismo procedimientode lasecciónanterior(parapasarde la tabla de

Peres-Mermina P-24) a la estrellade Mermin, Kernaghany Peres¡Kernaghan-Peres

951 obtuvieronunademostraciónaditivacon40direccionesendimensión8 (puestoque
la estrellade Mermin serefiereaestadosde espínde un sistemade 3 partículasde espín

1/2). El argumentoes igual al anterior:en la estrellade Mermin hay cinco conjuntos

completosde operadores,portanto cadauno de ellos tendráuna baseformadapor 8

vectorespropioscomunes,lo que hacenun total de 40 direcciones.Las 40 direcciones

explícitasde ese conjunto,al que [amaremos KP-40, así como sus relacionesde

ortogonalidadcompletasse ilustran en la figura 2. 28.

A diferenciade la tabla de Peres-Mermin.la Estrellade Mermin sólo tiene un

conjuntocompletode operadorescompatiblesque contengamásde un operadorno-

local, luegode los 40 vectoressólo 8 seránentangled90.Kernaghany Peresdemuestran

ademásqueexisteun subeonjuntode KP-40 con36 direcciones,al quellamaremosKP-

36, que tambiénes no-coloreable.De hecho,hemoscomprobadoporordenadorque

existen320 subeonjuntoscríticosno-coloreablesde KP-40 con36 direcciones.

Nóteseque los subconjuntos críticosno-coloreablesde 36 vectoresde KP-40son

distintosque los conjuntoscríticos de 36 vectoresde la Sec. 2. 4. 3 g. Los KP-36

tienen¡1 óctadasortogonalesy cadadirecciónpertenecea 2 ó 4 de ellas(con lo quese

puededemostrarla no-coloreabilidadmedianteun argumentodeparidad),los de la Sec.

2. 4. 3 tenían81 óctadasy cadadirecciónpertenecea 18 de ellas(porJo que también

funcionael argumentode paridad).

90 Cada uno de ellos 8 vectoresrcpresentaun estadode 0HZ sobreel que se puede haceruna

demostracióndel teoremadeBcll-~EPRcornola queveremosen la Sec.3. 4. 2. De hecho, el estadoque

seempleaen esasecciónes unodeestosconel cambiodevariablesadecuado.
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F¡g. 2. 28. Relacionesde ortogonalidadentrelas40direccionesde KP-40.Las

direccionesexplícitasestánen lapáginasiguiente.Porejemplo,la dirección 1 es

ortogonala las direcciones2-8,33, 36,38,39,18,19,21,24,etc.(Cadaconjuntode 8

direcciones(las direcciones1-8, 9-16,etc.)estáformadoporvectorespropioscomunes

a unode los cincoconjuntosde operadoresconmutativosde laestrelladeMermin.Por

ejemplo,los vectores1-8 sonpropiosde los operadoreszxx, xxz, xzx, zzz; la notación

paralos operadoresesla de la figura 2. 27. K-40contiene25 óctadasortogonales.Hay

320subconjuntoscríticosno-coloreablesde36direcciones(porejemplo,uno seobtiene

prescindiendode las direcciones9, 29,36y 4, y otro eliminando9, 29, 36 y 24 —estos

son los dosúnicosque seobtieneneliminando9, 29 y 36—).Cadauno de ellos

contieneII óctadasortogonalesy cadadirecciónapareceen dosó cuatrodeellas,porlo

quesepuededemostrarla no-coloreabilidadmedianteun argumentode paridad.

9

16

17
24 25

40

33
32

e’

Vr

Vr’

‘y

Vr’

e’

e’

e?

es

e’

e
e

*

e
e’
*

‘o

e
e
e
e
e
e
*

e
e
*

e
e

e
e
e
u
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e,
e
e

*

e-
e’.,
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zxx, xxz, xzx, zzz:

2: (1,0,0, 1,0, 1,—l, 0)

3: (1,0,0, 1, 0,—1, 1,0)

4: (0,1, 1, 0,—l, 0,0,1)

5: (1,0, 0,—l, 0, 1, 1,0)

6: (0, I,—I, 0,1,0,0, 1)

7: (0,—l, 1,0, 1,0,0, 1)

8: (—l,0,0,1,0,1,l,0)

zí, z2, z3, zzz:

9: (1,0,0,0,0,0,0,0)

10: (0, 1,0,0,0,0,0,0)

11: (0,0, 1, 0,0,0,0,0)

12: (0, 0, 0,1, 0, 0, 0, 0)

13: (0,0, 0,0, 1, 0,0,0)

14: (0,0,0,0,0, 1,0,0)

15: (0,0,0,0,0,0, 1,0)

16: (0,0, 0, 0,0, 0,0, 1)

xl, z2, x3, xzx:

25: (0,0, l,—l, 0, 0,—1, 1)

26: (0,0, 1, 1,0, 0,—l,—1)

27: (l,—l, 0, 0,—1, 1,0, 0)

28: (1, 1,0, 0,—1,—1, 0,0)

29: (0,0, l,—l, 0,0, l,—1)

30: (0,0,1,1,0,0,1, 1)

32: (1, 1,0,0, 1, 1,0,0)

zí, x2, x3, zxx:

33: (0,0, 0, 0, l,—1,—l, 1)

34: (0,0,0,0,1, 1,—l,—l)

35: (0,0,0,0, 1,—l, l,—l)

36: (0,0,0,0,1,1,1,1)

37: (l,—1,—1, 1, 0, 0,0, 0)

38: (1, l,—l,——1, 0,0,0,0)

39: (1,—1, 1,—l, 0,0,0, 0)

40: (1, 1, 1, 1,0,0,0,0)

xl, z2, z3, xzz:

17: (1,0,1,0, 1, 0, 1,0)

18: (0, 1,0, 1,0, 1,0,1)

20: (0, 1, 0,—l, 0, 1, 0,—1)

22: (0, 1, 0, 1, 0,—l, 0,—l)

23: (1, 0,—l, 0,—!, 0,1,0)

24: (0, 1, 0,—], 0,—l, 0, 1)
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2. 6. 3. Clasificación de las demostraciones de BKS 4’,

4’

En la tabla 2. 5 figuran, ordenadasalfabéticamentepor autores, algunas

demostracionesdel teoremade BKS propuestasen la literatura. Cada una está

clasificadade acuerdoa los siguientescriterios:

(1) Dimensionalidaddel espaciode Hilbert. e’

u’

(2) Finita (1) o continua(c). Ver la Sec.2. 3. 5. ‘y

u.

(3) Aditiva (a) o multiplicativa (m). Verla Sec. 2. 5. 1. u.
es
e(4) Basadaen descomposicionesde la identidaddel espaciode Hilbert total del
*

sistemao en descomposicionesde la identidadde subespaciosdel espaciode Hilbert

total; añadiremos(s) en las del segundotipo. Ver la Sec.2. 4. 2. h. e’
e

(5) Independientedel estado(i) o dependientedel estado.En el segundocasola e’

demostraciónpuedeserno-probabilística(d) o probabilística(p) (Ver la Sec.2. 3. 6). e’

e
(6) Númerode operadores.En el caso(i) escribiremossóloel númerode operadores

e
necesariosparala demostración;en el caso(d) escribiremosel númerode proposiciones

de partidacon valor definidoy a continuaciónel númerode operadores(entreellos e

pondremosun “±“); en el caso(p) escribiremosel númerode proposicionesde partida e

con valor definido,el númerode operadores,y el númerode proposicionesquetienen e
e

quetenervalorbiendefinidoen la postselección(y entreellossendos“+“).

e
(7) Con (sólo) proyectoresde rangouno o conoperadoresmás generales;en el e

segundocasoañadiremosentrecorchetesel rangode los proyectores. e
e

(8) Si seproponeunainterpretaciónfísicaexplícitaen términosdel estadode espín o
e

de un sistemade it partículasde espíns añadiremos(it x s).

e
Porejemplo,[Cabello94]: 3, f, a, d, 1+37, 1 xl, esunademostraciónen dimensión

3, (f)inita, (a)ditiva, (d)ependientedelestado,con 38 proyectoresunidimensionales(en e
la que la contradicciónse alcanzaasignandoun valor paniculara uno de ellos; ver la ‘o

‘o
Sec.2. 3. 4) y que se puedeinterpretaren términos de los estadosde espínde una

es
partículade espín1.

e
e
e
e’
e
e’

e’

e
e
e
e.
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[BechmannJohansen94]
[Belinfante73], p. 17
[Belí 66]

[Cabello941
[CG 95 b]

[CEO 96 a]

[CEO 96 b]

[CEO 96 c]

CK, ver [Peres93], p. 198
[Clifton 93]
Friedberg,ver [Jammer74], p. 324

[Galindo75]
[GiJl-Keane96]
[Gleason57]
[Hultgren-Shimony77]
[Kernaghan94]
[Kernaghan-Peres95]

[KS 67]

[Merrnin90 d]

[deObaldia-Shimony-Wittel88]

[Penrose92]

[Peres-Ron88]
[Peres90 a]

[Peres91]

[Peres96 b]

[Stairs83], pp. 588-589
[Vermaas94]
[Zimba-Penrose93]

(1) (2) (3-4)
3 f a
3 c a
3 c a
3 f a
3 f a

4 f a
4 f a
4 f a
4 f a(s)
4 f a
5 f a

6 f a
7 f a
8 f a
3 f a
3 f a
3 f a
3 c a
3 e a
3 c a

3 c a
4 f a

8 f a
8 f a

8 f a
3 f a

8 f m
8 f m

3 f a
3 f a

4 f a
3 f a

4 f m
4 f m
3 f a
3 f a

4 f a
3 f a

3 f a
4 f a

(5)
p

(6-7)
1+9+1

d 1+37
p 1+12+1
1 18
d 1+10
p 1+7+1

14

d 1+5
29
31
34
36
31

p 1+11+1
d 1+?

20
36

d 1±13

i 14[2]+16
117

d l+6[2]
l0[2]

138
33
40

d 40(71)
d l±6[2]

9[2]
33
24

9[2]
p 1+6±1
p 2±5+1

28

(8)
lxi
lxi

Ixí
Ixí

2 xi /2

2xí/2

2x 1/2

2x1/2

lxi
lxi

2x1/2
3xí/2
3x 1/2

3xí/2
lxi

3 xi /2
3 xí /2

Ixí
Ixí

1 x 3/2

Ixí
2x 1/2

2xí/2

ixí
2x 1/2

2x 1/2

Ixí
lxi

1 x 3/2

Tabla 2. 5. Clasificaciónde demostracionesde BKS.



4%

Vr

Vr

Vr

1’

Vr

e
e,
e’

1’

es
e
es
es
es
*

es
es
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
ti

e
e
e
e

e
*

e
e
e’

e
e
e
e
e
e-
e
e
e
e
Vr-



Capítulo 3. El teorema de Bell-EPR

“Onceuponatime everybodyknewwhy measurementsin quantummechanicsdon’t

reveal preexisting properties.It was becausethe act of acquiring know]edge

unavoidablymessesup the object being studied (...). In 1935 this state of happy

innocencewas foreverdispelledby Einstein, who with Boris Podolskyand Nathan

Rosendiscoveredhow to ]earn aboutan objectby messingup only some stuff it left

behindin a farawayplace.”

[Mermin 94 a], p. 9.

“What can they [EPR]mean?DoyouunderstanditT’

Bohr a Rosenfeid, 1935, [Wheeler-Zurek83], p. 142.

“Bell’s theoremis themostprofounddiscoveryof science.”

[Stapp75], p. 271.

“We believethis proof [GHZ] makesthe caseagainstlocal realismthe strongestit

hasbeensinceJohnBell’s ground-breakingwork over 25 yearsago.”

[Clifton-Redhead-Butterfield91 a], p. 181.

“Ihe work of Greenberger,HorneandZeilinger (GHZ) hasopeneda new chapter

of theover 60 yearsoíd discussionon thehiddenvariablesproblem.”

[Zukowski 91 a], p. 198.

“How did somethingthis simple and powerful [la demostraciónde Hardy] go

undiscoveredduring the30 yearssinceJohn Bel] proved bis theorem?”

[Mermin 95 a], p. 618.
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“Many commentatorshavebeentroubledby gapsin theEPRargument.Themost

significant lacunais encounteredat theplacewhere thesimultaneousreality of two

conjugateparametersof thefirst systemis inferredfrom thepossibility of measuring

eitherof the correspondingparametersof the secondsystem.In general,the relevant

parametersof the secondsystemarethemselvesconjugateandsocannotbemeasured

smultaneously.”
e’

e’
[Howard 85], p. 174.

e’

e
“Es curiosa(...) la demostraciónque hacéisde quepuedehabertres observablesno e

compatiblesque,sin embargodanlugaraelementosderealidadfuertessimultáneos.En
e

mi opiniónesorefuerzanotablementeel argumentode EPR de quela mecánicacuántica
e

esincompleta,porquelibraal argumentode lacríticamásimportante.” e-

e
Emilio Santos,e-maildel 25 demayode 1995. e-

es
e

ti
es
*
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Capítulo 3
El teorema de Bell-EPR

3. 1. Introducción

Este capítulo estadividido esencialmenteen cuatropartes.En la primera se

reexaminael argumentode Einstein,Podolskyy Rosen(EPR)sobrela “incompletitud”

de la MC. El objetivoespresentarunaformulaciónfiel y completadel argumentoy al

mismo tiempo señalaraquellos puntos de la propuestaoriginal que han sido

consideradospococlaroso problemáticos:ello espertinenteyaque las contribuciones

originalesdeestecapítulotienenque ver con estosaspectos.En la segundapartese

enunciael teoremade Bell-EPR sobreimposibilidadde variablesocultaslocalesqueda

titulo al capítulo; comodemostracióndel mismo sepresentantres de las formasmás

habitualesde las desigualdadesde Beil, así comounademostraciónsimplificada(sin

desigualdades,peroqueexhibeel mismo tipo de contradicciónquelas demostraciones

anteriores) del teorema de BeIl-EPR debida a Mermin: esta parte se justifica

esencialmente por motivos de completitud. En la tercera parte, la más larga del capítulo,

se introducen las demostraciones algebraicas (también llamadas“sin desigualdades”)

más características del teorema de Bell-EPR: la versión de Mermin, usandotres

partículas de espín 1/2, de la demostración original de Greenberger, lome y Zeilinger

(GHZ), una simplificación con solo dos partículas(y una definición recursivade

elementosde realidad)propuestaporPeres,y la versióncon dospartículasde espín1/2

de la demostraciónde Hardy; la relaciónentrelas demostracionesalgebraicasdel

teoremade Bell-EPRy lasdemostracionesdelteoremade BKS severáen el capítulo4.

La última partedel capítuloestádedicadaa comprobarque esposiblereformularel

argumentodeEPRen términosde elementosde realidadinferidosa partirde medidas

123
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Vr

efectivamenterealizadasen el mismosistemaindividual (elementosde realidadfuertes); e’

e’además,tambiénesposibledemostrarquelaMC y los elementosde realidadfuertesson
e’

incompatibles(teoremade Bell-EPRconelementosde realidadfuertes).

e’

Salvo la última parte,las otrastres sonesencialmentede revisión máso menos e’-

detalladade resultadosconocidos(la revisión del argumentode EPResparticularmente u’

detallada,dadasu importanciaparala últimapartedel capítulo), u’
9*

u’
*

3.2. El argumento de EPR
e’

3.2.1. Introducción e-
es

En las siguientesseccionesse resumey comentaaquellospasajesdel artículode e-

EPR [EPR 35] que son esencialespara comprenderel argumento.Las sucesivas e-,
eseccionestratan de: la hipótesis de validezde la MC (Sec. 3. 2. 2), la condición e

necesariade completitudde unateoríafísica(See. 3. 2. 3.), la condiciónsuficientede es

existenciade elementosde realidad(Sec.3. 2. 4), la diferenciaentreseparabilidady es

localidad (Sec. 3. 2. 5), la diferenciaentrela interpretaciónen sentidofuertey la
e

interpretaciónen sentidodébil de la condiciónde elementode realidad(Sec.3. 2. 6), la
e

objeciónlógicamásimportanteal argumentode EPR (See.3. 2. 7), el ejemplooriginal es

de EPR y su modificaciónpor Bohm (Sec. 3. 2. 8), y, porúltimo, la conclusiónde ‘o

incompletitudde la MC (Sec. 3. 2. 9). Las Secs.3. 2. 6 y 3. 2. 7 preparanel camino e
e

parala reformulacióndel argumentode EPRcon elementosde realidadfuertesque se e

haráen la Sec.3. 5. 31,

es
e

Sobrela concepcióndel artículodeEPRhay bastantesoscuridades:por ejemploSammerescribe, e

[Jammer74], p. 185: “Wc do notknown precisely whatpart of the paperis due to eachof the three

authorsor whetherit waswritten by alí threewithout “division of labor.” ProfessorRosen,whenasked

aboutthis point, did notrememberthe detail but hadthe impressionthat the latter wasthe case.There e-
e

seems,however,to be no doubtthat the main ideawasdue to Einstein. Por in the letter to Epstein [de e
1945], it will be recalled,Einsteinwrote explicitly: “1 myself arrived atIhe ideasstarting from a simple e-

thought-experiment.”[“Ich selberbin aufdic Uberlegungengekommen,ausgehendvon einemcinfachen e-

Gedankenexperiment.”]What was neededto produce the paperwas to transíatetheseideasinto the e

languageof quantummechanicsand to illustrate them in termsof a fully calculatedexample.”Sin e

embargo,en [Fine 89], p. 454, se dice que: “The EPR paper was actually written by Podolsky, e-
‘ofollowing severa! discussionsamongthe threecollaborators(see [Fine 86]). We do not know what
‘o

Einstein’s own relation wasto the publishedversion, br, unlike othermanuscriptsin this period, no
e

draftsor typescriptsof the original exist in the EinsteinArchives [el de EPR fue el segundoarticulo es
publicado por Einstein en los EstadosUnidos]. Wc do know that immediately after its publication e-

Einsteinexpressedseriousreservationsaboutthepaper,coniplaining to Schródingerthat Podolskyhad e

es
‘o

es
e
9*
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3. 2. 2. Hipótesis de validez de la MC

No es una hipótesis que aparezca explícitamente en el artículo de EPR2, pero que sí

hay que tenerla en cuenta en cualquier presentación del argumento que pretenda ser

completa. Así, siguiendoaJammer,[Jammer74], p. 185, supondremos que:

“smothered”[vershtittet] the central ideas(see [Fine 86]). The two items of Podolsky’s text that are

more often cited in connectionwith hidden variablesneveroccur subsequentlyin any of Einstein’

numerouspublicationsrelating to the topics of EPR. He neverusesthe “criterion of reality” (which

positsnondisturbanceof a probability-onepredictionas a sufficient conditionfor an observableto have

a value), nor does he makes use of strict correlationsbetweenthe coupled systemsto assign

simultaneouspositionsandmomenta.”La cartade Einsteina Sebródinger(del 19 dejunio de 1935),

puedeencontrarseen [Howard85], p. 175, en ella sedice: “1 was very pleasedwith your detailedletier,

which speaksaboutthe little essay[EPR].Porreasonsof language,this waswritten by Podolsky after

many discussions.But still it hasnot come out as well as 1 really wanted;on the contrary,the main

point was, so to speak,buriedby erudition.” [“Ich habemich sehergefreutmit Deinemausftihrlichen

Briefe, dertiber die kleine Abhandlunghandelt.Dieseist ausSprachgrúndenvon Podolskygeschrieben

nach vielenDiskussionen.Es ist aberdochnicht so gut herausgekommen,was ich eigentlichwollte;

sonderndie Hauptsacheist sozusagendurchGelehrsamkeitverschtittet.’!lEnunacartaa Popper(del 2 de

septiembrede 1935),reproducidaen [Combourieu92] (enlas Pp. 1319-1322estála cartamanuscritaen

alemán,y en las Pp. 1 316-1318 la traducción inglesa),Einsteinsí usael criterio de realidad “de

Podolsky”. Ver también, [Hájek-Bub 92]. Argumentosposterioresde Einstein para probar la

incompletitudde la MC puedenencontrarseen [Einstein 36], [Einstein 48]. Otras referenciassobre

aspectoshistóricosdel artículoEPR son: [Jammer66] (ApéndiceB), [Jammer74] (Cap.6), [Fine 86]

(todo un libro sobreEinstein y el realismo), [Sellen 88], [Deltete-Guy91] (Einstein sobreEPR). En

[Jammer80] puedenencontrarsefotos de EPR(de 1935)y la reproduccióndeun artículodel New York

Times del 4 de mayo de 1935 en el quese avanzasu artículo. Sobrela posturadeEinsteinhaciala MC,

véase:[Ballentine 72], [Deltete-Guy90], [Guy-Deltete90], [Fine 91]. Muchasde las sentenciasmás

explícitassobrela posturadeEinstein ante la MC puedenencontrarseen [Born-Einstein69]. Nathan

Rosen,el último de los autoresdel artículoEPRcon vida, murióel 18 dediciembrede 1995;ver [Peres

96 a], [Rosen94].
2 Como se desprendede la siguientecita,EPR no cuestionanlavalidezde la MC: “It is the second

question[“Is the descriptiongivenby the theorycomplete?”,y no la primera: “Ls the theorycorrect?”]

that wewish lo considerhere,as appliedto quantummechanics.”[EPR35], p, 777.

&thÉ a~~tca1predk4bu&Qf qQ~1fltrn~ ~I~á~t~t~-~tlúst‘te tt óx~enr tÉy aje

tekU~nttutk~ &gltnétfl itstl ~IItSñd by e~tI4~icoY
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3. 2. 3. Condición necesaria de completitud u’

El argumento de EPRes un argumento para probar la “incompletitud” de la MC; e’

*
necesitan pues un criterio para decidir cuando una teoría es “completa”. Según EPR,

“Whateverthe meaningassignedto thetermcomplete,thefollowing requirementfor a

completetheoryseemsto be anecessaryone: u.
e’
e
es
es
es
e

Weshall calI this the condition of completeness.” [EPR35], p. 7773~ ‘o
e
e,

e
3. 2. 4. Condición suficiente de elementos de realidad e

es

Esta es la parte clave del artículo. Según EPR, [EPR35], p. 777, “The elements of e

the physical reality cannot be determined by a priori philosophicalconsiderations,but *

must be found by an appeal to results of experimentsand measurements.A e
e

comprehensivedefinition of reality is, however,unnecessaryfor ourpurpose.Wc shall e

be satisfied with the following criterion, which we regard as reasonable. e
e
e
es
e
e
e
e
e

It seemsto us that this criterion, while far from exhaustingalí possiblewaysof e
recognizinga physicalreality, at Ieastprovidesus with one suchway, wheneverthe e

conditionssetdownin it occur.Regardednot asa necessary,but merelyas a sufficient, *

e
condition of reality, this criterion is in agreementwith classicalaswell as quantum-

mechanical ideas of reality.” e

es
e
e

3 A algunos autoresno les parecesuficientementeexplícitaestacondición.Por ejemplo,para W

Hooker,“Ihis argument[el de EPRJis actually invalid as it stands.To renderit valid, we would need, e
esfor example,to strengthen[la condiciónde completitud] sothat it reads:If a theory is complete,then

every elementof the physicalreality musthavea precise/ydefinedcounterpartin the physicaltheory” ees
[Hooker 70], p. 857, nota 4. La deEPR y otrasdoscondicionesde completitudde unateoría física se e
estudianen [Elby-Brown-Foster93]. e-,

e
es
e
e
e

le,nent‘of tite physwút~edha5z~ñus:havea- cognterpartiii Ihe -ph$’ska

aut tn áñy#ay disrurbing a 4y&~ern Wc cwt-p>~dtct.ud cetiainty <Le..
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Nótese la diferencia entre el concepto general de “variables ocultas” y la

caracterizaciónconcretade “elementosde realidad”queproponenEPR. Las variables

ocultas en su versión“determinista”máshabitualsepostulan:“a physicalquantityhasa

pre-existing definuz’evalue before a measurement”, [Czachor94], p. 223]; y detrás de

este postulado está la pretensión de rescatarla ideaclásicade realidad.Sin embargo,la

MCes mucho más severa con la “realidad” que la física clásica; es por eso que EPRse

ven en la obligación de ser más finos, y se conforman con un criterio suficiente4.

En las Secs. 3. 2. 5 y 3. 2. 6 sedeshacenalgunasambigúedadesy se desvelan

algunas sutilezas escondidasen e] enunciadode EPR de la condiciónsuficientede

elementos de realidad.

‘~ Redheadseñalalo siguiente:“Notice that we are not claiming that alt etementsof reality have

predictablevalues—athesis of determinism—onlythat, if it is predictable,then theremustexist an

elementof reality to explainthis possibility.” [Redhead87], p. 72.
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4’

3. 2. 5. Separabilidad y localidad
Vr-

4’
¿Qué significa “sin perturbar en modo alguno e] sistema”?. Paraasegurarsequeel

sistema no es perturbado de ninguna manera, se suele suponer que no existe posibilidad 9,

de conexión causal entre “el sistema” y las posibles fuentes de “perturbación”. Para eso 9-

lo habitual es considerar que el sistema está separado de las posibles fuentes de u.
9-perturbación(que suelenser otros sistemassobrelos que se hacenmediciones)por

intervalosde género-espacio5.Es comúntambiénen la literaturaadvertirquedetrásde

esta explicación de lo que significa “sin perturbar...” hay dos hipótesis diferentes: e-

separabilidady localidad,porejemploHoward, [Howard85], p. 173, define: e-
e-
e-
e
e
es
e
*

e
e
e
‘o

El que EPR mezclenla localidad,y la separabilidad,con el criterio de realidad,

oscurecela estructuralógica del argumentode incompletitud6.Sobreestose sigue *
e

hablando en la próxima sección. e,

e
‘o

~ Estoes lo queentenderemoscuandodigamosquedossistemasestán“espacialmenteseparados.
Estacondiciónsuficiente(también)paraasegurarque se cumpleel requisitode“sin perturbaren modo

alguno al sistema” estáde acuerdocon la observaciónde EPR de que si “since at the time of ‘o

measurementthe two systemsno longer interact,no real changecantakeplace in the secondsystemin e

consequenceof anything that may be done to thefirst system.” [EPR35], p. 779, y tambiéncon una ‘o

observaciónposteriordeEinsteinsegúnla cual,al considerardossistemasS~ y ~2’ “~ -. the real factual U

situation of the system ~2 is independentof what is done with the system ~ which is spatially es
separatedfrom the former.” [“... OcrrealeSachverhalt(Zustand)des SystemsS, ist unabhiingigdavon, U

e
wasmit dem von ihm ráumlichgetrenntenSystem ~1 vorgenommenwird.’] [Einstein 49], Vol. 1, p.

e
85 [84]. e

6 Howard, [Howard 85], p. 173, dice que “There is no necessaryconnectionbetweenthe two e

principles [separabilidady localidad], though they are frequently statedas it they were one. Some ‘o

theoriesconform to bothprincipIes, generalrelativity being an exampleof sucha separable,local U

theory. Othertheoriesconformto just one or the other. Quantummechanicsis, on my interpretation,a e

non-separable,local theory [véasela mismaconclusiónen [GarcíaAlcaine-Álvarez87]]. Examplesof ‘o
e

the oppositesort, namely,of separable,non-localtheories,areto be found amongthenon-local hidden-
e

variabletheories[en mi opinión la teoría de Bohmes de estetipo].” Sobre si Einsteindistinguíao no

entreseparabilidady localidadhay diversasopiniones,por ejemplo,[Paty95], p. 202, nota 51: “... 1 e

es
e
e
e’
u’

ilidad: “s~atkállyseparatéd.sy~tems-pússessseparatet~álstates7’ 1
Lo~aIidad: “the= stateof a s3fstcmcsnbe thanged dfé&s, éffects -

woptedwft~o~t~s1 aelti0s.”
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3. 2. 6. Elementos de realidad en sentido fuerte y débil

¿Quésignifica “podemospredecir”?.Comose señalacon frecuenciaen la literatura

la expresión “podemos predecir” en el criterio de elemento de realidad es ambigua,

porquese puedeentenderen dos sentidos,por ejemplo, siguiendoa Greenberger,

Horne,Shimonyy Zeilinger (GHSZ), [GHSZ90], p. 1142, nota ío~:

maintainthat a sharpdistinction like Howard’scannotbefound in Einstein’swritings,evenin [Einstein

48], which gives theclearestdefinition of hisunderstandingof theseconcepts.Clearly, in my opinion,

Einsteinconsidersthat nonseparabilityandnonlocality are oneand the sameconcept.”Otra discusión

paralelaesla de quéentendíaEinsteinpor localidady cuantostipos de “localidades”hay,por ejemplo

[Fine 89], p. 455: “... the locality condition proposedby Einstein requiresthat influences on the

hypothetieal“real states”be local. It doesnotrequirelocal influenceson the outcomesof measurement

of the quantumobservables.That is Bell’s conditionof locality. Henceif that conditionwere implicated

in the violation of the Belí inequalities,it would not necessarilyinvalidateEinstein’s locality, which

standsor falís only with thenew physicsof which it was to be an ingredient.”Estadistinción (un tanto

filosófica) entre la localidad “de Belí” y la localidad “de Einstein” (con definicionesno siempre

coincidentes)es comúnen la literatura.Como ejemplo de lo fino que se puedellegara ser en estas

discusiones,en [Redhead87] sedistinguenhasta8 acepcionesdiferentesdel término “localidad”.

~Las cuatroopinionessiguientes:(i) Hayunaambigúedaden la expresión“podemospredecir”,(u)
Hay dosposiblesinterpretaciones:la fuerte (a vecesllamadarestringida)y la débil (a vecesllamada

amplia), (iii) EPR empleanla débil, (iv) Si no empleasenla interpretacióndébil su argumentono

funcionada;se presentanexplícitamenteen: [Clauser-Shimony78], p. 1885 (tambiénreproducidaen

[Stapp91], p. 12); [GHSZ 90), p. 1142, nota 10; [d’Espagnat93], Pp. 142-143; [Shimony93], p. 187.

En [Clauser-Shimony78] y [Stapp91] se hablade “broad” frente a “narrow”, mientrasqueen [Hájek-

Bub 92], [GHSZ 90], Ld’Espagnat93] y [Shimony93], se hablade “weak” frente a “strong”: hemos

elegidoestasegundanotación.Hay muy pocasdudassobrecuál era la salidaqueEinstein (no EPR)

hubiesedadoa la ambigíledad,comoquedaclaro,en el siguienteextractode[Einstein48] (tomadodela

versión en inglés de [Born-Einstein 69], p. 172): “the completemeasurementon S representsa

physicaloperarionwhicb only affectspart R of space.Suchan operation,however,canhaveno direct

influenceon thephysicalreality in a remotepart R
2 of space.It follows that every statementabout S~

which wearriveat as a result of a completemeasurementof 5, has to be valid for the system ~2’ even

if no measurementwhatsoeveris carriedout on ~ This would meanthat alí statementswhicb canbe

deducedfrom the settlementof y, or y, [dosfuncionesdeondadiferentesadscribiblesa 5, dependiendo

dequé seelija medirsobreSI mustsimultaneouslybe valid br 5,.”

hundfk*má14tbe-pMkt~on’t
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e’..

e’

‘y

e’

Hay acuerdoen que “EPR assumethe weak sense,andindeedunlessthey did so

they couldnot arguethat an elementofphysicalreality existsfor alí componentsof 5pm e’
u.

[en la variantede Bohm del argumentode EPR8j¡, thosewhich could have heen e-,

measuredas well as tite otte ti-rut actuallywas measured.”[GHSZ 901. Tambiénhay u.

unanimidaden que“TheEPRargumentgoesthroughonly if “can predict” is understood u.
es

in the weak sense.” [Shimony93], “If the narrow sense[el sentidofuerte] is accepted, e-

then the argument of EPR clearly does not go through, since the experimental

arrangementsfor measuringthepositionandmomentumofa particleareincompatible.” ti

es[Clauser-Shimony78]. Hay puesunaclara coincidenciasobreen qué sentidoha de
e-

deshacersela ambiguedad.Porejemplo,d’Espagnat[d’Espagnat931 dice: “... if we

want to be quite explicit on this point andremovethe aboyesaid ambiguity we must e,

replacethestandardEPRformulationby thefollowing one: es
e,

U

es

e
U

e
es
e
es
e
es
e

De hecho,los propiosEPR al final de su artículo dicen: “One couldobject this
conclusion[la incompletitudde la MC, ver la Sec. 3. 2. 9] on the groundsthat our e-

criterion of reality is not sufficiently restrictive. Indeed,one would not arrive at our es

conclusionif one insistedthat two or more physical quantitiescan be regardedas *
‘o

simultaneouselementsof reality only whenthey can he simultaneouslymeasuredor e-

predicted. On this point of view, since either one or the other, but not both ‘o

simultaneously,of thequantitiesP and Q can be predicted, they are not simultaneously e-
U

rea]. This makes the reality of P and Q depend upon the process of measurement carried
mc

es
8 Estacita hacereferenciaal ejemplode Bohm para ilustrarel argumentodeEPR(dos partículasde es

u.
espín 1/2 preparadasen el estadosinglete),la siguientecita se refiere al ejemplooriginal del artículode

e-
EPR(dos partículasen un estadoen el que la posiciónrelativa y el rnomentototal tienen valores es

definidos);ambosejemploslos veremosen la Sec.3. 2. 8. e-

e
es
u.
e
o-
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out on the first system, which does not disturb the second system in any way. No

reasonabledefinition of reality couldbe expectedto permitthis.” ¡EPR35j, p. 780~.

En la próximasecciónnosocuparemoscon mayorprofundidaden las consecuencias

quetieneel adoptarlaversióndébil de elementode realidad10•

3. 2. 7. La laguna más significativa

Estasecciónseocupade consignarla objeción lógicamásimportantedel argumento

de EPR;veremosde dóndesaley cómose podríaeludir.

A menudo se ha señalado que en el argumento de EPRexiste un “problema”: “There

is the problem that one cannotmakeboth measurements¡la de la posicióny la del

momentode una de las partículasJ,and henceboth predictions [la posición o el

momentode la otrapartículal,simultaneously.”[Hájek-Bub921, p. 318. Dicho de otra

manerael “problema” esque EPR no tienenreparoen suponerla existenciaconjunta

(“simultánea”) en el mismo sistema individual de elementos de realidad que

correspondena dosobservablesincompatiblesA y B basándose sólo de la pavihilidad

de, después de medir A’ o B’ (siendoA’ y 8’ tambiénobservablesmutuamente

incompatibles)sobreotro sistemaespacialmenteseparado,inferir (respectivamente)los

~ ParaPais.IFais 821, p. 456 (p. 457 en laedición en castellano),‘1’he only partof this article that

will ultimatelysurvive (•..) is ibis lasíphrase “No reasonabledefinitionof realítycould beexpectedto

permil this”l, which so poignantlysummarizesEinstein’sviews on quantummechanics.
lO Hay muchos otras matizacionesposibles(pero dc menosrelevanciapara estetrabajo) en la

condición suficiente de EPR para caracterizarelementosde realidad. Por ejemplo: ¿Quésignifica

“predecircon certeza”? Unapredicción “concerteza(j.c. con probabilidadigual a la unidad)” solo es

posibledespuésde infinitas repeticionesdel mismo experimento.Como el númerode repeticiones

posiblesen un experimentoreal es necesariamentefinito, se debeentender“con certeza”como “con

probabilidadtan próximaa la unidadcomo se desee”;comosc hace,por ejemplo,en ¡Redhead871, p.

72. En ¡Eberhard-Rosselet951, p. 101, se proponemodificarel criterio paraquecubracantidadesque

puedenserpredichascon cadcerteza Sobrelas diversasinterpretacionesdcl término“probabilidad” en

relacionC<)fl la MC, véase[Ballentine90], Sec. 1. 5. Una definición adecuadaparanuestrosproposítos

del término“predicción” esla que se da en lPitowsky 911, p. 137: “A prediction is a statementol the

lorm: “lf a futureexpcrimentE is conductedon a system 8 thc result will be a”. What makesthe

predictionvalid is [hefactthai ib E is conducted(without interveningor interfering mcasurements)the

resultwill indeedbe a Note,however,that E may neverbe conducied,or thai sorneotherexperimentE’

may be perlbrmedinstead.This doesno! retida dic prediction invalid. It sirnply ¡nakes it unleslahle.”

Otrafuentede posiblesmatizacionestieneque vercon la pregunta¿Enquémomentopodemosasegurar

queexisteun elementoderealidadydesdecuandoexistía?;como señala¡Redhead871, p. 78, el criterio

de EPR tampocoes explícitosobreestepunto.
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valoresconcretosde A y fi. Esta ha sido la objeción porexcelenciaal argumentode

EPR,comoquedaparticularmenteclaroen la siguientecita, [Howard851,pp. 174-175:
e’;

“Many commentatorshavebeentroubledby gapsin theEPR argument.The most
94*

significant lacuna is encountered at the place where the simultaneousreality of two

conjugateparametersof the first systemis inferred from the possibility of measunng

eitherof the corresponding parameters of the second system. In general, the relevant

parameters of the second system are themselves conjugate and so cannot be measured ‘o
e-

simultaneously. Additional assumptions are therefore required to license the inference

from the possibility of measuring either parameter of the second system, to the actual e-

simultaneotísreality ofboth conjugateparametersof thefirst.

Oneway to repairthe defectisjust to assumethat alí physicalsystemsat al! times Ue,
possessdefinite, observer-independentpropertieswhich are revealed to tis by

observation,includingthekind of indirectobservationswhich heat theheartofthe EPR e

Gedankenexperiment¡Essentiallythe sameprosthesisis recommendedin ¡Clauser- ‘o

Shiniony 78jj. But this common maneuveris objectionableon two counts. First, it e
‘o

reduces the EPR argument to a petitioprincipil. The aim of the EPR argumentis to e,

prove, via the reality criterion, the exktenceof elementsof physical reality not e

representedin quantum mechanies,and thereby to prove quantummechanies U

incomplete.However,thesuggestionunderconsiderationis that we simply as-sumethe e
e

existenceof these(aud many olber) elementsof physicalreality. Second,and more

importantly,this proposalnaively andtacitly presupposesthat we know what countsas e

a physical system, and that we know what is meant by talk of the “independence” of a ‘o
e

system’sproperties.” e

e
Concretamente, estas ‘suposiciones adicionales” de las que habla Howard, toman en ela literaturael nombrede “definitudcontrafactual”.Por tal entenderemos,siguiendoa e

Ballentine,[Ballentine90],p. 453: 0

e
“Counterfactualdefiniteness.This term (abbreviatedCFD) is usedto describethe e

characterof statementsabout“what would have occurred” in a measurementthat we e,e
couldhaveperformed,but did notactuallyperform.CFD occursin the EPRargument e

whenthey assertthat if we had measuredthe positionof particle 1 we could have e

learnedthepositionsx, of particle2, andif we hadmeasuredthe momentumof particle O

1 we coníd havelearnedthe momentump. of particle2. Although only one of these U
e

measurementscanactuallybe carriedout in a single case,the conclusionthat botli e

valuesx, and p., are well definedin natureis aninstanceof CFD.”1 ‘o

e
~ Ballenline y otros autoresdiscrepande la opinion previamentecitada de l-loward acercadel

carácterodfiiona/deestahipótesis. IBallentine 901, p. 453: “EPR do not assumeCFD; rather they O
e
e
e
e
e
e
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En nuestraopinión,esta(necesaria)hipótesisde definitudcontrafactualtraicionael

propósitoexpresadoporEPR al principio de suartículo de que: “The elementsof the

physicalreality cannotbedeterminedby a priori philosophicalconsiderations,butmust

be found by an appeal to resultsof experimentsand measurements.”,y cuestiona

también la aparente inocencia del criterio de elemento de realidad12.

¿Cómosepuedenminimizar esosaspectoscontrovertibles?.Bastaríatomarel

criterio de EPRen sentido fuerte o restringido13 (cosa que, según algunos autores,

incluso Bohr habíaaceptado14).Peroentonces,como antesse ha señalado,ni el

ejemplo explícito que usan EPRen su artículo, ni la versión de Bohm del mismo,

permiten rehacer un argumento de incompletitud. De hecho, incluso EPRparecen ser de

la opinión de que la conclusión de su argumento depende esencialmente de la adopción

de la versióndébil elementosde realidad(“One could objectto this conclusionon the

deduceit from loca/Uy and sorneresults taken from quantummechanics.”Otracita en el mismo

sentido, [Stapp91], p. 12: “Re key move in the EPR argumentis precisely the resolution of the

ambiguity in the phrase“can predict.” It is, in fact, the narrow sense[el sentidofuerte, definido en la

Sec.3. 2. 6] that mustbe usedinitially, since it is only if onecan actual/y predict the value with

certainty that ihe claim that this valuehasphysical reality carnesany conviction. However, the key

move of EPR is then to pointout that sincethechoicemadein A cannotdisturbin anyway whetheror

not somethingis real in B, the two realitiesmustboth exist simultaneously.Thus EPR deduce from

loca/ity theapplicability of the broadsenseof “can predict”.”

12 Una lecturaaisladadel criterio de elementoderealidadpudierasugerirque el sentidofuerte del

enunciadoera el pretendidopor EPR.La forma en que [EPR 35] lo aplicanrevelaqueestono es así.

Dadala ambiguedaden el enunciado,hay que serespecialmentecautoanteafirmacionescomo la de que

el argumentode EPRestan “sorprendente”debidoa lapropia“inocencia” de lacondiciónsuficiente;por

ejemplo,[Mermin 90 e], p. 177.

13 Tambiénpuedehaberun ciertotipo decontrafactualidaden los elementosde realidaden sentido

fuerte,cuandoen un sistemaindividual asignamosun elementode realidada unapropiedadpredecible

con certeza,stn verificarla. Pero en estecaso, la contrafactualidadse referiría a la falta de

comprobación,y no a la ausenciade datosnecesariosparapredecirel valorconcretodel elementode

realidad,cornoen la definición previamentecitadadeBallentine,para la quereservaremosel nombrede

CFD. Véaseen la nota 10 el comentariode Pitowskysobrecómola nocomprobaciónde unapredicción

no invalidaésta.
14 Hay autoresquepiensanqueBohr habríaaceptadola interpretaciónfuertedel criterio de EPR.La

cita más explícitaen estesentidoes [GHSZ 90], p. 1142, nota ID: “Bohr’s famousanswerto EPR

[Bohr 351 can be readas a challengeLo EPR on ibis point, maintainingthai tbe realiiy assuínption[el

criterio de existenciade elementosde realidad] is correetonly if the strongsenseof “can predict” is

used.”Estoesdifícil de decidir, en parteporque,comose señalaen [Stapp85], p. 307: “Most of Bohr’s

reply was not directed at the EPR argumentitself.” Paraun análisismásamplio sobrela posturade

Bohr véaseIstapp 85], Pp. 307-308, [Stapp 91], p. 8, [Bohm-Hiley 931, Pp. 136-137. Un análisis

críticodela respuestadeBohr aEPRes [Ko
9 81] (ver también[Ko9 80, 82]).
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grounds that our criterion of reality is not sufficiently restrictive. Indeed, one would not

arrive at ourconclusionif one insistedthat , citadaen la Sec. 3. 2. 6). En la Sec. 3.

5. 2, veremosque sepuederehacerun argumentode incompletitudcompletamente

similar al de EPRperousandola versiónfuertedel criterio de elementosderealidad.
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3. 2. 8. Ejemplos: EPR y Bohm

Terminemos el razonamiento. EPRbasan su argumento en un ejemplo concreto; un

resumendel mismo,adecuadamenteconcisoy fiel paranuestrospropósitos,esel de

[Ballentine90], p. 438:

15 En [EPR 35] seproponeun ejemplode un estadoconestascaracterísticas,ver lambién[Jammer

74], Pp. 182-184,pero que es no-nonnalizable;reciéntementese ha hechoun cálculo explícito, en

términos de operadoresde creacióny destrucción,de una basede vectorespropios comunes

(normalizados)de los operadoresposiciónrelativa Q~ —Q, y momentototal k + k de un sistemade dos

partículas,[Hong-yi-Klauder94].En [Hong-yi-Xiong 95] secalculanlos vectorespropioscomunesde

los operadoresposicióndel centrode masa gQ1 +p,Q, y momentorelativo g,fl—pJ~ siendo

fi- = rn. -4- m,) lamasareducidade la partículai.

16 En [De la Torre 94] se presentaun ejemploparticularmentesimétricoal ejemplooriginal de

EPR, perousandouna sola partículaque se mueveen el plano x-y. El argumentose basaen que los

operadorescorrespondientesa — q~ y p~ + p4 conmutan.A cambio de usar una sola partícula, la

versión de de la Torre necesitaun criterio paracaracterizarelementosde realidadconstruidosobrela

“E~ tlmn constdtte4 asyst~mót ‘cdiii a Ézátein whicjh Ibe
~ -; ~tñq ¡he ~iti’ ~bá~ tála& (Wc ~añ

readiWvehfy tlntt thc ape-ra¡orsfo? t~. ax’id so suoh an-
ter

ei~ws¡aÉeernist’O Aftt?;¡b - pttklet wc pan-
lnteraCUfit& N¡~VÚ~*~ ¡be

- pr>odktwíth ceitai»ty he -parúcie páfial

separatedftó±ñte first ánd tete is théÚi~ te
t tas

pardv1~1@sIM distirbp~rtic ó ¡becriledónabate,tile
posl¡iottafpattkle 1ru~¡be an< vtly~Wt ~ot214mea~¡,rethc
¡no 1c4tUtVfp~tble 1 ao4-ps’edictv¿ tE
2. Wc tlkre~foie interthattbc ah - ao-eL~nstof rettty. Uy
hy~*tk~is, thetei&flÚiUt~frtda 1 lts;sosiy iÉeasutenjentca
parti9fr 1 shó~Sldhayo fl(~ ~hyMta1ti It WOIIbL be’yttas¡
unttt$Ofl4bkfotthcreaJ~t3t0ftht~ttt dÉp0nd att operatknistaí do
rnn ffisnarb it it aayway4herefcreE . ~aLbssiniation~te valuesof

botbte-~wo~flio»x~ muí ¡he momentul áneaÉeptejcleincúisof reality.
Siaet th~erospÓaditx~ ~pcnxoÉshas ~tóMhfl cLoald dÉ~ctf be
sba4vu1~*eu4orbethÓf’te ~flj~ ~4t descflptiÓt~‘oÉ

physiculreallty thatrnIrovid~dbyd -~tat~wectotIS not con~pfrt4

in tfr sense44~á*4aboye

hipótesisdeno-contextualidaden lugardeuno construidosobrelas hipótesisde separabilidady localidad.
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Nóteseque el razonamientode EPR no esque puesto que sobre la partícula 2
e’podemospredecircon certeza p2 y simultáneamentepodemosmedir x2, ambosson
e’

elementosde realidad.En su razonamientoseeselementode realidadsi seespredecible e-

concerteza:el hechodequeal medirla posciónde lapartícula2 seencuentreun valor u.-

no confiereadichoresultadoir2 el carácterde elementode realidad;sí selo confiere e’

e’en cambio, el hecho de que se pueda predecir su valor tras una medida de x~. En
ti

panicular,en el argumentode EPR no esnecesariosuponerqueel valor obtenidoen una

medición“revela” un elementode realidadpreexistente
17. u.

ti

El ejemplo de EPR, con variables continuas(posición y momento),presenta ti

dificultadesteóricas(ver la nota 15) y experimentales18.En [Bohm 51], p. 614 y U’

es
siguientes,seproponeunaversión “considerablyeasierto treatmathematically”del

U’

ejemplo de EPR. El ejemplo de Bohm usa dos partículas de espín 1/2 preparadas

inicialmenteen el estadosingletedeespín19
es

*

‘o

17 Detodas formas,EPR no sonabsolutamenteclarossobreestepunto, ya que en la frase “... one ‘o

es
would notarrive at our conclusionif oneinsistedthat two or morephysicalquantitiescanberegardedas

es
simultaneouselementsof reality only when they can be simultaneouslymeasuredor predicted”,

aparentementeponen en pie de igualdad“medir” y “predecir”. Pesea esta frase,creemosque la e,

interpretacióncorrectadel criterio es la que se obtiene usandosólo las predicciones.El motivo e
fundamentales que en unamediciónsobreun sistemaindividual no sepuedesabersi el valorobtenido es

es el único que era posible, o solamenteuno entrevarios posibles,seleccionadoqizás por una t

interacciónentreel sistemay el aparatode medida. Suponerque la medición “revela” un valor

preexistenteen el sistemaindividual es unapeticióndeprincipio (acordeconla ideade variablesocultas U
U

deterministas)de las queel argumentodeEPRintentaprecisamenteevitar.
u18 Las primerasdiscusionessobreposiblestestsexperimentalesdel argumentode EPR usando

fotonescorrelacionadosen polarizacionesson [Bohm-Aharonov57, 60], [Peres-Singer60]. Unade las

cosasquesequeríancomprobaresla hipótesisde [Furry 36 a,b] dc quelas correlacionesseperderíanal *

estarlas partículasespacialmenteseparadas;[Bohm-Aharonov57], p. 1071, “In fact, EinsteinhasUn a U

privatecommunication)actually proposedsuch an idea; namely, that the currentformulation of the

many-bodyproblemin quantummeclxanicsmaybreakdown whenparticlesare far enoughapart.”Ver
e

también [Schródinger35 a, b, 36]. es
19 Un singletede dospartículasde espín 1/2 puedeobtenerseen la desintegraciónespontáneadeun

u
sistemacon J = O en dospartículasde espín 1/2 con momentoangularrelativo nulo. Ejemplosde esie

tipo de desintegracionesson ladesintegracióndel pióncero en un parelectrón-positrón.

e
<1 + —

ir —4e 4-e, (3.a) e

es
o la desintegracióndel mesón~ien un pardemuones e

-e-

es
e
es-
*

ti’
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sobre las que se pueden medir, en regionesespacialmenteseparadas,sendas

componentesde espín que, en el estado(3. 1), estáncorrelacionadasen cualquier

dirección.El argumentoesparaleloal de EPRperousandocomponentesdel espínde

cadapartícula,en lugarde posicióny momento.

3. 2. 9. La conclusión de EPR

Las alternativas a las que se enfrentan EPRal principio de su artículo son: “(1) tI-te

quantum mechanicaldescription of reality given hy the wave function is not

completeor (2) whenthe operatorscorrespondingto two physicalquantitiesdo not

commuteÉhe two quantitiescannolboye simultaneousreo/Uy.” [EPR 35], p. 778.

Al final del articulo dicen: “Starting then with the assumption that the wave function

doesgive acompletedescriptionof thephysicalreality, wearrivedat theconclusionthat

two physicalquantities,with noncommutingoperators,canhavesimultaneousreality.

Thusthenegationof (1) leadsto thenegationoftheonly otheralternative(2)20.

Y concluyen diciendo: “we left open the question of whetheror not sucha

descriptionexists.We believe,however, that suchtheory is possible.” [EPR 35], p.

780.

Desafortunadamenteestasdesintegracionesson muy raras(la primera tieneun “branchíngratio” de

(7, 5±2,0) x íot [Particle DataGroup 94], p. 1449, y la segundade (5,7±0, 8) x 10% [Particle

DataGroup 94], p. 1451). Según [Sakurai94], p. 224, en un contextomásrealistase puedenobtener

singletesen el scatteringdeprotonesa bajasenergíascinéticas.En esecaso,el principio deexclusiónde

Pauli[Pauli 26] hacequelosprotonesque interaccionanesténen el estado‘S0 (momentoangularorbital

0, estadosingletede espín);ademáslos estadosde espínde losprotonestrasel scatteringse mantienen

correlacionadosinclusocuandoseencuentranseparadospor unadistanciamacroscópica.
20(1) y (2) sona/ternativaspor la condiciónnecesariadecompletitudde una teoríafísica (Sec.3.

2. 3) y por la condición suficientede elementosde realidad (Sec. 3. 2. 4); la negaciónde (1) es la

hipótesisde partida: suponerque“la descripciónmecanocuántica...es completa”.La negaciónde (2) es

el resultadodel argumento:“dos cantidadesfísicas con operadoresno-conmutativospuedentener

simultáneamenterealidadfísica”.

Wett~fl4~ocúxEkd~ tb~t %4~ l”’@1 ckscripúon ofsplúskal
re4~ty s hy ~sveft¡w±thónsis ni*cóÉ¡$ttá V
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Es habitual la opinión de que el interés del artículo de EPRestriba no sólo en señalar

un conflicto entre la MCy ciertas concepciones absolutamente “razonables” sobre la

realidad,sino en sugerirademásun programaparacompletarlaMC. En esesentido,el

teorema de Bell-EPR, que veremos a continuación, muestra la incompatibilidad entre ese

programay la MC2i.

21 Para,Pais,autordela quizámejorbiografíacientífica deEinstein[Pais82], “The conclusion[del

artículode EPR] has not affectedsubsequentsdeveloprnentsin physics and it is doubtful that it ever

will,” [Pais82], p. 456 (p. 457 de la ediciónen castellano).Sin embargo,es indudablequeesteartículo

hasidoel detonantede cientosde trabajosteóricosy experimentalesen físicaen los últimos 60 años;de

hecho,en los últimos añosesla publicaciónmáscitadadeEinstein(ver la figura 3. 1>.

w

0

40

60

30

20

10

F¡g. 3. 1. Evoluciónentre 1945 y 1994del númerode mencionesanualesen el

ScienceCitation Índexa las tres publicacionesmáscitadasde Einstein:en negro,las

citasa [EPR35],en gris oscurolas citasa [Einstein06]: la tesisdoctoralde Einstein,en

la quedescribíaun nuevométodoteóricoparadeterminarradiosmolecularesy el

númerode Avogadro(ver [Pais82], Sec.5c), y en gris clarolas citasa [Einstein05]: el

primerartículode Einsteinsobreel movimientobrowniano(ver [Pais82], Sec.5d).
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3. 3. El teorema de Bell-EPR

3. 3. 1. Enunciado del teorema

JohnBell22 dio la vueltaal argumentode EPRy demostróen [Belí 64] que: “In a

theoryin which parametersareaddedto quantummechanicsto determinetheresultsof

individual measurements,without changingthe statisticalpredictions,theremustbe a

mechanismwherebythe settingof one measuringdevicecan influencethe readingof

anotherinstrument,howeverremote.Moreover, the signal involved must propagate

instantaneously,sothat sucha theory could not be Lorentzinvariant.”, [Belí 64], p.

199.

Dicho de otra manera,Belí descubrióque, en ciertos casos,las predicciones

estadísticasde la MC y las de unateoríade variablesocultaslocalessoninconsistentes.
Llamaremos“teoremade Bell-EPR” aaquélque señalala imposibilidadde construiruna

teoríade variablesocultaslocalescompatiblecon todas las prediccionesde la MC.

Entenderemospor localidadla definición de la Sec.3. 2. 5. El significadoprecisodel

enunciado del teorema de Belí dependerá en cada caso de a qué tipo de variables ocultas

locales nos estemosrefiriendo. En general,en este trabajo sólo consideraremos

variables ocultasdeterministas(aquellasen las que el resultadoconcreto de un

experimentoen un sistemaindividual estápredeterminado),en la creenciade que la

mayorpartede los resultadospuedenextendersea tipos másgeneralesde variables

ocultas.

La demostraciónde Belí procedede la siguientemanera: (i) Sobreel ejemplode

Bohm del argumentoEPR, consideraunateoríade variablesocultasque satisfacelos

requisitosde EPR. (u) Paraunateoríade estetipo, derivaunasdesigualdadesentrelas

funcionesde correlaciónde experimentosalternativos(realizadossobredistintos

subconjuntosde sistemaspreparadosen el mismo estadocuántico). (iii) Hace la

hipótesisde queesasfuncionesde correlaciónsecorrespondencon los valoresmedios

calculadoscon la MC. (iv) Muestraqueal sustituiresosvaloresesperadoscuánticosen

la desigualdadobtenidaen (u), la correspondientedesigualdad,en ciertoscasos,se

viola.

22 La mayorpartede los artículosde Belí sobrefundamentosde MC se recogenen [BeIl 87] (y los

mismosy dosmásen [BeIl 95]). Sobreaspectoshistóricosque rodearonla génesisde las desigualdades

de Belí, véase[Jammer74] (p. 302 y siguientes);ver también[Jammer90,93]. Unaentrevistacon Belí

puedenencontrarseen [Davies-Brown86]; en [Bernstein89] hay un capítulobasadoen entrevistascon

Belí.
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La demostraciónde [Belí 64] es la primerade unalargacadenade desigualdades

propuestasen la literatura,y conocidasbajoel nombregenéricode desigualdadesde

Beil. Estasdesigualdadeshanvenido desempeñandoun doblepapelen física:

94
(a) Inicialmente surgieron como un estudio teórico de las consecuencias que tendrían

las hipótesis de EPR y, durante años, fueron la forma más habitual de hacer una u.

demostración teóricadel teorema de Bell-EPR23. e-
e-
u.(b) A diferenciadel argumentode EPR(quesebasaen el supuestoteóricode que se
e-

puedepredecircon certezaun resultado,y que sepuedeformular paraun sistema *

individual), las desigualdadesde Belí involucranmagnitudesestadísticas,lo cual hace u

másfactible su traducciónaexperimentosreales(en los que difícilmenteselograesa es
es

condición de predictibilidad con certeza). Así, en desarrollos posteriores, las
U

desigualdadesde Belí se fueron adaptandoal propósitode haceruna verificación e»

experimentaldel teorema de Bell-EPR. *

es

Nuevasdemostracionessimplificadashandesplazadoa las desigualdadesde Belí de es

supapel(a). Veremosalgunasde ellasen las Secs.3. 3. 5 y 3. 4. Sin embargoninguna u’
e

de estasdemostracionesalternativashaconseguidotodavíadesplazara las desigualdades

de Belí de su papel(b). Poresto,y aunqueno hemosrealizadoaportacionesoriginales e»

en estetema,en las Sees.3. 3. 2 a 3. 3. 4 empezaremosmostrandoalgunasde las U

desigualdadesde Belí máscaracterísticas24. U
u
e
es

3. 3. 2. Las desigualdadesoriginales de Belí u’

*

Considéresela versiónde Bohmdel ejemplo de EPR: un par de partículas de espín es

1/2 creadasde algúnmodoen el estadosingletede espín (3. 1). Supongamosque las u’
es

dospartículassemuevenlibrementeen direccionesdiferentes,haciasendosaparatosde
U

Stern-Gerlachsituadosen regionesseparadaspor un intervalo de género-espacio.En es

todomomentosupondremosquelaparteespacialdel estadono afectaal argumento25. es
e
U

23 Porque,comorecuerdaSantos,“[El teoremadeBell-EPR] is a mathematicalstatementwhich, as e»
such,doesnotrequireanyrealexperimenttobeprovedor disproved”[Santos95], p. 1. e

24 Dada la ingente literatura sobreestetema,nuestraselecciónde referenciasno pretendeser e

exhaustiva.Comofuentesde bibliografíaadicionalpuedenconsultarse:[Iammer 741, llPipkin 781,
[Clauser-Shimony78], [Selleri-Tarozzi 81], [Wheeler-Zurek83], [Ballentine 87], [Sellen 88, 90], U

[Home-Selleri91]. U
e25 Un estudiodetalladode la parteespacialde la función de ondaparael ejemplode Bohm puede
es

encontrarseen [Santos 95]. En estetrabajoseafirma que: “(1) thestandardproofsof Wells theoremare
U

incompletebecauseno care is taken of the spacepart of the wave function, (2) according Lo non- es

U

U

u’

*

ti
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Los Stern-Gerlachmidenunacomponentedel espíndecadapartícula.Denotaremospor
aS> la componentesegúnel vector unitario a del espín de la primera partícula

(multiplicada por 21k), y por a2> la componentesegúnel vectorunitariob del espínde

la segunda partícula. Los resultados de esas medidas son siempre +1 ó —1.

Si semide &~> sobreel estadosingletey se obtieneel resultado+ 1 (—1), entonces,

segúnla MC, la medidade u~2> debedarel valor—l (+1). Comoesposiblepredecircon
certezael resultadode ~~2> a partir del resultadode la mediciónde as’> (y viceversa),y

comoademáslas partículasestánespacialmenteseparadas,concluimosqueel valorde

a12> (de ah>) es un elemento de realidad (en sentido débil) de acuerdo con el criterio de

EPR.En el singleteestoocurrecualquieraque seaa; portanto, todaslas componentes

de espínde cadaunade las dospartículassonelementosde realidad(débiles).

Introduzcamosla siguientenotación: v(ui>, 2) indica el valor (+1 ó —1) que tendría

el resultadode la mediciónde as’> sobrelapartícula1; análogamente,v(a,7,2) indica
el valor del resultadodemedir U,?> sobre la partícula2. Supondremosque paracada

componentede espín,esosvaloresestándeterminadospor las variablesocultasdel
sistema, a las que denotaremoscolectivamentepor 1. La localidad requiereque

v(aLi>, 2) no dependade quésemida sobrela segundapartícula,ni que v(a~2>, 1)

dependadequé semidasobrela primerapartícula.

Supondremos que las variables ocultas tienen una distribución de probabilidad p(2)

que satisfacela siguientecondiciónde normalización:

I pGaOdÁ=1. (3. 2)

En todo lo que sigue,nos fijaremossólo en las funcionesde correlaciónentrelos

resultadosde medicionessobrelas dospartículas.Paraeleccionesfijas de a1> y al2> la

funcióndecorrelaciónsedefinecomo

C(ojí>, a~2>):=f v(oj’>, .X)v(02>, 20p(2»)dA. (3. 3)

relativistic quantummechaniessome5pm singletstatesare ableto violate a Belí inequality,but not all

suchstatesdo so, (3) EPRE[EPR-Hohm]experimentsare extremelydifficult due to severalconstraints

Ip. 2] (...) but no fundamentaldifficulty exists [p. 6].” En [Ben-Aryeh93], p. 317, se dice: “Locality is

notviolated for thesingletstate.(...) Due lo superselectionrules the singletspin siateis entangledwith

spatial sphericalwavefunctions.Belí inequalitiesare violated only for subensembleswhich are notpure

states.”La mayoríade los autoressupone,sin embargo,quela parteespacialde la función de ondasno

afectaesencialmenteal argumento.
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Sea a~> unamediciónalternativasobrelapartícula2. En general,las medidasof>
(2>y a11 no puedenhacersesimultáneamentesobreun mismosistemaindividual, pero sí

se puede hacer cada una de ellas sobre un subeonjuntodistinto de sistemas

idénticamentepreparados.En esecontextotienesentidoconsiderarla diferenciaentre e

dosfuncionesde correlación, u.

e’

—J [V(Q’, tv(a~
2>, Aj)~v(oQi>, tv(aV>,

1a3]pGaúdA (3. 4) .4.r r~~i-~ u.
e»

Como hemosdicho, en el estadosinglete al medir la mismacomponenteen ambas

partículasseobtienensiempreresultadosopuestos,por tanto,

e»

v(a
2>, 2)=~v(a~i>, 2), v(a§>,1) =~~v(a~i>, 2), (3. 5) e»

U

lo quepermiteescribir(3.4) corno u’

e»
C(a~í>, a(2>)~C(a(]) u2>) es=—J [v(aj, >Óv(aP>, 2)-.-v(<’~, 2)v(a~»,2Ó]p(2)dl (3. 6) es

e.
u’

Teniendoen cuentaque v(ai>, 2)v(oQ>,2)=l, entoncestambiénpodemosescribir e

(3. 6) como es
e

C(a~i>, a~Q>)~C(a~l>, al2>) u’

~ 2)v(a,5’> , 2)[l ~v(a~í>, 2)v(a%’>, 2Ó]p(2)d2 (3. 7) u’
~Iv(a<t>

es

Teniendoen cuentaque v(oji>, 2)v(a~¡>,2) es+1 ó —1, luego tiene valor absoluto 1,

y que h — v(u$>, 2)v(a~j>, 2)] esno negativo,y porlo tanto igual asu valor absoluto;

tomandolos valoresabsolutosde ambosladosde la ec. (3. 7) sellega aque
es

IC(a~i>, ff(2> )—C(a’>, al~>)¡ =SL’ ~~v(a{i>,2)v(aí», 1)]p(Aj)dA. (3. 8) e»
es
esEn (3. 8), el segundotérminode la derechaes, C(aj, GV>), con lo que, teniendoen
e

cuenta la condición de normalización (3. 2), llegamos a e»

*

u’

*

u’

u’

Estaesla desigualdadde Belí de 1964. A partir de estadesigualdadvamosademostrar e»
que las variablesocultasdeterministasy la MC son incompatibles.Por reducciónal O

absurdo: Supongamos que el valor medio del producto v(a~í>, ,aOv(a~2>,2) que en una

u’

e
e»
u.
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teoríade variablesocultasvienedadopor la funciónde correlación(3. 3), coincidecon

el correspondientevalormediocuántico,

0 Gr>) = —cos6ab’ (3. 10)

Sustituyendo(3. 10)en la desigualdad(3. 9) resulta

cosQ
11—cosO_I<l~cosQ11, (3. 11)

desigualdad que no siempre se verifica (tómese por ejemplo a~ B 0,

ab = b B =l/~~b), q.e.d.

3. 3. 3. Las desigualdadesde CHSH

Clauser,Horne,Shimony y Holt (CHSH) proponenen [CHSH 69] una versión

másgeneralde las desigualdadesde Belí.

Considerando(ademásde las medicionesde Uf>, U,?>, U]> consideradasen la

secciónanterior)unanuevamediciónalternativasobrea primerapartícula,a», la ec.

(3.4) sepuedeescribircomo

C(oQ’>, GÁ
2>) — C(of >

=1 [v(a:’, A)v(a2>, Aj«l ±v(a’>, R)v(UV>, X))]p(2ÓdiA. (3. 12)

—S [v(U’>, .X)v(U2>, X)(l±v(u,~j, Áft(U$>, R))]p(2Ódi.

En lugar de suponer, como hasta ahora, que v(Gt>, 24e {+l, —11, por motivos de

convenienciaposterior,supondremosque

(3. 13)

Lo quenospermite,tomandovaloresabsolutosen (3. 12), escribir

jC(a¿~~, a2>)—C(aJ1>, G12>)I=5 [í±v(Qí~~>, Óv(o42>, AÚ]p(2)d2

+5 [í ±v(U~’>, 2úv(of>,R)]p(ADdA (3. 14)

peroel ladode la derechade (3. 14) no esmásque 2±[C(aQ>, aV> )+ C(a~’>, a~2>)j,

por tanto,podemosescribir(3. 14) como



Éstasson las desigualdadesde CHSH de 196926.Nótesequela desigualdad(3. 15) se

haderivadosin hacerningunaalusióna la MC, en particularsin ni siquierausar(3. 5).

u’

u.
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~It

u.
e-
u.

e-

ti
ti

ti

u.
*

Sustituyendoen (3. 15) las funcionesde correlaciónpor los correspondientes e»

valoresmediosquelaMC prediceparael singlete(3. 10), y eligiendocuatrovectoresa, e

A, b, B coplanares,talesque b = A, ya y B formen un mismo ánguloO con A y b, ti
U

seobtienela desigualdad es

e
2cos8—cos(28)=l, (3. 16) e.

*

queseviola máximamenteparaO = a/3, parael que el miembrode la izquierdade (3. es

16) es 3/2. 0

es

La limitación másimportanteparatraducira un experimentoreal las desigualdades
ede Belí tienequevercon la ineficienciade los detectores:la mayoríade las partículasno es

sondetectadas.Paramodelizaresto, representaremospor v(oj1~) = O los casosen los e.

quelaprimerapartículano fue detectadacuandosemidió ~ (esdecir, supondremos e

que v(G’>) e fo, + 1, —1 } ); esporello queresultaútil la generalizaciónintroducidapor e
e»

CHSH en (3. 13).
U

En experimentos con eficiencias perfectas en los detectores,y siendo e

N++(aj>, a2>) el númerode sucesosen los que las medicionesde U)> y U,?> han e

dadoambasel resultado+1, etc.; el valor experimentalde la función de correlaciónse
e

calculacomo
e

Cexp(GcV>, a;2>) u’
es

+ (si>, G,~2>) + N(aLl>, G,~2>)~N+(G,~i>, a2>) — N~+(aí>, G2>) (3. 17) u’

A¡(U~í>, a2>) e
e

En experimentossin eficienciasperfectasen los detectores,siendo (para cada par es
e»(GJ,G,«))NN~~+N +N_ +N +N~

0±N0+N_ +N0+N00, (donde
u’

es
26 Cuandoen la literaturasehablade“desigualdadesdeBelí” sin especificarcuáles,sesuelenreferir e»

es
a éstas,quesonlas queutiliza Dell a partirde [Belí 71] (porejemplo,enlos capítulos7, 10,13y 16 de

u’
[Dell 87]). Una comparaciónentrelas hipótesisde [Dell 64] y las de [CHSH 69] puedeencontrarseen

U
[d’Espagnat93]. El lado izquierdode (3. 15) es lo que se llamael “operadorde Dell” asociadoa las e»

desigualdadesde CHSH [Draunstein-Mann-Revzen92], p. 3259. e»

e
e»
es
e-
Ui~
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el subíndice O indica que la correspondiente partícula no se ha detectado), y haciendo la

hipótesis de que las partículas detectadasson una muestra estadísticamente

representativadel conjunto27,el valor experimental de la función de correlación se

convierteen

~ a>’ (2>\ N~~+N —N__ —N(U(í Gb) N_ +N_ -i-N_ +N (3.18)

En los experimentosrealesestacantidad(o su análogaen experimentoscon fotones)se

haencontradoque coincide con la MC y viola la desigualdadde Bell-CHSH28.Sin

27 Lo que en la literaturase llama hipótesisde “fair sampling”.Puedeenunciarsede la siguiente

manera,[Home-Selleri 91], p. 31: “given that a pair of photonsemergefrom two regionsof space
wheretwo polarizerscanbe located,the probabilityof theirjoint detectionfrom two photomultipliersis
independentof thepresenceand the orientationof the polarizers.”Estahipótesises dispensablesi la

eficienciade los detectoresestápor encimade un cierto umbral [Carg 83], [Mermin 86 b], [Carg-

Mermin 87] (estosautoresllegan a laconclusióndeque“Por theconventionalexperimentwith particles

in the singletstate(or its photonanalogue),thedatapredictedby thequantumtheorydo not violate [the

necessaryand sufficientconditionfor compatibility with local realism]unlessthe quantumefficiencyof

the detectorsexceeds83%.” [Garg-Mermin87], p. 3831).

28 Casi todoslosexperimentosrealizadoshastala fechaestánen buenacuerdocon las predicciones

de la MC y violan las desigualdadesde Belí. Todosellosnecesitanhipótesisadicionales;basándoseenla

necesidado no de hipótesisadicionales,en la literaturase distingueentredesigualdadesfuertesy débiles,

por ejemplo, [Home-Selleri91], p. 33: “Weak inequa/ity: An inequality exclusivelydeducedfrom local

realismandviolated by quantummechanicsin the caseof nearlyperfectinstruments.Strong inequality:

An inequality deducedfrom local realismand from certainadditionalassumptions,suchas the CHSH

(...). and violated by quantummechanicsin thecaseof actual instruments.”Lassiguientesreferencias

tratandepropuestasexperimentalesidealesy experimentosrealizadossobredesigualdadesdeDell. Hemos

clasificado la referenciasen tres grupos (en cadagrupo las referenciasestándispuestasen orden

cronológico):

(a) Experimentosreales: [Kocher-Commins67], [Papaliolios 67], [Preedman-Clauser72] (con

fotonescorrelacionadosenpolarizacionesemitidosen el decaimiento1 = O—* 1 —* O de átomosde Ca;

ver también [Preedman72], [Clauser92]), [Holt-Pipkin 72] (id. con átomosde Hg; uno de los pocos

experimentosquemostró acuerdocon las desigualdadesde Dell), [Clauser76 a], [Clauser76 b] (Hg),

IFry-Thompson76] (Hg), lLamehiRachti-Mittig 76] (scatteringprotón-protónabajaenergía),[Aspect-

Grangier-Roger81] (con fotonesde Ca y polarizadoresde un solo canal;ver también [Aspect76]).

[Aspect-Grangier-Roger82] (Ca y polarizadoresde dos canales),[Aspect-Dalibard-Roger82] (con

dispositivosópticosquecambianla orientaciónde lospolarizadores,duranteel vuelo de los fotones; ver

también [Aspect 83]), [Perrie-Duncan-Beyer-Kleinpoppen85] (con fotonescorrelacionadosemitidos

simultáneamentepor deuterioatómico metaestable).[Rarity-Tapster90] (con fasey momento),[Kwiat-

Vareka-Hong-Nathel-Chiao90] (con fotonesemitidospor un cristal no lineal y correlacionadosen un

doble interferómetro;siguiendola propuestade [Franson89]), [Ou-Zou-Wang-Mandel901 (id.), [Ou-
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embargo,es posible construirmodelosde variables ocultaslocales en los que las e-
e-partículasdetectadasno sonunamuestrarepresentativadel conjuntoy en las que(3. 18)
e-

viola las desigualdades de Bell-CHSH pero (3. 17) no29. e-

e-

e-
3.3.4. Las desigualdadesde CH

ti

Clauser y Horne (CH) [Causer-Horne74] hacendos mejorasrespectoa las o-

desigualdadesde CHSH: (i) Derivanunasdesigualdadesen las que no es necesario o-
e

suponerque las variablesocultasdeterminancadaresultadoconcretodeuna medida, o-

sino sólo las probabilidadesde cadaresultado30.(u) Las desigualdadesde CH u’»

permiten una traducciónexperimentalen la que sólo hacenfalta los resultados e.
es

detectados.
es
e

(i) La situación experimental considerada por CH es ligeramente distinta de la de
U

Bohm: Unafuenteemiteparesde fotonescorrelacionadosen polarización,cadauno de e»

ellos atraviesaun polarizadorquepuedetenerdosorientaciones:a~> y A ~> para el e
eprimer fotón y b<2> y B~> parael segundo.Introduzcamosla siguientenotación:
e
e

Pereira-Kimble-Peng92] (con fotonescorrelacionadosen amplitud), [Tapster-Rarity-Owens94] (con es

fotonesen fibra óptica). 0

(b) Experimentosideales: [Lo-Shimony 81] (disociaciónde unamoléculametaestable),[Horne- es
Zeilinger 85, 86, 88] (interferómetrosde partículas),[Horne-Shimony-Zeilinger89, 90] (id.) (ver

es
también [GUZ 93], [Wu-Xie-Huang-Hsia96]), [Franson89] (con posición y tiempo), o en los que e
intervienensimultáneamenteobservablesde espectrodiscretoy de espectrocontinuo [Zukowski-

Zeilinger91] (polarizacionesy momentos),(propuestasexperimentalessobredesigualdadesde Belí sin U
hipótesisadicionales:)[Fry-Li 92], [Fry 93, 94], [Fry-Walther-Li 95], [Kwiat-Eberhard-Steinberger- e
Chiao94], [Pittman-Shih-Sergienko-Rubin95], [FernándezHuelga-Ferrero-Santos94,95] (propuestade e
un experimentoconparesdefotonescon deteccióndel átomoen retroceso),[Freyberger-Aravind-Horne- es

Shimony 96]. u’

(c) Artículos de revisión: [Clauser-Shimony78], [Pipkin 78], [Duncan-Kleinpoppen88], [Chiao- u’
u’

Kwiat-Steinberg95] (revisión de los experimentospropuestospor estosautorescon fotonesemitidos
e

por un cristal no-linealenun procesodeparametriedown conversion).
29 Algunosejemplosde referenciascríticas:[Marshall-Santos-Selleri83] (“el realismolocal no ha

sidorefutadopor los experimentosde cascadaátomica”),[Marshall-Santos89], [Santos91], [Santos92 e
c] (modelode variablesocultaslocalesqueestáde acuerdocon las prediccionesidealesde la MC en los e

experimentoscon fotonesemitidos en una cascadaatómica, como los de AspecQ, (crítica a los es
experimentoscon fotonesgeneradosen un procesode parametricdown conversion:)[Garuccio95 a], U

[Santos96].
u’30 Estaes una de las dosúnicasincursionesque se hacenen estatesissobrevariablesocultasno-
u’

deterministaso estocásticas(la otrase haráenla Sec.5. 4. 2); enci restodela tesissupondremosque

las variablesocultassonde tipodeterminista, e

es
e
es
es
ti
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p(a(í>, A) es la probabilidadde detectarel primer fotón cuandoel correspondiente

polarizadorestáorientadosegúna~‘>; éstaes laprobabilidadque las variablesocultas

asignan al primer fotón31; análogamente p(b<2>, 1) indica la probabilidad de detectar el

segundofotón cuandoel correspondientepolarizadorestáorientadosegún b(2>, y

p(at ¡ , b<2>, A) esla probabilidadde detectarambosfotonescuandolos polarizadores

estánorientadossegúna(í> el delprimerfotón y segúnb(2> el del segundo.

La probabilidadde detectarel primerfotón con el polarizadoren la situacióna(1> se

obtienepromediandosobrelas variablesocultas

P(a~’>) =yfp(a(1>, Aúp(20dA. (3. 19)

Análogamente,

P(b<2>) =Jp(b<2>, tp(1)dA, (3. 20)

P(a<í>, b<2>) =Jp(a~’>, b~2>, A)p(A)dA. (3. 21)

Suponiendoque p(a<í>, A) no dependede qué orientacióntengael polarizadordel

segundofotón y que p(b(2>, A) no dependede qué orientacióntengael polarizadordel

primer fotón,

p(a<’>, b<2>, A) =p(a<i>, A)p(b<2>,A). (3. 22)

Paradeducirlas desigualdades,CH consideranel siguientelema.

Lema: Dados6 númerosrealesa,A, a, b, B, fi, talesque

O<aA<a; O=b,B=/3, (3.23)

siempreseverificanlas siguientesdesigualdades:

—cxfi=ab—aB+Ab+AB—A13—cxb=O. (3. 24)

Justificación:Laexpresióndel medioen (3. 24)es lineal en cadaunade las cuatro

variablesa, A, b, B, luego sus extremos deben estar entre los de esasvariablespor la

propiadefiniciónde ínfimo y supremo[Gleason66]. La demostraciónde ladesigualdad

31 En unateoríadevariablesocultasdeterministasel queel fotón atravieseo no el polarizadorestá

predeterminado; en cambio,en una teoríade variablesocultas probabilísticas,en un experimento

individual sóloestádefinidala probabilidadde atravesarel polarizador.
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derecha (la relevante para el argumento posterior) puede verse en [Ballentine 90], p.

446. t

1»

Haciendoel cambiode variables: a = p(a(í>, >~») A = p(A<í>, A), b = p(b<2>,A),

B = p(Bt2>, A), a = fi = 1 en (3. 24), multiplicando por p(A), e integrando sobre 2,

obtenemos
e»

.4

e’

*4-

ti

94

que son las desigualdades de CH32. e»
e’
u.

(u) Los datos de un experimento son el número de detecciones que ha registrado e»
cada detector N(a(í>), N(b<2>), y el número de detecciones conjuntas (o e-.

coincidencias)N(a<¡>, b12>), paravarias orientacionesde los polarizadores:En un es

experimento real, N(a(í>)/N, N(b(2>)/N, y N(a(í>, b<2¼/N,hacen, e.
u’

respectivamente,los papelesde P(a<í>), P(bt2>) y P(a<¡>, b(2>). El númeroN esel
e»

número total de pares de partículas emitidos por la fuente, número que es desconocido e

(puestoque es el númerode partículasno detectadases desconocido),pero N no es

aparece en el equivalente experimental de la desigualdad u’

e-.
P(a<i>, b(2>y~. P(a<í>, B(2>)+ P(A<í>, b(2>)+ P(A(l>, B<2>) <1, (3. 26)

*
P(A<’>)+ P(b’2>) e»

U
queseobtieneapartir de la segundadesigualdadde (3. 25)~~,y quetambiénesviolada es

en ciertoscasospor las correspondientesprediccionescuánticas. u’

u’

Dadasu importancia,las desigualdadesde Belí handadolugara muchostrabajosde e»
es

tipo teórico de los que no podemos ocuparnos aquí34. es

u’

U
32 [Home-Selleri 91], p. 34: “Inequalities like the previous (...) are sometimesalso called e»

“inhomogeneousinequalities” since they are based both on double and single probabilities. e

“Homogeneousinequalities”(...) are basedon doubledetectionprobabilitiesonly.” es
~ Tambiénun test experimentalde las desigualdadesde CH requierehipótesisadicionales,en U

panicularlo quese llama en la literaturahipótesisde “no-enhancement”,quese puedeenunciarde la e

siguiente manera,[Home-Selleri 91], p. 34: “for every photon in the state 2. the probability of e»
detectionwith a polarizerplacedon bis trajectoryis less than or equalto the detectionprobability with u’

u’
thepolarizerremoved.”Unacríticaalas desigualdadesdeCH es [Angelidis83].

34 Sin ánimo de ser exhaustivos,damosa continuaciónuna lista de referencias a artículos de

investigaciónentornoa las desigualdadesdeDell. Hemosclasificadolas referenciasen5 grupos: e»

*

e»
*

e»
e’

(tUi> -I~%~HP(á~’¾kh#P(~ tb< O -
O
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3. 3. 5. La demostración estadística de Mermin

La demostración que vamos a ver a continuación encierra el mismo tipo de

contradicción entre MCy variables ocultas locales que hay detrás de la violación de las

desigualdadesde Bel]: unacontradicciónestadística;esto es,unacontradicciónentre

lasdistribucionesde probabilidadde los hipotéticosresultadosde medicionessobreun

conjunto de sistemas preparados idénticamente. Por otra parte, por su simplicidad se

asemejamása las demostracionesalgebraicas(en las que las contradiccionessedan

entre los hipotéticos resultados de un sistema individual) que trataremos en las

seccionessiguientes.

Consideremosdospartículasde espín 1/2 preparadasen el estadosinglete(3. 1).

Sobrecadapartícula i (i = 1, 2) consideremostres observablesincompatibles:tres

componentesde espínsegúntres vectorescoplanaresque formanentresi ángulosde

120»;porejemplo,

= G<i>, (3. 27 a)z

(a) DesigualdadesdeDell paradospartículasdeespíns: [Mermin80, 86 a], [Garg-Mermin82, 83,

84], [Mermin—Schwarz82] (espín 1 y espín3/2), [Ogren83], [Sanz-SánchezGómez90], [Sanz90] (Cap.

4), [Ardehali 91], [Gisin-Peres92], [Geng92] (paradosespinesdiferentes),[Peres92 d], [Wódkiewicz

92].

(b) Desigualdadesde Dell paranpartículas:[Mermin 90e], [Belinsky-Klyshko 93], [Belinsky 94].

Vermásreferenciasen la Sec.5. 5. 2.

(e) Paraquéestadosse violan las desigualdades:(Las desigualdadesde Bell-CHSH se violan para

todos los estadospurosentangled:)[Capasso-Fortunato-Selleri73], [Gisin 91 a] (correccionesa este

último en [Barnett-Phoenix92]), (máximaviolación paraestadospuros:) [Popescu-Rohrlich92]. (la

violación es máxima paraestadosmáximamenteentangled:)[Kar 95], [Cereceda96 b]. Paraestados

mezcla: [Braunstein-Mann-Revzen92] (máximaviolación paraestadosmezcla), [Mann-Nakamura-

Revzen92], [Beltrametti-Maczynski93], [Horodecki-Horodecki-Horodecki95] (condiciónnecesariay

suficienteparaque un estadomezclaviole lasdesigualdadaesdeCHSH), [Aravind95].

(d) Otrasdesigualdades:[Baracca-Bergia-Livi-Restignoli76] (desigualdadesdeDell paraobservables

no dicotómicos),[Cirel’son 80] (mientrasquelas desigualdadesdeDell dan límites alas correlacionesen

una teoríade variablesocultas, la desigualdadCirel’son da el límite superiora las correlaciones

cuánticasy por tanto lamayorviolación posibledelas desigualdadesdeDell segúnla MC; en particular

Cirel’son pruebaque el valor absolutode la combinaciónde las funcionesde correlaciónen las

desigualdadesdeCHSH(3. 15)estáacotadopor 2V1 en MC y por 2 en una teoríade variablesocultas

locales; ver también [Chefles-Barnett96]), [Braunstein-Caves88, 89, 90] (desigualdadesde Dell

encadenadas,con másdedosobservablesalternativos).[Ou-Pereira-Kimble-Peng92],p. 3666,dicenque

“there is no generalizaionof the Dell inequalitiesfor continuousvariables”.Ver másreferenciasen la

Sec. 5. 5. 3.



150 Capítulo 3. El teoremade Bell-EPR

= (J~oú>--aj)/2, (3. 27 b)

e’

= —(‘fia~.0 +G~’>)/2. (3. 27 c) e-

o-
En unateoríade variablesocultaslocalesdeterministas(basadaen la interpretacióndébil ti

del criterio de EPR), cadapartículadebeposeerun resultadodefinido (+1 6 —1) para e’

*esostresobservables.Siguiendola terminologíade Mermin,cadaparde partículasdebe
e»

tenerasociadoun “conjunto de instrucciones”que le indica cómo respondera los o-

distintosexperimentosposibles.Porejemplo,un conjunto de instruccionesdefinidas e’

podría ser35 u.
ti

1 mt

Bt2~ CW}j~~~ 4’ (3. 28) e»
es
e»

que indica que si semidiesesobrela partícula 1 el observableA(l> se obtendríael u.
resultado+1, si (en lugarde A~~>) se midiese B(í> seobtendría+1, y si (en lugarde A(~> e

ó B~1>) semidiese C(í> seobtendría—1; si semidiesesobrela partícula2 el observable u’

eA<l> seobtendríael resultado—1, si (en lugarde A<2>) se midiese ff2> seobtendría—1, y

si (en lugarde A(2> ó B(2>) semidiese Ct2> seobtendría+1. e
es

Vamosa considerardos tipos de experimentos:los experimentosen los que se es

miden los mismos observablespara las dos partículas,experimentosa los que O

llamaremosX(í>X(l>, y los experimentosen los que semiden observablesdistintos,
e

experimentosa los quellamaremosX<i>Y(2> (donde X, Y = A, B, C; X !=Y).
e

En el singlete, los experimentos X(I>X(2> siempre dan resultados opuestos, e
e»

(3. 29) u’

es

lo cualreduceel númerode conjuntosde instmccionesadmisiblesa los 8 siguientes: u’

es

{7i}’ i+++}’ {7i}’ {++-}‘ {—-i-—}, {+—+}‘ {~—--j~ {-~~I (3. 30)

e
(i) Es fácil ver que todos los experimentosX<i>Y(2> que sehagansobreuno de los es

dosprimerosconjuntosde instmccionesdaránresultadosopuestos. u’

e
94

u’

e
~ Comotoda la informaciónrelevantesepuedealmacenarenunamatriz(2 x 3 en estecaso),estas u

teoríasrecibena vecesel nombredeteoríasdevariablesocultas“matriciales”; véase,por ejemploIHnilo

93]. e

u’
es
es
u’
e
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(u) En los experimentos X<i>Y<2> que se hagan sobre uno de los otros 6 conjuntos de

instruccionessedeberíanobtenerresultadosopuestosen 1/3 de las veces.

Demostración.Consideremoslos posibles experimentossobreel conjunto de

instrucciones{±±W} (tercerconjunto en (3. 30)): seobtendránresultadosopuestos

siempreque sehaganexperimentosA(i>B<2>, ó B<í>A(2>, y resultadosigualesen los

experimentosA<¡>C<?>, B<i>C(2>, ¿i>,

4(2> ó C<í>B<
2>. Si suponemos que los 6

experimentosde tipo X(i>Y(2> sedan con la mismafrecuencia,para esteconjunto de

instruccionessedeberíanobtenerresultadosopuestos1/3 de las veces;un razonamiento

análogosepuedehacerparael cuarto,quinto y octavoconjuntode instrucciones,

q.e.d.

Luego,considerandotodos los conjuntosadmisiblesde instrucciones,de (i) y (u)

concluimos que, independientemente de la frecuencia con que aparezcan los distintos

conjuntosde instrucciones,en los experimentosde tipo X<i>Y(2> deberíanobtenerse

resultadosopuestosal menos1/3 de las veces36.Sin embargo,la MC prediceuna

probabilidad menor:

I~,(X(i>=~Y<2>)=cos2(,r/3)=l/4. (3. 31)

Por tanto, la MC no es compatiblecon la existenciade conjuntosde instrucciones

definidas37.

36 De hecho,si hacemosla hipótesisadicionalde que los 8 conjuntosposiblesde instruccionesse

dancon la mismafrecuencia,enlosexperimentosx~1> Y’2’ se obtendríanresultadosopuestos1/2 delas

veces.

~7Estademostraciónaparecióoriginalmenteen [Mermin 81 a]. CuentaMenninen [Mermin 90 e],

xv: “That paper(...) did bring me the finest rewardof my entire careerin physics——a letter from

RichardFeynman(coincidentallysenton my birthday)that begins“One of themostbeautifulpapersin

physicsthat 1 know of is yours in the AmericanJournalof Physics Dut theAiF article turnedout

to be only the t»irst step in a chain of papers.”La mismademostración(o variantesde ella) puede

encontrarseen [Mermin 81 b, 85], [Penrose89] (Pp. 358-360dela ediciónen castellano),[Mermin 90

e] (Caps. 10-12). En [Cabello-GarcíaAlcaine 95 a] se comparaestademostración(estadística,con

elementosde realidaddébiles)de Mermin con otra demostracióndistinta (algebraica,con elementosde

realidadfuertes)queveremosenla See.3. 5. 4. En [Kunstatter-Trainor84] setratala demostraciónde

Mermin en el contextode la interpretaciónestadísticade la MC. En [Yurke-Stoler 92 b] hay una

propuestaexperimentalparaimplementarlacon dos fuentesseparadasde partículas.Comentariosa

[Mermin 85] son: [Aspect85], [Marshall-Santos85], [Rohrlich 85], [Feingold-Peres85], [Mirman 85],

[Gardner 85], [Ekstrand 85]. Otros artículoscríticos son: [Vogt 89], [Alíen 92], [Marmet 93]. Otra

demostración(estadísticapero sin desigualdades)sencillaes la de Wigner, [Wigner 70] (ver también

[Jammer74], Pp.309-310).Unadesigualdadcuyaderivaciónesbreveeslade Herbert, [Herbert75],que
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e-

3.4. Demostracionesalgebraicas e-»
u.

3.4.1. Introducción u.,

e”
En las siguientesseccionessetrata lo siguiente:En la Sec. 3. 4. 2 se reproducela

u’versión de Mermin con tres partículas de espín 1/2 de la demostración de Greenberger- o-»

Home-Zeilinger(GHZ). En la Sec.3. 4. 3 sediscuteunasimplificacióndebidaaPeres o-»
u’

con dos partículas de espín 1/2 que requiere una definición “recursiva” de elementos de
es

realidad. En la Sec. 3. 4. 4 setrata la versión con dospartículasde espín 1/2 del

argumento de Hardy. u-
es

En estas secciones consideraremos sistemas de dos. tres o más partículas de espín O

1/2 que supondremos se encuentran mutuamente separadas por intervalos de género u’
u’

espacio; asimismo, denotaremos por y(A) el valor predeterminado (en una teoría
es

deterministade variablesocultaslocales)del resultadode unamedicióndel observable es

A. En todos los casostratados,los observablessonobservablesde espínrepresentados U

U
pormatricesde Pauli o productostensorialesde matricesde Pauli, y por tanto esos

u’
valoressólo serán+1 ó —1. u’

e»
e

3.4.2. La versión de Mermin de la demostración de GHZ es
e

En 1989, Daniel Greenberger,Michael Horne y Anton Zeilinger (GHZ), u’

propusieronuna demostracióndel teoremade Bell-EPR “sin desigualdades”sobre e
e

sistemasindividuales[GHZ 89] (ver también[GHSZ90]). En estasecciónveremosuna

versiónsimplificadadebidaaMermin [Mermin90 a, b] de la demostraciónoriginal38, e
e
e
e

es
u’

u
e
e

tambiénpuedeencontrarseen: [Stapp85], [Mermin 89], [Penrose89] (Pp. 573-574de la ediciónen e
castellano),[Ballentine90], p. 440.

38 La demostraciónoriginal de 0Hz, sobreun sistemadecuatropartículas,la veremosen la See»5. es

2. 1. La bibliografíasobreel argumentode 0HZ (y variantesdel mismo) es especialmenteamplia; e
ademásde las referenciascitadasen estaseccióny la siguientey en 5. 2, véanse:[Clifton-Redhead- ti

Butterfield91 a,b] (generalizaciónde la demostraciónoriginal de0HZ a “factorablestochastictheories, u-

iheoriesin which apparatushiddenvariablesarecausallyrelevantto measurementresults,and theoriesin es
U

which the hidden variablesevolve indeterministicallyprior to the particle-apparatusinteractions’),
e

[Pitowsky 91, 92], [Herbut92], [Clifton-Pagonis-Pitowsky92], [Stapp93 a].

O

ti

O

es
.4
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Consideremosun sistemade trespartículasde espín1/2preparadasinicialmenteen el

estadode espín

El estado(3. 32) espropio decuatrooperadoresno-localesmutuamenteconmutativos:

De (3. 33)-(3. 36) se deduce que, midiendo un observable local (al’> ó G~’>) sobredos
-Y

(1> ti> (O 0>de las partículas (es decir, midiendo ~ o ~ , y Uf ó ay, con i !=j),se podría

“predecir con certeza” el valor de un observable local de la tercera partícula (Glk> ó

¿lo) Portantoatendiendoal criterio de elementode realidad(en sentidodébil) de EPR,

debehaberun elementode realidad(débil39)asociadoa cadauno de los 6 observables
~ afl, = 1, 2, 3. Dicho de otramanera,los resultadosde las medicionesde esos

observablesdebe estarpredefinidosen una teoría de variables ocultas locales.
Llamaremos a estos resultados v(a$), v(a~~>). De acuerdo con (3. 33)-(3. 36), esos

resultadosdebenverificar respectivamenteque

v(G7>) >< v(G121)x y(at31)—1,

v(a~j) x v(G2>) x v(aQ>) — ~l.

(3. 37)

(3. 38)

(3. 39)

(3. 40)

La demostración“algebraica”del teoremade BelI-EPRconcluyeviendoque las

ecuaciones(3. 37)-(3.40) son incompatibles.Esto sedemuestramedianteun sencillo

argumento: cada valor (+1 ó —1) aparece dos veces en los lados izquierdos de las

~ Son elementosde realidaddébilesporqueno hay ningúnexperimentoquepermitainferir los 6

\ÑZ 1-.&~>@Ú%0& 1#

~#t

conjuntamentesobreun sistemaindividual.
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ecuaciones;por tantoel productode todos los lados izquierdoses 1; sin embargo,el

productode los ladosderechoses—1, q.e.d.

En la Sec. 3. 5. 4 veremoscómo es posible obtenerla mismaconclusión(la

incompatibilidad entre MC y elementosde realidad) sin necesidadde inferir

alternativamente elementos de realidad (para observables incompatibles), utilizando

únicamenteelementosde realidad(paraobservablescompatibles)inferidosmediante

medidasconjuntasen el mismo sistemafísico individual (elementosde realidaden

sentidofuerte,con la notaciónde Sec.3. 2. 6).

3. 4. 3. La demostración de Peres con ERs recursivos

Peres [Peres 90 a], propone una simplificación con sólo dos partículas del

argumentoanterior.Consideremosdospartículasde espín1/2 en estado singlete (3. 1).

Es eseestado,

P,, (UQ> — —U§2>)=l, (3.41)

esdecir, al medir Ulí> y G2> sobrecualquiersistemaindividual preparadoen estado

singletesiemprese obtienenresultadosopuestos(+1 y —1, ó —I y +1), por tanto

suponiendoque talesresultadosestánpredeterminados(en una teoríade variables

ocultas),debeocurrir que

(3. 42)

Análogamente, como

J~, (U~’> — <2>) = 1, (3.43)

también debe ocurrir que

V(G>) = —v(U12Á. (3. 44)

Por otro lado, como los operadores <~> 0<> y ¿Q> 0<> son conmutativos,

supondremos,como en MC, quelos observablesG> O <2> y U(í> O ¿2> se puedenY X

medirconjuntamentesobreun sistemaindividual40.Ademásel estado(3. 1) verifica

40 No estáclaro cómo puedehacerseuna medición conjunta de a” ® <2> y a> ® al2>
(evidentementeno sepuedehacermidiendolos observables~>> >2> <, y multiplicandoentre

a», a,

silosdosprimerosy losdossegundos,ya que a> y al’ son incompatiblesy tambiénlo son al’> y

a>’>. Estohadadolugara ciertasconfusiones;véase[Nogueira-dosAidos-Caideira-Domingos92])» Un
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—1 i(a~ >®á~
2>+á<’>®á’o¡

4’;=o (3.45)
z 7 x

y portanto,

v(a
1> O of>) = —v(G2> O a») (3. 46)

En estepunto Peresintroduceuna extensióndel criterio de elementode realidadde

EPR41. La ideaconsisteen suponerque “elementsof reality which correspondto

commutingoperatorscanbe combinedalgebraically,andtherebygeneratenewelements

of reality, in a recursivemanne02(...) Therefore,if commutingoperatorsA and B

correspondto elementsof reality with numericalvaluesy(A) y v(B), respectively(...),

any algebraicf(Á, A) alsocorrespondsto an elementof reality, with numericalvalue

f(v(A), v(B)). This is the spirit, if not the letter, of the EPR criterion. One may

distinguishprimary elementsof reality (obtainedby observationsperformedon distant

systems)from secondaryones(obtainedrecursively),but both kinds areconsidered

equivalentin the presentargument.”[Peres92] y [Peres93], p. 151. En particular

supondremosque

v(a> Oc») = v(at) x v(GÓ, (3. 47)

v(ali> Oa») = v(G5’>) x v(of>). (3. 48)

Perolas cinco ecs. (3. 42), (3. 44), (3. 46)-(3.48) son incompatibles,comoseve

medianteun argumentode paridad:cadavalor (+1 ó —1) aparecedos veces,bienen el

mismo ladode la igualdad,bien en ladosopuestos;al multiplicar las ecuaciones,en el

primer casoel productode los dosvaloreses 1, en el segundocaso los valoresse

cancelan;de maneraque en el lado izquierdode la igualdad resultantequedaun 1

mientrasqueen el ladoderechoquedaun —l quevienede la ec. (3. 46),qed.

intento(fallido) deresolverel problemadeesamediciónconjuntapuedeencontrarseen [GarcíaAlcaine

92].
41 Estaextensiónno se haceexplícitamenteen [Peres90 a] perosí en [Peres92] y [Peres93], p.

151»
42 La razónparahacerestasuposiciónes que si los operadoresA y fi conmutan,la MC nos

permiteen principio medirsimultáneamentelos correspondientesobservablesA y fi, junto concualquier

función univaluada f(A, B), y entonceslos resultadosnuméricosde estastres medidasestán

relacionadasfuncionalmentecomo lo estánlos operadores.Nótesequesi dosoperadoresÁ y A tienen

un estadopropiocomún yf, con valorespropiosa y b respectivamente;entoncesy es automáticamente

propio del operadorf(A, fi) con aulovalor f(a, b), independientementede que Á y A sean o no

conmutativos(es decir,bastaque y seaestadopropio de ~iy A paraque fiÁ4, 8) y = f(a, 1’) y’).
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ParaPeresestacontradicciónmuestraque“the resultof a measurementofA cannot

dependonly on A and on the stateof the system(unlessthe wave function is an

eigenstateofA). It also depends,in a way not yet understood,on thechoiceof other

quantummeasurementsthat may possiblybe perfonned.” [Peres90 a]. O también

muestraque “our recursivedefinition of elementsof reality, which appearedalmost

obvious, is incompatiblewith quantumtheory.” [Peres93], p. 15].

Como admite Peres,la definición recursivade elementosde realidadestáen “el

espíritu [pero no en la letra] del criterio de EPR”. En particular,es imposiblemedir
G(í> 0 ¿2> sin interaccionarcon ambaspartículasy con ello inferir un elementodex ¿

realidad“primario” para¿~>® ¿~> “sin perturbarel sistema”.Por lo cual,estrictamentex

hablando,no consideremosquela de Peresseaunademostracióndel teoremade Belí-

EPRsino, másbien,unanuevademostracióndel teoremade BKS43: unademostración

dependientedel estadocon observablestetradimensionalesdoblementedegeneradosen

lugarde con proposiciones.

3. 4. 4. La demostración de Hardy

a. Introducción

En estasseccionesnos ocuparemosde la versión con estadosde espín de la

demostraciónalgebraicadel teoremade Bell-EPR propuestapor Lucien Hardy44.

‘~ Estaes la opiniónde Mermin [Merrnin 90 d, 93 a, b]. Merniin ha convencidotambiéna Peresde

quesu argumentono es unademostracióndel teoremade Bell-EPR;véasela nota 42 del capitulo 2, y

losagradecimientosde [Peres96 b].

‘~ El argumentoinicial deHardy [Hardy92 a] eraun argumentocontrala existenciadeelementosde

realidadinvariantesLorentz y empleaba,en lugar de estadosde espín,un par electrón-positrónque

atravesabandosinterferómetrosdeMach-Zehndersolapados»En estetrabajoeludiremosla interpretación

de~ argmnentode Hardy como argumentocontra los elementosde realidad invariantesLorenti»

(interpretacióncriticadaen [Clifton-Niemann 92], [Vaidman93], [Berndl-Goldstein94]; ver también

[Schauer94 a]); en lugar de esto, consideraremosla propuestade Hardy simplementecomo una

demostracióndel teoremade Bell-EPR de imposibilidadde variablesocultaslocales(de hecho,la de

Hardy es “The bestversionof Belístheorem”,comodiceel titulo de [Mermin 95 a]). En el capítulo5

veremosel experimentoideal en el que Hardybasósu primerargumento.La primeraversiónconespines

del argumentode Hardy es la propuestaen [Clifton-Niemann 92], posteriormentetambién Hardy

reescribiósu argumentoparasistemasdedospartículascon dosniveles (en particularparaestadosde

espín de dospartículasde espín 1/2), [Hardy 93], y éstefue generalizadoen [Goldstein 94]. Otras

presentacionesdel argumentoson: [Hardy-Squires92], [Stapp92] (Sec.VII), [Stapp93 b] (pp. 5-9),

[Stapp94], [Mermin 94 a.b, 95 a]. Másreferenciasrelacionadascon el argumentode Hardysedana 1<,

largo de estasseccionesy en el capítulo5.
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Primerodefiniremoslo quesonestadosdeHardyen el casode estadosde espínde dos

partículasde espín1/2, enunciaremosel argumentode Hardyen esasituación(lo que su

autor llama “No-localidad sin desigualdadespara casi todos los estados[puros]

entangledde dos partículasde espín 1/2”, [Hardy 93]), y veremoscuál es la forma

explícitade los estadosde Hardy.Luegoestudiaremoscuálessonlos estadosde Hardy

que violan máximamenteel realismo local. A continuación, introduciremosla

descomposiciónde Schmidty veremoscómoéstapermiteclasificarlos estadospuros

“entangled”en dostipos: “máximamenteentangled”y “estadosde Hardy”. Finalmente

resumiremoslas condicionesnecesariasparageneralizarel argumentoal casode dos

partículasde espínsy al casode n partículasde espín1/2.

h. La demostración

Supongamosun sistemaformadodospartículasde espín 1/2 cuyafunción de onda

espacialestá localizadaen sendasregionesseparadaspor un intervalo de género-

espacio.Sobrela primerapartículasepuedemedir la componentedel espínsegúnel
vectora (aj>) o, alternativamente,la componentesegúnel vectorA (G~

1>); sobrela

segundasepuedemedir lacomponentesegúnel vectorb (G>) o, alternativamente,la

componentesegúnel vectorB (u]>). Supongamosquela partede espíndel estadodel

sistemahasidopreparadapreviamenteen un estadoi~ (que no cambiaen la evolución

temporal)quetienelassiguientespropiedades:

Un estadode espínde dospartículasde espín1/2 que verifica a la vezestascuatro

propiedadesdiremosqueesun estadode HardyAS.

‘~ Estaformade caracterizarlos estadosde Hardyes esencialmentela misma quese proponeen

[Clifton-Niemann92). Laexpresiónde las cuatrocondicionesde Hardy en términosde probabilidadesy

probabilidadescondicionadases la habitual en las revisionesde Mermin del argumentode Hardy:

» <- ‘- ‘»~~ - - -

» i~ (aQ?~-+t41—#~y~

[Mermin 94 a, b, 95 a].
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El argumentode Hardy esel siguiente:Sólo nos vamosafijar en uno de aquellos
casosen los quesemide uf y ¿2> y seobtieneel resultado+1 paraambaspartículas;

resultadoquetieneunaprobabilidadno nulade suceder,por (3. 52). Si, en esemismo

disparodel experimento,hubiésemoselegidomedir uf> y a2> (en lugarde aj2>), es e-

de suponer que habríamos obtenido o)> = + 1 como en el caso anterior (ya que, por la e-

hipótesisde localidad,el resultadode la medidade o)> no puededependerde qué se
e-

elija medir en la región 2 que está separada por un intervalo de género-espacio de la e-

región 1), y, por la propiedad (3. 49), el otro resultado habría sido u]> =— 1. e-,

Alternativamente,si en el mismodisparohubiésemoselegidomedir o)> (en lugarde e-

aji>) y ¿2> esde suponerquehabríamosencontradoa,j2> =+l (por localidad) y, por e’

ti
(3. 50), a1> =~ 1 . Portanto, teniendoencuentalos dosrazonamientosanterioresy la e»

(i> (2>
hipótesisde localidad,si enesemismodisparohubiésemoselegidomedir CA y G

11 e’-

(en lugarde uf> y al>), deberíamosde haberobtenido a»> =a§
2> =—l. Pero,de e»

e»
acuerdocon la propiedad(3. 51),eseresultadojamásseobtieneen unamedidasobreel

u’
estado r~. Conclusión: ningunateoría de variablesocultas locales en la que los e.

2 (2>(> (1> a,j>, &fi esteripredeterminados(y con ello queremosdecir eresultadosde Q ,

que,porejemplo,el resultadode of> dependasólo del estadode la partícula1 y del e.
es

estadodel aparatode Stern-Gerlachqueseutiliza paramedirla),escompatiblecon la e.

MC en el casodescrito. e
u’

La claveparaqueel argumentode HardyfuncioneesquelaMC permitaestadoscon u

las propiedades(3. 49)-(3.52).Vamosaver cuáles la formaexplícitamásgeneralde u’
es

tales estados;en el capítulo 5 veremoscómo se pueden producir estadoscon
u’

propiedadessimilaresen diversoscontextosfísicos. e
e

En la basede estadospropios de a»> y u]>, el estadopuro de espín de dos e

partículasde espín1/2 másgeneralpuedeescribirsecomo e»
U

1 v>=c++IaQ>=+l>QIu]> =+í>+ eja)> =+l>®Ia~/> = 1) u’
¡ (3.53) u’

+c+¡aV> ——l>0¡aV> =±l>+c¡a~>»»» í> 01012>= 1> e»
e

dondelos coeficientesdebenverificarla condiciónde normalización U
U

ti

Paraqueun estadode la forma(3. 53) cumpla(3. 49)debeocurrir e»
u’

c++<oQi>=+l¡aí> =±l>=~c,<aj= +l¡a»Q> =~l>. (3. 55) e»
e
ti

Paraquecumpla(3. 50),debeocurrir es
e

e
u’

es
e

’
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Paraquecumpla(3. 51),

= +lIa~2> =+í>=—c+ <c42> = +lIG~2> =~l>.

c =0.

Y paraquecumpla(3. 52),

— +l~ci1
17 — +l><G(2> — +1[G~2> = +1> +

c~ <aS>—+l~G<
1> +1><Uj2> = +l~O~2> = ~í> +

— +l~a(i> = ~l><G~2>= +l¡G~2> = +1> +

c<aS> —±l~a7= l><u7> =

(3. 56)

(3. 57)

(3. 58)

+l~G» —1>!=0

Sustituyendo(3. 55), (3. 56) y (3. 57) en (3. 58), sellega a

= +lIu(í> »»»+l>(G,~2> r+lIat2> =

porlo tanto

~ !=0.

Teniendoen cuenta(3. 60),paraqueseverifique (3. 55)debeocurrir

c !=0.

Análogamente,paraqueseverifique (3. 56)

c_ !=0

(3. 59)

(3. 60)

(3. 61)

(3. 62)

Resumiendo:los estadosde Hardy son los de tipo (3. 53) con uno de los

coeficientescero y los otros tres distintosde cero46.Como los vectoresA y B son

arbitrariossiemprepodemosescribirlos estadosde Hardycomo

46 La formaexplícitade los estadospropuestaen [Hardy 93] no es todo lo generalposible; esta

+CdfrA »=tS ~4

coú

expresiónmásgeneralfueobtenidaen [Goldstein94].
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En genera],el estado(3. 63) no esni simétriconi antisimétricobajo e] intercambiode

partículas47.

Vamosa vercómosepuedefabricar, al menosidealmente,un estadodeHardy de

espíncondospartículasde espín 1/2. Cójaseunapartículade espín 1, hágasepasarpor

un Stern-Gerlachorientadosegúnel eje z positivo, desécheseel canal asociadoal

autovalor—1, y reúnansecoherentemente48los canalesasociadosa los autovalores+1 y

O; a continuación,la partículade espín 1 salientese desintegraen ondaS en dos

partículas distintas de espín 1/2. Se obtiene así un estado de Hardy de tipo

En el capítulo 5 trataremoscon másextensiónotras

situacionesfísicasque danlugara estadosde Hardy.

c. Máxima violación

Ningunateoríade variablesocultaslocales(del tipo descritoantes)puedeexplicar

los resultadosde aquellosdisparosdel experimentoen los que semiden jj> y a,~2> y
seobtiene~f>=a~2> =+l. Sin embargo,esossucesosson sólo un subconjuntode los

sucesosposibles cuando se miden esascomponentes(los sucesosen los que

uf> =u,~2> =~í, of> =~»~a~2> =±l no dan lugar a contradicción).En estasección

vamosa verparaquéestadosde Hardyla probabilidadde obtenersucesosinexplicables

mediantevariables ocultases máxima, y cuál es estamáxima probabilidad. La

probabilidadquequeremosmaximizaresla queapareceen la ec. (3. 52),

(2)~ :=Ku)> = +1, Gb (3. 64)

que,por (3. 52), debeserestrictamentemayorquecero.Llamando

~ El postuladode simetrizaciónde la MC dice que todos los estadospurosde un sistemade

partículas idénticasdebenser totalmentesimétricos o antisimétricosbajo el intercambiode dos

cualesquieradeellas; en particularel teoremade conexiónespín-estadística(ver [Streater-Wightman64])

dice que en un sistema formado por fermiones/bosonesidénticos sólo los vectores de estado

antisimétricos/simétricosrespectoa la permutaciónde esaspartículas,puedendescribirestadosfísicos»

Hay variasformasde que un estadodeHardy “escape”al postuladode simetrización:(a) las partículas

sondistinguibles(porejemplo un protón y un muón), (b) las partículasson idénticas(porejemplo,dos

electrones)peroestánmuy separadas.En la See.5. 2» 2 veremosbrevementeun procedimientoque

utiliza el principio de exclusiónde Pauli[Pauli 26] parafabricarestados(conpropiedadesquepermiten

hacerun argumentoanálogoal) de Hardycon fermionesidénticos»
48 El problemade la recuperaciónde la coherenciaen un interferómetrode Stern-Gerlach(estoes,

un aparatode Stern-Gerlachseguidode imanesparareconstituircoherentementeel hazinicial) setrataen

[Englert-Schwinger-Scully88], [Schwinger-Scully-Englert88], [Scully-Englcrt-Schwinger89].
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x:=I<G~i> =+íjaQ> =+í>12, (3.65 a)

y:=~u2> =+í¡oQ> =+í>12, (3.65b)

la ec. (3. 59) se convierte en

J~ =¡c~»+¡xy. (3. 66)

c+~ 12 se puede expresar como función de x e y. Para ello, resolvemos el sistema de

ecuacionesformadoporlas ecs.(3. 53)-(3. 57) teniendoen cuentaque

KaQ> =~lIGii> =+í>12 =1 —x, (3.67 a)

2iiU =1—y. (3.67b)

Entonces (3. 66) se puede escribir como

(l—x)(l—y)xy
í—xy ‘ (3. 68)

que es máxima cuando

x = = (3. 69)

queno esotracosaqueel inversode la razónáurea49.La probabilidad P máxima esu

49 La razón áureao númeroáureo,representadofrecuentementecon T o ~, mide la antigua

secciónáurea griega.La secciónáureade un segmentoAB se definecon ayudade un puntoM tal que

AB/A M= AM/MB; cada uno de estos cocientes es entoncesigual al número áureo, y vale

(1 ±~/)/2, es decir 1.61803398...(para algunos autores,el número áureo es el inverso de este

número,es decir: (si? —1) /2 = 0.61803398...).Se tratade un númeroirracional, pero algebraico,

soluciónpositivade la ecuación2 —x —1 = 0, y queapareceen muchoscontextos.Porejemplo,se

puededemostrarque el cocienteentredoselementosconsecutivosdela sucesiónde Fibonacci 1, 1, 2, 3,

5, 8, 13, ... enla quecadatérminoesla sumade los dosprecedentes,tiendehaciala razónáureacuando

n tiendea infinito (la sucesióndeFibonacciapareceenel estudiodela disposicióndelas hojasalrededor

del tallo en las plantaso filotaxia). Históricamente,la razónáureahadesempeñadoun papelimportante

en la estéticaclásica (dondese conocetambién como la divina proporción);también se le atribuyen

interpretacionesmísticasy simbólicas.Datostomadosde [Mashaal95]. Tambiénes el cocienteentrela

diagonaly el ladode un pentágonoregular.Larelaciónentrela razónáureay el argumentodeHardy fue

advertidapor primeravez por Mermin, [Mermin 94 a, b] (aunquelos cálculos ya estabanhechosen

[Hardy93]).
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(a1>
5

JÍ’J =009017. (3.70)

Como

A

x=cos2(aA/2), (3.71)

de (3. 69)

A A

aA=bB= 762 34’. (3. 72)

Los estados para los que se obtiene la máxima P son aquellostalesque
‘7

Ic++I = = 023607, (3. 73)

23— 5
2 = lc+ =0.38197. (3. 74)

d. La descomposiciónde Schm¡dt

En estasecciónveremosquelos estadospurosentangledde dospartículasde espín

1/2 sólo puedenser de dos tipos: o máximamenteentangledo estadosde Hardy. Para

ello introduciremosla descomposiciónde Schmidt.

Cualquierestadopuro de un sistemacompuestopordos subsistemas,descritopor

un espaciode Hilbert W’> O H(2>, puede, para una cierta elección de base, expresarse

en la forma

Iw>=XciIAS»®IB,<2», (3. 75)

donde {IAIí»} esunabaseortonormalde vectoresde MU>, y {IB>» esun conjunto

ortonormal de vectoresde H(2> (suponiendodimH<í) =dimHt2>). Esto es lo que se
llamala descomposiciónde Schmidt (o tambiéndescomposiciónbiortogonal,polar,

etc.)50.Nóteseque,al contrarioquela descomposiciónhabitual

50 Referenciassobreestadosde sistemascompuestosy en particularsobrela descomposiciónde

Schrnidtson: [Schmidt07 a, b], [Von Neumann32] (Sec.VI. 2), [Furry 36 a], [Jauch68] (See. 11. 8),

[Ballentine901 (Sec.8. 3), [Albrecht 92] (Secs»II, III y apéndice;sobrela descomposiciónde Schmidt),

[Barnett-Phoenix92], [Albrecht 93] (Sec»II y apéndice;sobrela descomposicióndeSchmidt), [Peres93]

(Cap. 5), [Elby-Bub 94] (unicidad de la descomposicióntriortogonalde estadospuros), [Albrecht 94]
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(3. 76)

en la descomposición de Schmidt (3. 75) sólo hay un índice51.Los vectores{IA>~’»} y

{¡ B>» permiten definir sendosoperadoresautoadjuntosÁ(i> = Xa¿IA[> >XA[I> ¡
= ~b>IB2»~B>~2> j (con autovaloresa>, b, arbitrarios)que representansendos

observables,A<í>, B<2> sobrelos subsistemas1 y 2. A~1> y B~2> sellamanobservables

de Schmidt.Cuandose mide A<í> sobreel subsistema1 y seencuentrael resultadoa

entoncescualquiermedidade Bt2) darácon certezael resultadob~ de modoquesedice

queen un estadocondescomposiciónbiortogonal(3. 75) los observablesde Schmidt

estáncorrelacionados.

La descomposiciónbiortogonal(de Schmidt) siempreexiste,peroesúnicasóloen el

casoen el quetodoslos Ic,I ‘s distintosde cero seandiferentes[Elby-Bub 94]. Cuando

¡ql = ¡c
2~, el estadoy sepuededescomponerbiortogonalmenteen un númeroinfinito

de bases
52.Ello resultaparticularmenteútil paraclasificarlos estadospurosde sistemas

condospartes.Segúnseasu descomposiciónbiortogonal,un estadopurode un sistema

compuestopordospartespuedeser.

(Apéndicesobrela descomposiciónde Schmidt), [Mann-Sanders-Munro95] (sobrela descomposiciónde

Schmidt), [Ekert-Knight95] (id.), [Peres95 b] (sobrela descomposiciónde Schmidtde ordensuperior).
Si El (único) índice, i, va de 1 hastala menordelas dimensionesde 11<’ y fi”. Por ejemplo, la

descomposiciónde Schmidtde un sistemacompuestopor un subsistemade dos niveles(por ejemplo,

los estadosde espínde unapartículade espín 1/2) y un subsistemade tres niveles (por ejemplo, los

estadosde espínde unapartículadeespín 1) tiene sólodostérminos.Sin embargo,la descomposiciónde

Schmidtdedosespines1 tienetres términos.
52 En cambio,si consideramossistemascompuestospor n subsistemas,descritospor un espaciode

Hilbert H»’ ® H<” ® ... ® H<’>, con n =3,la descomposiciónn-ortogonal,

lvú= Xc] A$>®jAP’>®... ®~A>’j, (3. c)

no siempreexiste,perocuandoexistees única[Elby-Bub 94]. Estose considerade gran importancia

paraalgunasinterpretacionesde laMC (como la de los muchosuniversos,las interpretacionesbasadas

en la decoherencia,o las interpretacionesmodales);véase [Elby-Bub 94]» De hecho en las

interpretacionesmodales,la descomposicióndeSchmidtjuegaun papelcentral.Bibliografía sobrelas

interpretacionesmodales:[Van Fraassen79, 91], [Kochen85], [Healey89], [Dieks 89, 94, 95], [Lahti

90] (la descomposicióndeSchmidty la medida),[Albert-Loewer90], [Arntzenius90], [Elby 93 a], [Bub

93], [Elby-Bub94], [Clifton95 a,b, cl, [Vermaas-Dieks95] (generalizacióndela interpretaciónmodal a

estadosrepresentadospor operadoresdensidadarbitrarios), [Bub 95], [Cassinelli-Lahti 95],

[Bacciagaluppi95]»
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e’-

*

a) Estadofactorizable(o estadoproducto). Si su descomposiciónbiortogonales e»
únicay tieneun solotérmino;esdecir,si sepuedeescribircomo e»

u»

14f>=IA<1»OIR(2», (3. 77) e-
e»

donde i<~» esun estadodel subsistema1, y IB(2» esun estadodel subsistema2. u’
e
u’

b) Estadoentangled53.Son aquellos que pueden escribirse de la forma (3. 75) con
es

al menos dos coeficientes no nulos. Atendiendo a su descomposición biortogonal, los e»

estadosentangledpueden,a su vez,clasificarseen:
u’

bí) EstadodeHardy (la razón para este nombre quedará clara enseguida). Son los e
eestadosentangledcuya descomposici6nbiortogonal es única (y, recuérdese,la

u, *
descomposición(3. 75) esúnicasólo en el casoen el quetodos los ¡c,¡’s distintosde e.

ceroseandiferentes).Es fácil comprobar,[Hardy 93], que los estadosde Hardy tal ti
u’como fueron definidos anteriormente son de este tipo, y reciprocamente: todos los

II es
estadosentangleden cuyadescomposiciónde Schmidtlos ¡c,¡ ‘s distintosde cero sean e

todos diferentes, admiten un argumento de Hardy54. es
e
e

~ En estamemoriahablaremosde estados“entangled”,conservandola traduccióninglesade los
términos alemanesque usa Schródinger(“Verschránkung”, traducido como “entanglement”y es

“verwickelten”, traducidopor “entangled”), [Schródinger35 a]. En castellano,el adjetivo entangled es

recibe,por lo menos,dostraducciones:“enredado”,porejemploen [Gonzalo91] ,y “embrollado”,en *

[GarcíaAlcaine 92]. La importanciade los estadosentangledfue advertidapor Schródingeren e.
[Schrddinger35 a], paraél “[entanglementis] not (...) one butratherthecharacteristictrait of quantum

U
mechanics.”[Schródinger35 b].

54 Sea ~ la matriz densidadquedescribeel estadode un sistemacompuestode dossubsistemas, u’
u’

cadauno de ellos con dos niveles(por ejemplo,el estadode espínde dos partículasde espín /2); se

definenlas matricesreducidasasociadasa cadasubsistemacomo: u’

1,, 1 u’
~22 ji

13 + ji24 <2> j + ji33 >3 + . (3. d) ti
=1 , ji:= k 22 4) u’

ji12+p34 ji +ji

ti

Dado un estadopurode la forma (3.76), su descomposiciónde Schmidt(3. 75) se obtienecon la U

siguientereceta: c = 2> ,dondelos {2>} son los valorespropiosde lamatrizreducida~»> (y también e»
Ude fr’>). Los {~A’»} son los vectorespropios (normalizados)de fr», los lIB~>>1 son los vectores
U

propios(normalizados)de fr
2> y verifican 142» x”~Ef~F>~» ,dondelos {»fl} son los coeficientes u-

» t»»’I>l>> 1(2)’ e
de ¡ y> Zj>IA? ®IJ§); véase[Albrecht 94]. Por ejemplo, la descomposiciónde Schmidt del

e

estadode Hardy u’
u’

(3.e) e-
u’

u’
u’

ti

u’
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b2) Estado máximamenteentangled. Son los estados cuya descomposición

biortogonal no es única (de hecho siempre existen infinitas descomposicionesde

Schmidt55). El ejemplo típico de estado máximamente entangled es el estado singlete56

de dos partículas de espín 1/2

1 S2 =0,& = 0~=(¡u’> =+í>®Ia5~> =~l>~IGíI>=~~»1>®Iaj =+l>)/4V (3. 78)

en el que se ven las infinitas descomposiciones de Schmidt ya que el singlete tiene la

propiedad de que cualquiera que sea n

Ningún estadomáximamenteentangledadmiteun argumentode Hardy [Hardy93],

[Cereceda96 c], [Kar 96]; lo cual no deja de ser curioso ya que son estos estados los

que violanmáximamentelas desigualdadesde Bell-CHSH [Kar 95].

es

donde

, c~ = —[(1 —~F/3/2]’ >2, (3. g)

Ay>>> =Isj>> = [21(5+ ~ ‘~ {I+<’>> +[( 1 + 4)/2J¡—~ >} , (3» i)

y, como ¡4!=Icj, es única.
~ La razónmásevidenteparael nombrede estados“máximamenteentangled”es que existeun

númeroinfinito de basesbiortogonalesy por tanto existen infinitas correlacionesperfectasentre las

partesdel sistema.Véase [Shimony 95]. En la literaturahay diferentesdefinicionesde “indices de

correlación” quedan cuentadel grado de“entanglement”entredos(o más)sistemas;por ejemplo,en

[Barnett-Phoenix91] el indice de correlaciónse define comoel contenidode informaciónentredos

sistemas,entendiendoportal lacantidads>’> + S>2> — S, dondeSesla entropíatotal del sistemadefinida

en MC [Von Neumann32] (Sec. y. 2) como, 5 = —tr(ñlnñ), y ~»í son las entropíasparciales,

definidascomo 5>> = »~tr(ñ~>lnñ(b.Ver [Schlienz-Mahler9S].

~ Otroejemplo,es el estadotriplete entangled,que,en particularpuedeescribirseen las siguientes

dosbasesde Schmidt:

= 1, 5 =0> = (Ial’> =+O® 1<2 = —1) +¡al> =—O® 1<’> =

= (¡a~’ =+i>® ¡a<’> =+i>—Ia<’> =~i>® ¡a<~> =
(3.j)
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e. Generalizacionesdel argumento de Hardy

(a) Generalización a dos partículas de espín s: En [Clifton-Niemann92], apartados 1

y 2, sedemuestraqueparatodo sexistenestadosde espínde dospanículasde espíns

e Xc~~Is1’> =m>®¡sV> =n>, (3. 80)

que verifican las siguientes

52):
cuatro condiciones, análogas a las condiciones (3. 49)-(3.

~P~(Sj1’>=m,S,7>=n)=0,
nl +n>»í

XP,Ás,l’>=m,sV> =n)=0,

J~ (Sr’>— —~ s~j = —s) =0,

J~ (S’> = s, S~
2> = s)>0.

(3. 81)

(3. 82)

(3. 83)

(3. 84)

Conlo cual sepuedehacerun argumentocompletamentesimilaral desarrolladoparados

partículasdeespín1/2, basadoahoraen laspropiedades(3. 81)43.84).

(b) Generalizaciónan partículas de espín 1/2: Supongamosn partículasde espín 1/2

mutuamenteseparadaspor intervalos de género-espacio.Sobrecadauna de ellas

podemoselegirmedir el espínen dos direccionesalternativasa o A
1. En [Pagonis-

Clifton 92] semuestraquecualquierestadode n partículasde espín1/2

¡20 = c~~ dloiV>=mi>®Icrá2>=m2>0...®kt> =m~>, (3. 85)
e nl n

permiteun argumentosimilar al de Hardy, siemprey cuando

condiciones:

Iyof>—a§>—+l)=0, Vi!=j,

(n

satisfaganlas siguientes

(3. 86)

(3. 87)

(3. 88)

Nótesequela ecs. (3. 86) son las análogasa las ecs. (3. 49) y (3. 50) en el caso de dos

partículas. El argumento, basado ahora en las ecs. (3. 86)-(3. 88), es completamente

es
•1

e--

e’-

e-
e-

e-

e-

e-

e-
e»
ti
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e.
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u’
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ti
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u’

es
u’

es

u’

es
es

ti

u’

*

es
*

u’

ti

u’

u
es
e
e
e
ti

e
u’

es

ti

e
u’

ti



3. 4. Demostracionesalgebraicas 167

similar al de dospartículas.Paramásdetallesconsúltesela referenciaoriginal. El caso

n = 3 setratacon mayoramplituden [Wu-Xie96].

3. 5. Elementosde realidad fuertes

3. 5. 1. Introducción

En las secciones siguientes reformularemos el argumento de incompletitud de la MC

propuestopor EPR, usandouna versión aún más “inevitable” de “elementosde

realidad”(ERs) (que llamaremoselementosde realidadfuertes,SERs),que permite

eludir la “laguna[lógica] mássignificativa” del argumentooriginal (ver la Sec.3. 2. 7).

Ello aumentala sensaciónde que laMC ha de ser“completable”,al menos,con esta

versiónde ERs.En una segundaparte,sin embargo,sedemuestrael teoremade Belí-

EPRcon elementosde realidadfuertes,poniéndoaúnmásen evidenciala naturalezae

intensidaddel conflicto entrelaMC y susalternativascon variablesocultaslocales.La

demostraciónde estasegundapartesebasaen modificaciones,técnicamentetriviales

pero conceptualmentemuy simplificadores,de argumentosdescritosen secciones

anteriores.

La estructurade estapartees la siguiente.En la See.3» 5. 2, introducimosuna

formamásdetalladade la condiciónsuficienteparaunainferenciaconjuntade varios

ERs,que llamaremoselementosde realidadfuertesconjuntos(SERsconjuntos);los

argumentos de las secciones posteriores se basan de manera crucial en la utilización de

los SERsintroducidosen estasecciónen vezde]os ERs usualesde EPR.En la sección

3. 5. 3, formularemos el argumento de incompletitud de EPRen términos de SERs

inferidos a partir de medicionesconjuntas(en lugar de a partir de mediciones

alternativamentefactiblescomoen el artículo original) en dosestadosentangledde tres

partículasde espín 1/2: unoque esunaextensióna trespartículasdelestadode Hardyde

dos partículas,y el otro que es el estadode GHZ-Mermin. En la Sec. 3. 5. 4,

mostraremosla incompatibilidadentrela MC y los SERs(el teoremade Bell-EPRcon

SERs)sobrelos mismos estadosentangledusadosen la sección3. 5. 3. Finalmente

resumiremosnuestrasconclusionesen lasección3. 5. 5.

El material de estas secciones forma parte de [Cabello-GarcíaAlcaine 95 b, 96 b, cl.
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3. 5. 2. ERs inferidos de mediciones conjuntas

Llamaremoselementosde realidadfuertes(SERs,strongelementsof reality) a

aquéllosque seobtienencon el criterio de EPR, tomando“podemospredecir” en el

sentidofuerte. Estenombrerefleja su carácteractual (“real”, por contraposicióna

“potencial”),a diferenciade los ERs que se usanen el artículo de EPRy en la mayor

partede la literatura:los SERscorrespondenaprediccionesconcretas,con valoresbien

definidos,en lugarde aERs conexistenciaabstractaperosin valoresconcretoscomo

los que se infieren usandoel sentidodébil de “podemospredecir”. Adviértase,sin

embargo, que el criterio de EPRes una condición suficiente,y que el conjunto de

hipótesisempleadasparainferir SERsesde hecho másdébil: ahora no se requiere CFD

(para efectuar inferencias alternativas) que se usaba implícitamente en el argumento

original de EPR.

Garantizaremos que se cumple la frase “sin perturbar de ninguna manera el sistema

del criterio de EPRimponiendo el requisito de que el sistema al que se asigna el EResté

fuera de los conos de luz con vértice en los puntos en los que se efectúan las

observacionesnecesariasparahacerla predicción.Asíescomoseinfieren los ERsen el

artículo de EPRy está de acuerdo con las ideas de Einstein sobre sistemas compuestos y

la independencia entre las propiedades de sus partes: “La situación real del sistema S2 es

independiente de lo que se haga con el sistema S1, queestáespacialmenteseparadodel

anterior.” [Einstein 49]57. Másexplícitamente, formularemosla condici6n suficiente

para la existencia de un SERde la manera siguiente:

El SERno es necesario que sea el valor de la cantidad física, sino cualquier cosa que

determine unívocamente dicho valor. Por ejemplo, en la teoría de Bohmla posición de la

partícula a la entrada de un aparato de Stern-Gerlach es la que determina el valor de la

correspondientecomponentede espín [Bohm-Hiley 95]. En cualquiercaso,para

remos un sistema lisico con doE~attes1~ -S~-;- y d¿s-retáór4s--Ri- R¿dé

- sustubosdeuniversorespevtivassepflada~por un intetúáló -- -~ -- -d6g~nét6te~púció?Si
pádcniosptedecirconceútezaelvalotcoutreto de únacsndd~dffsk4 ~it R~ apÉfflrdey
resúlia4ode unamedidaefectusda6fl -R>~ entoncesexisteun dementóde reaUdcid

- - ;ffiért~ (SER~que cortespondea~ darni4~d-física,al menoseh la psded~1 tubo de
universode S~ queestáfueradelosconosde lu~ fúturosconV4rtwesenR1 y antesde
cúalqaierpermrbaci~n-externasobre$~.

Ya citadaen la nota5 de estecapitulo.
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simplificar los argumentosidentificaremosel SERcon el valor de lacantidadfísicaque

predice.

Nuestro siguiente paso es ilustrar cuándo varios SERs pueden asignarse

conjuntamenteal mismosistemaindividual. Supongamosquehacemosunamediciónen

una región R1 del tubo de universode S1, y que e] resultadoobtenido nospermite

inferir un SER r<
2> en S

2 siguiendonuestrocriterio anterior.Sobreel mismo sistema

individual, supongamosque un segundoobservadorhaceunamediciónen unaregión

1?? deltubo de universode S2,separadapor intervalosde género-espaciode R7, y que

su resultadole permiteinferir un SER Á~> en en su estado preparado originalmente

(antesdecualquierperturbación).Lapersistenciadel SER r~
2> despuésde la medición

en R, no está garantizada (en general la medida perturba el subsistema S
2; podría

inclusodestruirlo);lo mismosepuededecirdel SER É~> despuésde la mediciónen R1.

Deacuerdocon la condiciónsuficienteparala existenciade SERs,podemosasignara

esesistemaindividual dos SERsconjuntos,r<
1> y r~2>, al menos en las partes de los

tubos de universoqueestánfuerade los conosde luz futuroscon vérticesen R
1 y J?2

(coloquialmente,en las partesde los tubos de universo“anteriores”a las mediciones):

un casosimplificadosemuestraen la figura 3. 2.

Paracualquierpar de sucesos(puntuales),uno en cadaregión,siempreexisteun

sistemade referenciainercial en el cual ambossucesosson simultáneos.Por tanto, es

tentador adoptar la terminología usual y decir que los SERs conjuntos son

“simultáneos”,perohemosevitadoestoparaenfatizarque la existenciacombinadade

0’> y r (2> en el mismo sistema individual no depende de ninguna elección externa de

referencia] inercial. No es necesario preocuparse por ]a instanteneidad de las mediciones

o por su existenciasobre seccionestridimensionalessimultáneasde los tubos de
universo de S, y S2, y la generalización a sistemas con tres o más partes separadas por

intervalosde género-espacioesinmediata:el único requisitosobreel sistemacompuesto

esque se puedanhacerprediccionescon certezasobrepropiedades(posiblementeno-

locales)del sistemaindividual en algunaregióndel espacio-tiempo(anterioracualquier

perturbación externa), basadas en mediciones efectuadas en otras regiones separadas por

intervalosde género-espacio.
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3. 5. 3. El argumento de EPR con SERs conjuntos

Vamosa seguirel dictadode EPRantescitado,deencontrarlos ERs“apelandoa los

resultadosde experimentos”,y vamosa reformular el argumentode incompletitud

usandosóloERs inferidosde medicionesconjuntasen un mismosistemaindividual (los

SERsconjuntos,definidosen la secciónanterior),sin hipótesisa priori de CFDpara

inferenciasalternativas.NuestrosSERsconjuntoscorresponderánaobservablesque no

170
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s
1

F¡g. 3. 2. Parasimplificar la representaciónhemossupuestoquelas seccionesde

los tubosde universode los subsistemasS, y S~ con el planode la figuratienenbordes

rectos bien definidos y anchura constante (lo que es una obvia idealización, que elude

los problemasasociadoscon el soporteno-compactoy el ensanchamientode laparte

espacialdelas funcionesde onda).El resultadodeunamediciónen la región R, del

espacio-tiemposeusaparainferir un elementode realidadr<
2> en el subsistema S

2, al

menosfueradelos conosde luz futuroscon vérticesen R,, y antesde cualquier

perturbaciónexternasobre ~2’ Otramediciónefectuadaen 1?Q cambiaen generalel

estadodel subsistema~2 (~2 podríadejarde existir),y la persistenciade r~
2> como

elemento de realidad ya no está garantizada. El mismo razonamiento se aplica cuando se

intercambianlos índices1 —* 2. Existenelementosde realidadfuertesconjuntos0’>,
r(2> al menos en las partes de los tubosde universofuerade los conosde luz futuros

con vérticesen R
1 y 1?2 (zonasmásoscurasen la figura).
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tienen ningúnestado propio común; ésta es la condición relevante, y no simplemente la

de que los observables sean incompatibles (que requiere sólo que no exista una basede

estadospropioscomunes,lo que permitiríaen principio laexistenciade estadoslibresde

dispersión conjunta).

Consideremosun sistemaformadopor tres partículasde espín ¡/2 en regiones

separadaspor intervalosde género-espacio,preparadasen el estadoentangledde espín

(en labasede estadospropiosde los operadoresd•%~>, 1=1,2,3),

(3. 89)

con 3~a~2 -i-1b12 = 1, y ab!=O.

En esteestado,

(2)J~,(a». =—11c4’>=+1)=l, (3.90)

(3.91)

donde P(a~2>= lIa~’>=+ 1) denota la probabilidad condicionada de obtener el valorx 7

a2> =~l si a<~> =+l. Si medimos al1> sobrela primerapartículay obtenemosel7

resultado+1, la propiedad(3. 90) nospermiteasignarun SER at2> =—l a la segundax

partícula,al menosmientrasno sela perturbe.Análogamente,si un segundoobservador

mide a{2> sobrela segundapartículay obtieneel resultado+1, la propiedad(3. 91) le

permiteasignarun SER aQ>= —1 a la primera partícula antes de ser perturbada.

Consideremosahorael observableno-local (y no-factorizable)definidomedianteel

proyector

ft(t+2) = 1—1— —><— —~ (3. 92)

en el sistemaformadoporla primeray la segundapartículas.Esteobservableirt~2> es

compatiblecon al’> y al2> perono con aQ> y ah>;de hecho,esfácil comprobarque no

existeningún estadopropio común de los tres operadores&‘> 01(2>, ¡tI)

(1*2)

ir

En el estado (3. 89),

(3.93)

Consecuentemente, si un tercer observador mide al3> y obtiene el resultado +1, puede

asignarun SER ~ <‘‘a> =1 al sistema formado por la primeray la segundapartículas.
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4

4

La probabilidadde obtenerlos resultadosa~1~ = +1, a~2> -. ~ ¿3> = ±1en una 4.
7 2

medida conjunta de los tres observables a¿¡> en regiones espacialmente separadas del
4’-

mismosistemafísico individual esno nula: e»-

e»

~V~l>—»+1, a2>=+l, a?>—+l)=~aI2. (3.94) e»
*

En un sistema físico individual en el que se obtienen estos tres resultados, usando (3. 4’

90), (3. 91) y (3. 93) podemosinferir tres SERsconjuntos: a2>= 1, a57> — — ly 4’

e
—1. Como no existeningún estadopropio común de los correspondientes e

observables,siguiendo a EPR podríamosconcluir que el estadocuántico “no *

u’-proporciona una descripción completa de la realidad física” [EPR351 de estesistema
u’

individua].
u’

Podríamosintentarun argumentode incompletitudsimilar con el estadode las dos

primeraspartículasdadopor e
*

(3. 95) e.
u’

(un ejemplode estadode Hardy; ver la Sec. 3. 4. 4), que verifica las propiedades (3.

90) y (3. 91) y es un estado propio de fttl+2> con valor propio 1. Pero entonces, los U
U

valoresa2> = —1, a» = —l y ~~tt+2>= 1 no satisfaríannuestracondiciónsuficiente

paraserconsideradosSERsconjuntos,ya quela preparacióndel estado(3. 95), que e

garantizael valor ,rtí+2> = 1, estaríaen el pasadocausalde las medicionesusadaspara es
es

inferir los otrosdos valores58.Porsupuesto,los ERs conjuntospodríanexistir aunque e

no se satisfacieseestacondiciónsuficiente,pero no necesitamos preocuparnos por e-
u’

u’

58 Relacionadoconestoestála discusiónde quétipo deelementosderealidadsepuedendefinir en el es

argumentodc Hardy.En [Mermin94 b], p» 883, se señalaquecuandoen un estadola condición de u’

predictibilidad no se encuentraen todos los disparosdel experimentosino sólo en una fracción, U

incontrolable,de ellos —como ocurreen el argumentode Hardy—, entoncesno se puede“aplicar un ti

argumentodel tipo del de EPR”. Con nuestraterminología,esoquieredecirsimplementequeno tiene u’
e

sentidohablardeelementosderealidaddébilesenel argumentode Hardy.Sin embargo,si se consideran
u’

elementosderealidadfuertes,aunquela condiciónde predictibilidadsólo se de en uno delos posibles

resultadosde unamedición,bastaráque al hacertal medición en un sistemaindividual y seobtengatal

resultadopara,aplicandola letra del criterio de EPR,inferir el correspondienteelementoderealidad e

fuerteen dichosistemaindividual; luegocon estaacepción,sí tienesentidohablarelementosde realidad U

en el argumentode Hardy. Hardy empleala siguientecondición suficiente;nóteseque en ella ha ti

desaparecidola expresión“sin perturbar (ergo no presuponelocalidad): “If we can predict with es
certainty(i.e., with probability equal to 1) theresult of measuringa physicalquantity,then thereexists u’

u’
an elementof reality correspondingto this physicalquantityand having a valueequalto the predicted

measurementresult.” [Hardy92 a], p. 2982. u’

O

u’

ti

e»
e»-
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definicionesmásprecisasde ERs,porquela simple introducciónde la tercerapartícula

nospermiteformularel argumentode incompletituden términosde SERsque verifican

estrictamentela condiciónparaunainferenciaconjunta;en estenivel “gedanken”no nos

preocuparemosporposiblesdificultadesadicionalesen lapreparaciónexperimentaldel

estadode tres partículas(3. 89) en relacióncon el estadode Hardy (3. 95).

Se puedeobtenerunademostraciónde incompletitudtodavíamás fuerteusandoel

estadode GHZ-Merminde trespanículasde espín1/2:

(3» 96)

Denotemospor A1 = 6) 0 &<~‘, Á2—&<‘~ O 61 Á3= 06<2< Enesteestado,y y X X 3

¡%(A~ =e~j a~’> —e~)=1, e> =+1 j=l, 2, 3. (3. 97)

No existeningúnestadopropio comúna ningunade las parejasde observablesA>, y

sin embargosepuedeninferir SERsconjuntosparalos tres, midiendo a{¡> en tres

regionesmutuamenteseparadaspor intervalosde género-espacio,y ello cualesquiera

que seanlos resultadosobtenidosen estasmediciones(en el ejemploanteriornos

teníamosque restringira aquellossistemasfísicos individualesen los que a~¡> = +1,

./ = 1, 2, 3); el precioquehay quepagarparaestaextensióndel argumentoatodos los

sistemasindividualespreparadosen el estado(3. 96) es que los tres observables

incompatiblesa los que se asignanSERsconjuntosson ahorano-locales(aunque

factorizables),en lugar de un observableno-local y dos locales en el ejemplo

“probabilistico” anterior.

En ambosejemplos(3. 89), (3. 96) seha formuladoel argumentode incompletitud

en términos de SERs conjuntos, inferidos a partir de medicionesconjuntas

(“simultáneas”,en la terminologíausual) sobreel mismo sistemaindividual; tal

formulación se había consideradoimposible hastaahora LClauser-Shimony78],

[d’Espagnat93], [Shimony93]59.

~ Emilio Santos,en un e-mail del 25 de mayo de 1995, dice, refiriéndosea uno de nuestros

“preprints”: “La segundaseccióndel artículoes curiosapor la demostraciónquehacéisdeque puede

haber tres observablesno compatiblesque, sin embargodan lugar a elementosde realidad fuertes

simultáneos.En ¡-ni opinión esorefuerzanotablementeel argumentodeEPRdeque la mecánicacuántica

es incompleta,porquelibra al argumentodela críticamás importante.”
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3. 5. 4. El teorema de Bell-EPR con SERs conjuntos 4’

En estasecciónvamosaver cómo,conargumentoscompletamentesimilaresa los de

la secciónanteriory en los mismosestadosentang]edallí considerados,podemos

obtenerdemostracionesdel teoremade Bell-EPR con SERs conjuntos. Estos

argumentosson simplesvariantesde los de Hardy y Mermin quevimos en las Secs.3.

4.4 y 3.4. 2.

El estado(3. 89) tienelas siguientespropiedadesadicionales:

=—lI a’>=+l)=l, (3.98)

J%(al’>=—11a12>=+l)=l, (3.99)

1$(al’> =±I,a2>—±l,al3> — +l)=!¡a12. (3. 100)
4

Si medimoslos observablesalEl, a» y al3>, y obtenemos+1 en los tres casos(la

probabilidadde que ocurraestoes, de acuerdocon (3. 100), distinta de cero), las

propiedades(3. 98) y (3. 99), junto con la propiedad(3. 93), nospermiten inferir
respectivamentetresSERsconjuntosasociadoscon los observablescompatiblesal2>,
ah> y ~(I+2> con valorespredichos—1, —1 y l,respectivamente.Perodeacuerdocon

la MC, en unamedidaconjunta(queesen principio factible)de estostresobservables
ti>en cualquierestado,si los dosprimerosresultadosson = at2> — — l,el terceroserá

7

necesariamenter~1~2> = 0: LaMC no escompatiblecon los elementosde realidadde

EPR, inclusoen su formamenoscontrovertible(los SERsconjuntos).

El estado(3. 89)esel productotensorialdel estadode Hardy(3. 95)porel estado

1±>de la tercerapartícula,entangledcon el estadoproducto [—. —> de las dosprimeras

partículasporel estadoj—> de la tercera.La presenciade la tercerapartículapermite

probar la incompatibilidadcon laMC (el teoremade Bell-EPR)usandosólo tresSERs

conjuntosque jamáspuedenencontrarsecomo resultadosde las correspondientes

mediciones,no sólo en el estado(3. 95), sino en cualquier estadocuántico;por el

contrario, los dos ERsdel argumentode Hardy, al> = 1, al2> — ~l, nuncapueden

obtenerseen unamedidaconjuntasobreel estado(3. 89),perosí existenotrosestados

en los quesepuedenobteneresosresultados.

La contradicciónque encontróMermin (ver Sec. 3. 4. 2) en el estadode 0HZ-

Mermin (3. 96) entreERs paraobservablescompatiblesy la MC tambiénsepuede

formularen términosde SERsconjuntos.Llamemosft=6j O t<~~>, A — a~>oy 2 y y

A
3 — &~,‘> 0612>;entoncesen el estado(3. 96),
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J~}P1=e,Iaí’>—e1)=l, e =±l, j=l, 2,3, (3. 101)

ti> t2> t~>

P~(a~a~a; = —l)=l» (3. 102)

Si semidenlos tres a?> en regionesespacialmenteseparadasde un mismosistema

individual preparadoen el estado(3. 96), la ec. (3. 101) permite inferir tres SERs
conjuntos, fi, =c>,que debenverificar la relacióne~ e2 e3 = — l,de acuerdocon la ec.

(3. 102). Por otro lado, el productode los tres observablescompatiblesfi» es el
.1

operadoridentidad,y por tantono hay ningúnestadocuánticoen el que los resultados

de sus medicionessobreel mismo sistemaindividual satisfagantal relación (cada

resultadoes±1,peroe] productode los tres es siempre+1). EstopruebadenuevoJa

incompatibilidadentreMC y SERs.

Nótesequetodoslos observablesquehemosusadoen las medidasnecesariaspara

inferir FRsen las Secs.3. 5. 3 y 3. 5. 4 soncomponentesde espínde unapartícula,y

por tanto no deberíahaber ninguna dificultad para su medición conjunta y la

correspondienteinferenciade tresSERsconjuntos.Lasno-localidadesaparecensólo en

los observablesa los queseasignanlos ERs;en estesentidola verificaciónexperimental

de las prediccionesde las Secs.3. 5. 3 y 3. 5. 4 podríaserproblemática,pero nuestros

ejemplos(gedanken)muestranlas diferenciasentrela teoría cuánticay cualquierteoría

queincluyaelementosde realidada la EPR:los ERsno sepuedenusarpara“completar”

la MC.

3. 5. 5. Sumario

Usandosólo lo quehemosllamado“elementosrealidadfuertesconjuntos”,inferidos

a partir de medicionesconjuntassobreel mismo sistemaindividual (elementosde

realidadmás actualesque los usualesERs potencialmenteinferidos a partir de

medicionesalternativamentefactibles),hemosllegadoa las siguientesconclusiones:

i) Si aceptamosla aparentementeinocentecondiciónparala existenciade elementos

de realidad,existirían SERsconjuntospara observablessin ningún estadopropio

común.Bajo estaspremisas,la MC seríaincompleta.Estaformulacióndel argumento

de EPRen términosde SERsconjuntossehabíaconsideradoimposiblehastaahora.

u) Hay SERsconjuntos(“simultáneos”,en la terminologíausual)paraobservables

compatiblesque,de acuerdocon la MC, jamáspuedenobtenersecomoresultadosde las

correspondientesmedicionesconjuntasen ningún sistemaindividual. Por tanto, por
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muy plausiblesqueTesulten,los elementosde realidadsonincompatiblesconla MC (el

teoremade Bell-EPR).

Ambosresultadossehan demostradousandoargumentoscompletamentesimilares

sobrelos mismosestadosentangled(3. 89), (3. 96). e»



Capítulo 4. Relacionesentre el teoremade Bell-KS y el de Bell-EPR

“Is theBell-KS theoremsillyT’

[Mermin 93 b], p. 811.

“... one shouldconstantlylook for new wayslo dealwith oid ideas,new waysto

apply knowledge.One should take delight in surprises— in turning things upside

down.”

[Mermin 90 d], p. 32.

“Belí [Belí 66] arguedthat thegeneralrequirementof noncontextualitycannotbe

justified on physicalgrounds,butpointedout that a specialcaseof noncontextualityis

physically plausible. If (...), the requirementof noncontextuality(...) becomesa

)ocalitycondition.”

[Bub 95], p. 1257.

“J. 5. Bell’s classic 1966review paperon the foundationsof quantummechanics

led directly to theBelí nonlocality theorem.It is notwidely appreciatedthatthereview

papercontainedthebasic ingredientsneededfor a nonlocality resultwhich holds in

certainsituationswheretheBelí inequality is not violated.”

[Brown-Svetlichny90], p. 1379.
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Capítulo 4

Relacionesentre el teorema de Belí-

KS y el teorema de Bell-EPR

4. 1. Introducción

En estecapítuloseabordala relaciónentrelas demostracionesdel teoremade BKS

(o de Bell-KS) de imposibilidadde variablesocultasno-contextualesestudiadasen el

capítulo2 y las demostracionesalgebraicasdel teoremadeBell-EPR de imposibilidadd.e

variablesocultaslocalesexaminadasen el capítulo3. El propósitofundamentaldeeste

capítuloesinsistir enque las desigualdadesde Belí no sonla únicaformade demostrar

teóricamentela imposibilidadde variablesocultaslocales(el teoremade Bell-EPR) sino

quetal demostraciónpuedehacerseusandoargumentosgeométricosdel mismotipo que

los empleadosen el capítulo2.

El capitulo estádividido en dospartesdistintas (quetienenen común el que en

ambasseaplican argumentosde BKS parademostrarla imposibilidad de variables

ocultaslocales).La primeraocupalasección4. 2, y en ellaseresumenlos trabajosde

Heywood,Redhead,Stairsy otrosautores,en los queseaplicabanporprimeravez los

argumentosgeométricosde tipo BKS a sistemasde dos partículasespacialmente

separadasen un estadoentangledde espín.En 4. 2. 1 seenumeranalgunasde las

motivacionesoriginalesde estostrabajos,y en 4. 2. 2 sepresentael resultadoprincipal:

el teoremade “BKS con localidad”; en 4. 2. 3 sesugiereunaversiónprobabilísticade

esteteorema,análogaa la discutidaen 2. 3. 6 parael teoremade BKS.

La segundaparteocupala Sec.4. 3, e incluye nuestrascontribucionessobrela

relaciónentrelas demostracionesdel teoremade BKS y las del teoremade Bell-EPR.En

179
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ellaveremoscómo sederivanalgunasde las demostracionesalgebraicasaditivasde

imposibilidad de variablesocultasa partir de la demostracióncon 18 direccionesen

dimensión4 delteoremade BKS introducidaen2.4. 2. Esteestudiocomienzaen4. 3.

2 dandounainterpretaciónfísicade lasproposicionesqueaparecenen el conjuntoCEO- 4’-

18, en términosde los estadosde espínde dos partículasde espín 1/2. En 4. 3. 3 se

extraeuna versión dependientedel estadode CEG-18 (con 10 proposicionesmásel
4’

singlete)que esencialmenteesuna versión aditiva de la demostraciónde Perescon

elementosde realidad“recursivos”del teoremade Bell-EPR.En la Sec.4. 3. 4 sehace e»

unasimplificaciónadicionalde maneraquesepuededemostrarun resultadosimilar con e»
e»

sólo cincoproposicionesmásel singlete.Fn 4. 3. 5. se derivala demostraciónde Hardy

del teoremade Bell-EPRcomounaversiónprobabilísticaderivadaapartir de CEO-lS. *

En la Sec.4. 3. 6 se ve cómose puedehacerun tratamientosimilar a partir de la e

demostracióncon 36 direccionesen dimensión8 de Kernaghany Peresestudiadoen la u’
es

Sec. 2. 6. 2. Por último, en la Sec.4. 3. 7 seresumenlos requisitossuficientesque e

debecumplir una demostraciónaditiva del teoremade BKS parapoder interpretarse u’

comounademostraciónalgebraicade imposibilidadde variablesocultaslocales, ti

e
Las Secs.4. 3. 3 y 4. 3. 5 formanpartede [CEO 96 a], y la Sec.4.3. 4 formaparte u’

es
de [CEO 96 b].
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4. 2. El teorema de BKS con localidad

4. 2. 1. Introducción: Escapatorias al teorema de BKS,
motivaciones para un teorema de BKS con localidad

Vamos a ver las dosobjecionesmás seriasapuntadasen la literaturasobre la

relevanciarealdel teoremade BKS, quedenotaremos(i) y (u). El primerreparosobrela

importanciade las conclusionesdel teoremade BKS esel quesugiereBelí en [Belí 66]

y queya comentamosen la Sec.2. 3. 3:

(i) La no-contextualidadde las variablesocultasexigidaen BKS no esun requisito

exigiblea priori a cualquierteoríade variablesocultas.

SegúnBelí, paraeludir (i) habríaque reemplazarla hipótesisdeno-contextualidad,

por otra exigible en basea las evidenciasexperimentales,por ejemplola localidad.

Comohemosvisto, estoeslo quehaceprecisamenteel teoremade Bell-EPR.

Otra posible objeción al teoremade BKS estárelacionadacon el formalismo

matemáticodesu demostración:los observablesimplicadosen las demostracionesdel

teoremade BKS son todosobservablesasociadosa operadoresdegenerados(que

también llamaremosoperadoresno-maximales);esto ocurre porque cualquier

observableA implicado (de maneraesencial)en unademostraciónde BKS hade ser

compatiblecon al menosotros dosB y Cqueson,asuvez, mutuamenteincompatibles

(es decir, [A, Rl = [A, C] = 0; [B,C] !=O, de donde se deduceque Á debe ser

degenerado);Físicamenteesto quieredecir que cadaobservableapareceen la

demostraciónen al menosdos contextosexperimentalesdistintos. Un teoremade

Maczynski, [Maczynski71 a], teorema4. 4 (ver también[Maczynski 71 b]), muestra

quesepuedecompletarconsistentementecualquierasignación(manteniendolas demás

hipótesisde BKS) de valoresa observables,si tal asignaciónsólo sepretendepara

observabiesasociadosaoperadoresmaximales,esdecir,

(u) El teoremade BKS dejade sercierto si sólo seasignanvalorespredefinidosa

observablesmaximales.

Así pues,el teoremade BKS dependeesencialmentede la asignaciónde valoresa

observablesno-maximales.El resultadode Maczynskiescompatiblecon el hechode

quee] lemadeGleasony el teoremade BKS sólo seanciertosparaespaciosde Hilbert

de dimensión mayor que dos, ya que en dimensión dos todos los operadores

autoadjuntosno triviales (distintosde la identidad)sonmaximales.
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Estaobjeción(ji) sugiereunaposibleescapatoriaal teoremade BKS propuestapor

van Fraassen,[Van Fraassen73, 79] (ver también,[Van Fraassen91], pp. 361-362).

Laescapatoriade van Fraassenconsisteen suponerquesólo los operadoresmaximales e»»

estánasociadosinambiguamentea observablesfísicos, mientrasque un operadorno- e»-

maximalespuedecorresponderen unateoríade variablesocultasavarios“observables”

diferentes1.Más concretamente,la escapatoriaa BKS propuestapor van Fraassense
ti»

resumeen asociara cadaoperadorno-maximal A un conjunto de “observables”

{AB,AC, ...} de maneraque cada “observable”estáasociadoa cadauno de los u»

operadoresmaximalesde los que A esfunción (Á = f(B), A = g(C), . . .)t Como un
*

operadorno-maximalpuedeestarrelacionadofuncionalmentecon muchosoperadores e-
maximales,algunos inclusomutuamenteincompatibles,sepodrán asignarvalores e-

diferentesa un mismooperadorno-maximal,porejemplo dependiendode que A se e

mida midiendoA y aplicandola funciónJal resultadoo midiendo ¿ y aplicandola u’
U

funcióng. Asípues,el valor de A dependedel contextode la medida,y aunquesesigue
cumpliendov(AB)= f[v(R)] y v(Ac)= g[v(Cfl, ello no implica necesariamenteque e

v(A~) =v(Ac). En definitiva, en el modelo de van Fraassenlos resultadosasociadosa es

“observablesno-maximales”en generalsí dependendel contexto.Lo único que se u’
e

pierdeen la descripciónsegúnestemodelo de variableses la hipótesisde que la e

identidadentre las estadísticasde las medidasimplica la identidadsin másentrelos u’

observables, st

e
En vistade la profusiónde observablesquehacefalta introducir, sehabautizadoa u’

u’
estaalternativade variablesocultascomo la MC de-ockhamizada[Redhead87], p.

135~. Esta“de-ockhamización”no hacefalta hacerlaen todaspartes;el modelo de van e-

Fraassensuponeque los operadoresautoadjuntosmaximalessí correspondencadauno e

aun únicoobservable.
e
u’

Dos observablesA y A’ empíricamenteequivalentesy representadosen MC por el mismo ti

operadorA, podríantener,en una teoríade variablesocultas,valoresdefinidosdistintosy aúnasí las
e

prediccionesestadísticasde estateoríade variablesocultasseguirsiendocompatiblescon las de laMC,
u’

comomuestraun teoremadebidoa Gudder,[Gudder68].

2 Sepuededemostrar,[Redhead87], Pp. 20-22,quesi B y ¿ sondosoperadoresno-conmutativos

maximales,y si Á = f(ñ) y Á = entonces~idebede serun operadorno-maximal. u’

~ Guillermo de Ockhamfue un monje franciscanodel siglo XIV, partedc cuyafilosofía se resume e

en el aforismo(atribuido)“Essentianon suntmultiplicandapraeterneeessitatem”(la esenciano debe ti

multiplicarseexceptopor necesidad).La ideaquetratade expresaresque,anteteoríasalternativaqueden ti

cuentapor igual de loshechos,debepreferirseaquéllaque seamássencilla.El términousarla “navajade e-
u’

Ockham”—para eludir unaexcesivacomplicación—fue acuñadoen el siglo XIX por Sir William e-
RowanHamilton; ver [Garrett91]. e-

U

u’

e
u’

*

e»
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Dadoun sistemacompuestode dos subsistemas1 y 2 con espaciosde Hilbert

asociadosifí> y Ht2>, respectivamente,diremosque un observablees localmente

maximalsi serepresentaen MC porun operadordel tipo Átí> ® ¡<2> o ¡~~> ® flt2> sobre

¡¡ti> ®Ht2>, donde Át> (Bt2>) es un operadorno-degeneradoen ¡¡~~> (¡¡t2>), e

denotala identidaden

A la vistade las dosobjecionesapuntadassobrela relevanciadelteoremade BKS,

una preguntainteresantees sabersi sepuedeextenderel teoremade Maczynski a

observableslocalmentemaximales,esdecirsi sepuedeevitar unacontradiccióndel tipo

BKS si sólo pretendemosasignarvaloresde variablesocultasa observableslocalmente

maximales.La sugerenciade que ésteseríaun temainteresantede investigaciónfue

hechaen [Bub76]. Una“demostración”de quetal extensióndel teoremade Maczynski

esposiblepuedeencontrarseen [Demopoulos80], Sec.y, addenda.Sin embargo,en

[Humphreys80] y [Bub 80] se discuteesademostracióny se llegaa la conclusión

contraria.De hecho,el argumentode la próxima secciónesun contraejemploa tal

extensióny demuestraque sí sepudehacerun argumentode BKS (dependientedel

estado)usandosólo observableslocalmentemaximales.

4. 2. 2. El teorema de BKS con localidad

En estasecciónse enunciay demuestralo quellamaremosel teoremade BKS con

localidad.Antesde empezarconvienehacerénfasisen trespuntos:

(a) El teoremade BKS con localidadelude las objecionesde Belí y van Fraassen

sobreel teoremade BKS, debilitandolashipótesissobrelas variablesocultasque hacían

faltaen el teoremade BKS.

(b) El correspondienteteoremaespuesun teoremade imposibilidad de variables

ocultaslocales(como el teoremade Bell-EPR’1Q.

(c) Sudemostraciónutiliza los mismosargumentosalgebraicosqueseusabanen las

demostraciones(comola original de KS o susvariantes)del teoremade BKS5.

‘ En [Elby-Jones92] y [Elby 93 b] sedefiendeinclusoque las hipótesisdel teoremade BKS con

localidadsonmásdébilesque las del teoremadeBell-EPR y por tantosuconclusiónmásgeneral.

~ [Brown-Svetlichny 90], p. 1379: “i. 5. Bell’s classic1966 review paperon the foundationsof

quantummechanicsled directly to the Belí nonlocality theorem.It is not widely appreciatedthat the

review papercontainedthe basic ingredientsneededfor a nonlocality result which holds in certain

situationswherethe Belí inequality is not violated.” [Heywood-Redhead83], p. 481:”... particularly

after the work of Kochenand Specker[KS 67] and Belí [Belí 641, two seriousallegationshavebeen
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Aparentemente,laconexiónentreel teoremade BKS (de imposibilidadde variables

ocultasno-contextuales)y las variablesocultaslocalesfue sugeridapor SimonKochen

en un trabajono publicado a principios de los años70; independientemente,una idea

similar desarrolladaporAlíen Stairsen su tesis doctoral [Stairs 78]6. Los primeros

artículospublicadossobreel teoremade BKS con localidadson [Heywood-Redhead
4’83] y [Stairs 83]; comparacionesentre ambosartículospuedenencontrarseen [Stairs
4’-

83] y [Brown-Svetlichny90], en ésteademássesistematizala demostraciónde Stairs7.

El enunciadodel teoremaque veremosaquíesesencialmenteel de [Brown-Svetlichny e»

90], la demostración,sin embargo,esmásparecidaa la de [Elby-Jones92] (ver también e»

[Elby 93 b]) ya queeslaúnicaquereúnelas siguientestrescaracterísticas: 4”
u’

e»»
(i) Es una demostraciónfinita (al contrarioque la de [Brown-Svetlichny90] que,

comoseseñalaen [Brown93],p. 112, requiereun continuode observables).

es
(u) Usaun númeroreducidode observables.Sebasaen el conjuntototalmenteno- e’-

coloreableen dimensión3 queen el capítulo2 llamamosP-33 (y no en KS-l 17, como

sugieren[Heywood-Redhead83]). u’
u’

u
(iii) Sólo necesitaobservableslocalmentemaximales(al contrarioque [Heywood-

Redhead83], que manejabancuadradosde componentesde espínde dospartículasde

espín 1, representadasporoperadoresdegenerados). u’

e
u’

u
u’

*
u’

broughtagainstrealismin quantummechanics.First, that a realisticinterpretationinvolvesan algebraic es
contradiction—thischargecame from the work of KochenandSpecker.Second,that realismentails u’

nonlocality—thiscamefrom BelEs work. In this paper,by showingthat any local realism leadsto a ti

Kochen-Speckertype of contradiction,we shallshow how the resultsof Kochen-SpeckerandBelí are U

tinked.” ti
ti6 Porejemplo,en [Heywood-Redhead83], p. 481, se dice:“Ihe connectionbetweennonlocality and
e»

Wc Kochen-Speckerparadoxappearsto liave beensuggestedby Simon Kochen in an unpublished

commentto A. Shimony. (Wc are grateful to ProfessorShimony for this information.) The idea was

developedin a ratherdifferent contextby Stairs[Stairs78].” Comentariossimilarespuedenencontrarse e

en [Stairs 83], p. 581, y [Shimony 84 a], p. 36. u’

»‘ Bibliografía adicionalsobreel teoremade BKS con localidad: [Krips 87] (Cap.9), [Redhead87] st

(Cap. 6), [Elby 90 a] (generalizacióndel teoremade BKS con localidada teoríasde variablesocultas u’

factorizablesestocásticas),[Elby 90 b]; [Penrose92, 93, 94 a, b] y [Zimba-Penrose93] hacenuna es
demostracióndel teoremade BKS con localidadcon dospartículasde espín3/2 preparadasenel estado u’

e
singletey usandocomoconjunto totalmenteno-coloreableel conjunto Q-40quevimos en la Sec»2» 4»

2. b.

e
e»
es
e
*



4. 3. El teoremadeBKScon localidad 185

Siguiendoa [Brown-Svetlichny90], con los necesarioscambiosde notaciónpara

serconsistentescon lausadahastaahora,consideraremoslas siguienteshipótesissobre

un sistemacompuestode dospartes1 y 2 separadasporun intervalode género-espacio:

Demostración:Dadostres númerosrealesdistintos de cero y distintosentresí

(a, b, c}, paracadatrío de direccionesmutuamenteortogonalesO = {x, y, zl podemos

definirel observablelocalmentemaximal delapartícula1

= a(SI’>? + b(S~’>)2+ (4. 1)

cuyosposiblesresultadosson { h~ = b + c, lz~ = a + c, h
7=a+b}. Ya vimos en la

Sec. 2. 4. 3. a lo que representabay cómosepodíamediresteobservable.

Consideremosahoraun sistemade dospartículasde espín 1 preparadasen el estado

deespíntotalcero(singlete),quesepuedeescribircomo

~De (BKSLl) y (BKSL3) sededuceque v(A<”) hadeperteneceral espectrode Á(L) y análogamente

Dt$L1) S~pard4lidad:onalqula~b a~ k~áIuwntemaximal A<
t>; -

(t0r~0t1t~a9por operá4oru k’½gj% J«~ 0i$t dond0 k<, $~ soú 1W

~ tInt*5M~s1flha~d4*4~#tt4 ¿~, coi~ tálótesfesp~tiv»S
~Jv~$$h~E~t~sv~kt~

~4 tftd~ 4É tire>
- ftfll esd~sflh#4 uá~1r4iru«tse~htát1<fri& ~$<W$-4,i~$~ta.1 y t> sobr~~i

-si~teÉÁ~»2, -

$~ÑSL2)Lo~raUd4 v(A% no c~ ~~4tha tkVdI4±L4e tnedzcióáca 2

(~qgtgdod~ 1 &uuiint~t~lo de ‘g - An~k~atnenwy(1?2» - no ‘eN. -

sNtsibksitingana~Wcoió~ide-medición

$Z$2) $i4cesóscoñjuñcos&dt4t4~:&PtAM-~»-a~t)-#bY-~-Oesat~

~ j - --«Á« { ,

Teorarn’~kB~4~Ycoit » --i6<4li444: Uqá otAa {49 4~&~a) de>v4riahicsoQuit~sque
satisfAga (ti.>, <~t&5 y

0$ i~40t~sistCfltO con la dés~ripdión- , -

mec~*dMáoadepMoS4epazUcui4t d~t4jñ 1 ~4t~~t~s e~t*l efladosihg-ki~ de

y(42) debedeperteneceral espectrode 42½
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4’-

4’> = [SI’>= +1> ®[s2> — —í> +[s~> —

(4. 2)
—Is:’> =o>®Is;> —0>]/ 3

paraunadireccióncualquieran, o como

14’> = —[sI’> —0>0[S> = 0>— [St’>—0>0 ~2>= o>
+¡S’> —o> ®Js12>= o>]¡ 3

paracualquiertrío de direccionesortogonalesO = {x, y, z}, o equivalentemente,en
función de los estadospropiosde H~’> parala primerapartícula,como9

u’

t

(4. 3)

e»
ti

9-

es

=h~>®[Sí2>=0>~ 14’>=hy>®[S»=0>
(4. 4)

—h >0[s12> =0>]! 3
e
*

9
Paracompletarel argumentonecesitamosun lemaprevio

Lema: En un sistemaindividual en el estadosinglete, dadastres direcciones
mutuamenteortogonalesO = {x, y, z},unoy sólo uno de los valores v(SI>), y(S)),

y (
57t?>) escero(los otrosdos valen+1 ó —1).

u’

st

es
e
st-

Demostración.Al medir J4<í> sobrela panícula1 seobtendráuno de los valores

v(H ti>) — h (i = x, y, z); teniendoen cuentaqueparael singlete

p~(Hg> =h1, ~,<2>—±1)=0,

e
e
st

e

u’
(4. 5)

entonces,de acuerdocon (BKSL3), v(Sj>) = 0.
u’

e
e

Vamosa demostrar,porreducciónal absurdo,que ningunode los otros dosvalores

puedesercero:supongamosque almedir ¡¡0<1> se obtiene h~ con lo que v(S
2>)= 0,

supongamosporun momentoque además~(
5~t2>)= 0; teniendoen cuentaque parael

smglete

~La relaciónentrelosestadospropiosde S
1> y los de H” es

= —> = [id:’ h> + [H’’ = h>]/ 2,

sI = O> = 1”:’ =

(4. a)

(4. b)

(4. c)

st

es
*

U

u’

e
es

e
es
9’

e
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J»?~,,(HI’>=k, 59> —0)—O, con i!=j, (4.6)
.1

entonces,de acuerdocon (BKSL3), v(H0<í>) = h~; sin embargohabíamossupuestoque

al medir ¡¡~~> seobtuvo v(H0t
1>) — h~ (h~ !=Ii>»), luegollegamosaunacontradicción.El

razonamientoesanalogoparacualquierotro resultadode medir ¡¡~ O> ,q.e.d.

El lema anterior es cierto paracualquierelecciónde direccionesmutuamente

ortogonalesO = {x, y, z} ; perosabemosporel argumentogeométricoquehaydetrásde

la demostracióndel teoremaBKS queexistenconjuntosdedireccionesparalos que es

imposibleasignarlos valoresO y 1 (en estecaso+1 ó —1, en lugarde 1) de maneraque

de cadatres direccionesortogonalessólo unatengael valor O (da igual lo que sehaga

con las otrasdos direccionessiempreque no tenganel valor 0). Siguiendoa [Elby-

Jones92], consideraremosel conjunto totalmenteno-coloreableP-33 (que tiene 33

direccionesformando16 tríos ortogonales).La demostraciónterminaviendoque es

imposible asignarvalores a las proposicionesde P-33 con estasreglas(P-33 es

totalmenteno-coloreable),cosaquehicimosen la Sec.2. 4. 1. b, q.e.d.

El númerode observables(localmentemaximales)empleadoen la demostración

anteriores: 16 observablesdel tipo H~ <‘> (correspondientesa los 16 tríos O ortogonales

de P-33), y 33 observablesde tipo ~ (correspondientesa las 33 direccionesn deP-

33). NótesetambiénqueporcadaH~ ~> seutilizan 12 correlacionesperfectasentreéste

y el correspondientetrío {S12>, ~{=>,512>1 (paracadadirección hay doscorrelaciones

como(4. 5) y doscorrelacionescomo (4. 6)), lo que haceun total de 16 x 12 = 192

correlacionesperfectas.

4. 2. 3. Versión probabilística del teorema de BKS con
localidad

En el restodeestecapítulo (y en generalen toda la memoria)consideraremosque

tambiénlos observablesno-maximales(como los cuadradosde las componentesdel

espínde unapartículade espín1) son observablesunívocamentedefinidosen unateoría

de variablesocultas.En la Sec. 2. 3. 6. vimos una demostraciónprobabilisticadel

teoremade BKS queconsistíaen prepararunapartículade espín1 en un estadopropio

de unacomponentedel espíncon autovalorcerohaciéndolapasarpor un Stern-Gerlach

(SG) A y posteriormentehacerpasarun sistemaindividual así porotro SGB conuna

orientacióndistintaelegidaadecuadamenteparaque en unateoríade variablesocultas

no-contextualesel resultadode esasegundamediciónnuncapudierasercero. Esa

demostraciónsepuedeconvertiren unademostraciónprobabilísticadel teoremadeBKS
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con localidadsin másqueprepararun sistemade dospartículasde espín 1 en el estado

singletey hacerpasaruna de las partículaspor el SG A y a la otra por el SG B,

separadosahoraporun intervalode género-espacio.En unateoríade variablesocultas

localesjamássepodríanobtenerceros en ambosStern-Gerlach,pero en MC, estos

sucesostienenunaprobabilidadno nula. Estademostraciónsepresentaen [Clifton 93],
4’-

los cálculossonsencillos(y dependendel DPS elegido)y análogosa los de la Sec.2. 3.

6 (peroahorasobreel singlete),por lo queno los detallaremosaquí. e»,

es

4.3. Relacionesentre las demostracionesdel teorema
de BKS y las del teoremade Bell-EPR

ti

4.3.1. Introducción u’
9-

9-
En la secciones2. 3. 4 (los tres pasosde la demostraciónde KS) y 2. 4. 3 c (su

generalizacióna dimensiónarbitrariamayor que tres) vimos cómo, aumentandoel u’

númerode direcciones,podíamosir desdeunademostraciónprobabilísticadel teorema U

tide BKS a unademostraciónno-probabilisticadependientedel estado,y de éstaa otra
st

independientedel estado.En las seccionessiguientesvamos a ilustrar el proceso

contrario~ en la Sec. 4. 3. 2 interpretaremosel conjunto totalmenteno-coloreable e

(TNCS) máspequeñoconocidoen dimensión4, el conjuntoCEG-18introducidoen la
u’

Sec. 2. 4. 2. g, en términosde proposicionesfísicas sobreel estadode espín de un
u’

sistemacompuestopor dos partículasde espín 1/2. En la Sec.4. 3. 3 veremosque st.

CEO-1 8 contieneun conjuntoparcialmenteno-coloreable(PNCS) quepermite hacer u’

una demostracióndependientedel estadodel teoremade BKS; estademostración *
es

tambiénsepuedeninterpretar,añadiendola hipótesisde que las dospartículasestán
e

espacialmenteseparadasy utilizandounadefiniciónrecursivadeelementosde realidad,

como una demostracióndel teorema de Bell-EPR. En 4. 3. 4 veremosuna u’

simplificación del resultadoanterior. En 4. 3. 5 veremosque CEG-18contieneun u’
st

conjunto con una prediccióndefinida (DPS) que conducea una demostración

probabilísticadel teoremade BKS; estademostraciónesesencialmenteequivalentea la u’

demostraciónde Hardydel teoremade Bell-EPR.En resumen,en lasSees.4. 3. 3 y 4. U

u’3. 5 veremoscómo, añadiendola hipótesis de que las dos partículassehallan en
U

regiones separadaspor intervalos de género-espacio,podemosreescribir las

demostracionesdependientedel estadoy probabilisticadel teoremade BKS en st

dimensión4, como demostracionesdel teoremade Bell-EPR. En la Sec. 4. 3. 6 9-

haremoslo mismo partiendodel TNCSen dimensión8 de Kernaghany Peres(KP-36) es
u’

que puedeinterpretarsefísicamentecomoun conjuntode proposicionessobreel estado

de espínde un sistemade tres partículasde espín 1/2: veremosque KP-36 contieneun 9

u’

9

*

e
e
u’
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PNCSquedalugaraunademostracióndependientedel estadodel teoremade BKS que

puedeinterpretarse(añadiendola hipótesisde quelas trespartículasestánespacialmente

separadasentresí) comounademostraciónde imposibilidadde variablesocultaslocales.

Finalmenteen 4. 3. 7, resumiremoslas condicionessuficientesparaqueun PNCS de

lugaraunademostraciónde imposibilidadde variablesocultaslocales.

A lo largo de estasseccionesharemosalusión a las condiciones(a), (b), (c)

definidasen la Sec.2. 4. 2. h

4. 3. 2. Interpretación física de CEG-18

Recordemosque CEG-18 es un subconjuntode P-24. Los 24 rayosen las 24

direccionesde P-24puedeninterpretarsecomoestadospurosde espínde un sistemade

dospartículasde espín1/2. Los vectoresde P-24sonde dostipos:

16 de ellos sonfactorizables,es decirson de la forma (a, b)tí> ®(c, d)t2>; y por

tanto los correspondientesproyectoresson productosde operadoreslocales,lo quees

equivalentea decirque las proposicionesasociadasserefierena propiedadesde cada

unade las dospartículaspor separado.Porejemplo,tomandocomo baselos estados

propios de al’> 0 a~2>,elvector (no—normalizado)(l,—l,0,0) representael estadode

espín la
7 = +í><í) ®[a~ = ~í><2í, y su correspondienteproyectorestáasociadoa la

proposición:“el observablea7tí> tienevalor+1 y el observableaL
2> tienevalor —1”. En

una teoría de variables ocultas esa proposición tiene un valor bien definido:

v(l, —1,0,0)=1 si la proposiciónes“cierta”, ó v(l, —1,0,0)=0 si la proposición

es“falsa”.

Los 8 vectoresrestantesson no-factorizables,por tanto los correspondientes

proyectoresno sepuedenfactorizaren términosde observableslocales,lo queequivale

a decirquelas proposicionesasociadassonenunciadossobrepropiedadesconjuntasde

las dospartículas.Por ejemplo,el vector(no-normalizado)(1, —1, 1, 1) espropio de
los operadores¿7 ®¿.t2> y &~‘> ®ú(2> con autovalores—.1 y +1, respectivamente,y

por tantopuedeasociárselecon la proposición:“El observableno-local a?> 0 al2> tiene

valor —l y el observableno-local al» 0<> tiene valor +l”lO. En una teoría de

(1 —

~ Decimosqueel observableA asociadoal operadorÁ = a, ® al” esno-localporque,aunquesu

valor puedeobtenersemidiendolos observableslocalesa y al», éstano es unamediciónideal de

primeraespecie(Le., queno afectaa los observablescompatibles)de A, en particular,esaformade

“medir” A no es compatiblecon ninguna forma de medir el observableR asociadoal operador

B = a ® a pesea que A y A son operadoresconmutativos(y por tanto los correspondientes
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variablesocultasno-contextualesestasproposicionestienenque tenervaloresbien

definidos.

En la tabla 4. 1 aparecela interpretaciónen término de proposicionessobreese

sistemafísicode los 24 vectoresde P-24.

Los 18 vectores de CEG-18 se obtienen eliminando (de una forma particular) un

vector de cada grupo de cuatro en la tabla 4. 1 (en la elección que hicimos en 2. 4. 2 g

eliminábamoslos vectores4,6, 11, 13, 19 y 23).

En CEO-18, 12 de los vectoressonfactorizables(los queaparecenlas ecs. (2. 67)-

(2. 70)), los otros 6 (que aparecennuevosen las ecs. (2. 71)-(2. 75)) son no-

factorizables(cadaunade las ecs. (2. 71)-(2.74) tiene un par de vectoresfactorizables

y un parde vectoresno-factorizables,la ec. (2. 75) contiene4 vectoresno-factorizables;

en particular,nóteseque ningunode los vectoresde CEG-18esortogonal a los 6

vectoresno-factorizables(estoquieredecir que aunquepreparemosel sistemaen un

estadopropio de una de las 18 proposicionescon valor propio 1 —esdecir, que su

valor de variablesocultases1—, no podremosasignarvalorde variablesocultasceroa

todas las proposicionesno-factorizables,y, por tanto, habráque recurrir a una

definiciónrecursivade elementosde realidadparajustificarla asignaciónde valoresque

se hagaalas proposicionesno-factorizablesno ortogonalesa la de partida).

observablesdeberíansercompatibles:es decir, deberíaexistir algunamanerademedirlosa la vez). En

[García Alcaine 92] se proponeuna forma no-local de medir sólo A (sin medir a y a2); sin

embargoestaformatambiénfalla enel propósitode medirA y B conjuntamente.

4’t
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Vector Proposiciónasociada

2: (1, —1,0,0)

3: (0,0, 1, 1)

4: (0,0, 1, —1)

5: (1,0, 1,0)

6: (0, 1,0, 1)

7: (1,0, —1,0)

8: (0, 1, 0, —1)

9: (1,0,0, 1)

13: (1, 0,

14: (0, 1,

15: (0, 0,
16: (0, 0,

21:
22:
23:

¡ 24:

0,0)

0,0)

1,0)

o, 1)

(1, 1, 1,—])

(1, 1, —1. 1)

(1, —1, 1, 1)

(—1, 1, 1, 1)

‘‘ ti>a
~~ati>
“a ~í>

‘‘ ti>c7~
‘‘ ti>

‘‘ ti>ax

‘‘ ti>a

~atI>

O u<
2>7

0 a<2>

O a
27>

0at
2>7

ti>a
7

7
‘‘ ti >a7
‘‘ ti>a,

tiene va]or+1

tiene valor+1

tiene valor—l

tienevalor—l

tienevalor+1

tienevalor+1

tienevalor—l

tienevalor—l

tienevalor+ 1

tienevalor+1

tiene valor—1

tienevalor—l

tiene

tiene

tiene

tiene

<2>yax

t2>ya~

<2>
ya~

<2>
yax

t2 >

ya
7

y
t2

yQ
y

ttyo?
tiyU~
ti >ya~

valor+1 y a»>

valor+1 y a<
2>

valor—1 y

valor—] y aje>

~~all>tienevalor+1 y

tienevalor+1 y

~~a4i>tienevalor—l y

“aj’> tienevalor—1 y

‘‘a <~>
7

‘‘ ti>o.
.LatI>

7

“a <>
7

O al2>
0 a<2>

1

O a<2>
1

®at2>
1

tienevalor+1

tienevalor+1

tienevalor—l

tienevalor—l

at2>
1

al2>
(2>

al
at2>

1

tienevalor +1”

tienevalor—1”

tienevalor+1”

tienevalor—1”

tiene

tiene

tiene

tiene

valor +1”

valor—1”

valor+1”

valor—1”

0 ~ 2> tienevalor

O al2> tienevalor

O al2> tiene valor

0 al2> tiene valor

tiene

tiene

tiene

tiene

tiene

tiene

tiene

tiene

+1”

—1”

+1”

—1’’

valor+1”

valor—1”

valor+1”

valor—1”

valor+1”

valor —1”

valor+1”

valor—l’~

y aí>0 a2> tienevalor+1”

y ali>0 a2> tienevalor —í”

y ali>0a2> tienevalor+1”

y a>~í>0 a2> tienevalor—1”

Tabla 4. 1. Interpretaciónfísicade las direccionesdeP-24.CEG-l 8 se obtiene,por

ejemplo,eliminandolos vectores4,6,11, 13, 19 y 23.



192 Capítulo4. Relacionesentreel teoremade Rell-KSy el teoremade Bell-EPR

4. 3. 3. Relación entre CEG-18 y la demostración de Peres

En estasecciónveremosque CEO-18 contienelo que en el capitulo2 llamábamos

un conjunto parcialmenteno-coloreable(PNCS) que da lugar a una demostración

dependientedel estadodel teoremade BKS, queestambién(añadiendola hipótesisde

quelas partículasestánespacialmenteseparadasy aceptandounadefiniciónrecursivade

elementosde realidad,ver la Sec.3. 4. 3) unademostracióndel teoremade Bell-EPR

[CEO96 a].

Cadavector de CEG-18 esortogonala otros 7 vectoresdel conjunto; por tanto

podemosprepararel sistemaen un estadoque asigneel valor 1 al proyectorsobreuno

deesosvectoresy cl valor O a los otros7 proyectoressobrelos vectoresortogonales.

Porejemplo,si preparamosel sistemaen el estadosinglete,

jvú=(I+—>—I—-Ó)’ 2, (4.7)

entonces,pordefinición

v(0, 1, —1, 0)=l, (4.8)

y podemoseliminar de las ecs. (2. 6’7)-(2. ‘75) el vector (0, 1, —1, 0) y aquellos

ortogonalesa él, cuyosvaloresasociadosson0,

v(0, 0,0, 1)=v(l, —1, —1, l)=v(l, 1,1, l)=

v(l, 0,0, —l)=v(l, 1, 1, —l)=v(—l, 1, 1, l)v(1, 0, 0, 1)0 (4.9)

Portanto,sólo quedan7 ecuacionescon 10 vectoresdiferentes:

v(0, 0, 1, 0)+v(l, 1, 0, 0)+v(l, —t 0, 0) 1, (4. 10)

v(0, 1, 0, O)+v(1, 0, 1, 0)+v(l, 0, —1, 0)=1, (4. 11)

v(l, —1,1, —l)+v(l, 1,0, 0)+v(0, 0,1, l)=l, (4. 12)

v(l, —1,1, —l)+v(1, 0, —1, O)+v(0, 1,0, —1)=l, (4. 13)

v(O, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, 0)=l, (4. ¡4)

v(l, 1, —1, l)+v(l, —1,0, 0)+v(0, 0,1, l)1, (4. 15)

v(l, 1, —1, l)+v(l, 0,1, 0)+v(0, 1,0, —l)=l. (4. 16)

Veamosqueestos10 vectores,junto con el estadoinicial, formanun PNCS:No hay

maneradc asignarvaloresdefinidos a las 10 proposicionesimplicadasen estas

ecuaciones.La demostraciónes idénticaa la demostraciónde que CEG-18eraun

TNCS: la sumade los miembrosderechosde (4. l0)-(4. 16) es impar (en concreto7),
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mientrasquela sumade los lados izquierdosesnecesariamentepar,porquecadavalor

(1 ó 0) aparecedosveces.

Aparentementeestaconclusióndescansaen la imposibilidad de asignarvalores

únicosa 10 + 8 proposiciones:las 10 asociadasa los 10 vectoresdistintosqueaparecen

en (4. lO)-(4. 16), más la asociadaal estadoinicial (4. 8) y las 7 asociadasa los 7

vectoresortogonales(4. 9). Perode hecho,sepuedenjustificarlas ces. (4. 10)}4. 16)

sin necesidadde usar(4. 9), usandoel siguienteargumento[Kernaghan-Peres95]: cada

subeonjuntode doso tresvectoresen los lados izquierdosde (4. l0)-(4. 16) subtiende

un subespacioque contieneel vector(0, 1, —1, 0) (podemosprobarque estevector

puedeexpresarsecomounacombinaciónlineal de los decadasubconjunto);portanto,

inclusosi las sumasde los proyectorescorrespondientesno dan la matriz identidad

4 x 4, el sistemaestáen un estadopropio, con valor propio 1, de cadasumade

proyectores,y las sumasde los correspondientesvaloresdebeser1. En consecuencia,

estademostraciónindependientedel estadoempleasólo 10 vectores(o 10 (+1) si

tambiéncontamosel estadoinicial). El récordanterior[Kernaghan-Peres95] requería7

ecuacionescon 13 (o 13 (+1), si incluimos el estadoinicial) vectoresdiferentesen

dimensión 811, de formaque en el conjuntode las ecuacionesaparecendos o cuatro

vecescadauno12.

Esta demostracióndependientedel estadodel teoremade BKS no se puede

interpretarcomounacontradicciónentrela MC y variablesocultaslocales,porque,

aunqueesposible prepararel sistemaen un estadoentangled(el singlete,enel caso

anterior),no esposibleprescindirde las 5 restantesproposicionesno-factorizables,y

seguiralcanzandounacontradicción.Porejemplo,las ecs. (4. 1 O)-(4. 16) contienenel

estadoentangled(1, 1, —1, 1), y el valor asociadoa laproposicióncorrespondienteno

sepuededeterminarmedianteunamedidalocal sobrelapartícula1 y otramedidalocal

sobrela partícula2. Sin embargo,sí sepuedeinterpretarcomouna demostraciónde

imposibilidad de variablesocultaslocalessi se aceptauna definición recursivade

elementosde realidadcomo la que vimos en la Sec.3. 4. 3; en tal caso,el valor de la

proposiciónasociadaal vector(1, 1, —1, 1) (proposiciónque,consultandoen la tabla4.

1, vemosque es~~ahí>®a» tiene valor +1 y ahI>0a12> tiene valor —1”) sepuede

determinara partir de los valoresasignadosaproposicionescorrespondientesa vectores

factorizables.De hecho,estademostraciónesunaversiónaditivade la demostración

~ Ya hemosvisto demostracionesde BKS independientesdel estadoen dimensión8 enla Sec.2.

6. 2; veremoslademostracióndependientedel estadocon 13 (+1) vectoresen la Sec.4. 3. 6.
12 Adelantemosaquí quelademostracióndependientedel estadoen [Kernaghan-Peres95] tieneuna

propiedaddeseableque no tiene la nuestra: sus 13 vectores son todos factorizables como
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multiplicativa de Perescon elementosde realidadrecursivosquevimos en la Sec.3. 4.

3.

4. 3. 4. Una demostración con 5 proposiciones y el singlete

En estasecciónveremosuna simplificación adicionaldel ejemplode la sección

anterior.A ella se puedellegarpordoscaminos:considerandounaversióndependiente

del estadode la demostraciónsugeridaporClifton basadaen descomposicionesaditivas

de la identidadde subespaciosdel espaciode Hilbert total del sistemaque vimos en la

Sec.2. 4. 2. h, o simplementeusandolas propiedadesdel estadosinglete[CEO96 b].

Consideremosun sistemaindividual de dospartículasde espín 1/2preparadasen el

estadosinglete.Comoantes,se verifica (4. 8) y (4. 9), en particular

Reemplazandoestosvaloresen las ecs (2. 73) y (2. 74) de la Sec. 2. 4. 2. g (o en las

ecs.(2. 80) y (2. 79) de la Sec.2. 4. 2. h) obtenemoslas ecs. (4. 15) y (4. 16), que

volvemosaescribiraquí

v(l, 1, —1, l)+v(1, —1,0, 0)+v(0, 0,1, l)=l, (4. 18)

v(1, 1, —1, l)+v(1, 0,1, 0)+v(0, 1,0, —l)=l. (4. 19)

Nóteseque la proposiciónasociadaal primer vectorde ambasecuacioneses una

proposiciónno-factorizabley queparaasignarleun elementode realidada la vezque a

las otras4 proposicionestendríamosque acudir a una definición recursivade los

elementosde realidad.Además, los valores de variables ocultasde las cuatro

direccionesque no estánrepetidasen (4. 18) y (4. 19)satisfacenla siguienterelaciónen

el estadosinglete:

v(l, —1,0, 0)+v(0, 0,1, l)+v(l, 0,1, 0)+v(0, 1,0, —1)=l. (4. 20)

Parademostrar(4. 20) hay que teneren cuentadoscosas:primero,queel valor de

una proposiciónfactorizable(comocualquierade las que aparecenen (4. 20)) esel

productode los valoresde susfactores13,
(2)

13 Preguntarsi un sistemade dospaniculasestáen el estado (a, b)~’~ ® (e, d) es equivalentea

preguntarsi la partícula1 estáen el estado (a, bY’> y la partícula 2 estáen el estado (e, df ½la

respuestaes 1 (“sf’) sólo si los valoresde ambasproposicionesson 1, y es O (“no”) en cualquierotro

caso. La misma conclusión se puedealcanzarcomo consecuenciade la regla del productopara

observablescompatibles:v(AB)= v(A)v(B); enparticular
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v[(a, b)<t> ®(c, d)t2>]= v(a, b)tI> X v(c, d)<2>; (4. 21)

lo cualnospermiteescribirel ladoizquierdode (4. 20)como

v(l ,

0)tI> x v(l , .».l)t2>+ v(0,1)tI> X v(l

+v(l , 1 )<‘> >< v(l , O)t2> + v(l , — l)<’ x v(0, 1 )<~> (4. 22)

Segundo,si en el estadosingletemedimosla componentede espínde cadapartícula

segúnel mismovector(arbitrario), los resultadosestánperfectamentecorrelacionados

(siempresonopuestos),y la misma relacióndebede existir entrelos valoresde las

proposicionesen cualquierteoríadeterministade variablesocultas,

v(l, — 1)t2> — v(1, 1)tI> (4. 23 a)

v(l, ])t2> = v(l, — flt’> (4. 23 b)

v(l, 0)<2> = v(0, 1)<’>, (4. 23 c)

v(0, l)<2> = v(l, 0)t’> (4. 23 d)

sustituyendo(4. 23 a)-(4. 23 d) en (4. 22) seobtiene

dondeel ladode la izquierdaes la formafactorizadadelladode la izquierdade (4. 20)

unavezutilizadaslas correlacionesperfectasdel estadosinglete,(4. 23 a)-(4. 23 b), y la

igualdad(4. 24) esunaconsecuenciade la resoluciónde la identidaden el espacio

bidimensionalde los estadosde laprimerapanícula,q.e.d.

Los dosprimerosvectoresen (4. 20) no son ortogonalesa los otros dos, y los

correspondientesproyectoresno conmutan;esmás, no existeningún estadopropio

comúnde los cuatroproyectores.Por tanto, ni podemosprepararun sistemaen un

estadolibre de dispersiónpara las cuatro proposiciones,ni podemoscomprobar

experimentalmentela relación (4. 20) midiendo simultáneamentelas cuatro

proposiciones;en estesentidola relación(4. 20) esdiferentede las relaciones(4. 18) y
4,,,, 4,

(4. 19), quevienende (b) (¡uJ~u1 = ¡ ~ %v(u1)= 1), paralas queexistenestados
¡=1

y (1u~’ ><u<’> 1 Iw(2 ><w~~ 1) y (j u~> ><u<” ® /~“) xv w~
2> ><w<~ )

= v(Iu”><u [)>< ~([~Á~><w’[) (4. d)

dondela última igualdadrefleja el hechode que las proposicionesrepresentadaspor el proyector

® i~~> correspondena laprimerapartículaenel estado u<~~>, cualquieraqueseael estadodela

segundapartícula.
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libres de dispersiónsimultáneamenteparacadatétradade proyectorescompatibles,y

que (en principio) sepuedenverificarexperimentalmenteen cualquierestado.Peroen

unateoríade variablesocultasdeterminista,los observablesincompatiblespuedentener

valoresdefinidosen el mismo sistemaindividual, y por lo tanto la ec. (4. 20), aunque

no seaunaconsecuenciade ningunaresoluciónde la identidad,esunarelaciónlegítima

entrelos valoresde variablesocultas,basadaen las propiedadesdel estadosinglete.

Teorema:no existeningún conjuntode valores v(u,) que verifiquen las ecs. (4.

18)-(4. 20).

Demostración:Unavezmásla demostracióndescansaenun argumentodeparidad:

cadaproposiciónaparecedos vecesen (4. 1 8)-(4. 20), pero la suma de los lados

derechoses3, q.e.d.

Terminaremosconunareflexión sobreel númerode proposicionesimplicadoen la

demostración.Hemoshechola cuentausandoexplícitamenteotraconsecuenciade los

requisitos(a) y (b) definidosen la Sec.2. 4. 2:

(d) Dado un sistemaindividual preparado en un estadow y un conjunto de

vectores {ujl que expanden un subespacio U que contiene a w, entonces

Xv(u1)=l.

Una razón para esto se da en [Kernaghan-Peres95]: cualquiervector y en el

subespaciocomplementarioa U esortogonalaw; si v(w) = 1 entonces(b) implica

v(v) = 0; por tanto, la suma de los valores de cualquierconjunto completo de

propostcionescompatiblessobreel subespacioU debeser 1. Esto tambiénsepuede

justificar sin mencionarexplícitamentelos valores v(v)= 0, si se recuerdaque la

probabilidadde encontrarel sistemaenun estadoen el subespacioU es 1. La condición

(d) esunaconsecuenciade (a) y (b), peroal contrariode lo quesucedecon (c), ahora

las proposicionesomitidastienenun valor bien definido (cero), y por lo tanto puede

argumentarsequeusar(d) esesencialmenteuna manerade contarel númerode vectores

queapareceen unademostracióndependientedel estado,prescindiendode los vectores

ortogonalesal estadoinicial
14.

14 Partiendodeunademostracióndependientedel estadodel teoremadeBKS entérminosdevectores

en dimensiónn, podemostrivialmenteconstruirunademostracióndependientedel estadoen cualquier

dimensiónn + m: bastacon añadirm ceros a todos los vectores,incluyendoel estadoinicial. Si la

cuentadel número de vectoresse basaen el uso explicito de la condición (d), este númeroes

independientedem (porejemplo,el conjuntode 10 vectoresdela demostracióndependientedel estadoen

dimensión n = 4 de la Sec.4. 3. 3 dalugar a unademostracióntambiéncon 10 vectoresen n = 8). El
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En nuestroejemplo,ambostríos de vectoresde los lados izquierdosde (4. 18) y (4.

19) expandensubespaciosque contienenal singlete(0, 1, —1, 0), y por tanto ambas

ecuacionesson aplicacióndirecta de la regla (d). Si usamosestacondición, sólo

necesitaremoscontarlos 5 vectoresque aparecenexplícitamenteen (4. 18) y (4. 19);

una cuentadel númerode proposicionescon valoresdefinidos necesariospara la

demostraciónbasadaestrictamenteen (a) y (b), deberíaincluir los vectoresomitidos(1,

1, l,—I\(—l, 1,1, l)(yquizátambiénelestadoinicial).

La contradicción desarrolladaen esta sección requiere 3 ecuacionesy 5

proposicionesen R4: en términos del númerode proposiciones,estademostración

dependientedel estado(del teoremade BKS o delteoremadeBel]-EPRaceptandouna

definiciónrecursivade elementosde realidad)esla demostraciónde imposibilidadde

variablesocultasmáseconómicaqueconocemos.

4. 3. 5. Relación entre CEG-18 y la demostración de Hardy

En estasecciónvamosaconsiderarlo queenel capitulo2 llamábamosun conjunto

con unaprediccióndefinida,DPS,subconjuntode CEG-18lo quenospermitiráobtener

unaversiónprobabilísticadel teoremadeBKS en la queaparecerán(ademásde] estado

de partida) sólo proposicionesfactorizables,y por tanto se podría interpretar

(suponiendoque laspartículasestánespacialmenteseparadas)comounademostración

del teoremade Bell-EPR. Dehecho,veremosqueel resultadocoincideesencialmente

con la demostraciónde Hardy que vimos en la Sec.3. 4. 4 por lo que simplemente

consideraremosque la nuestraesunaderivaciónde aquéllabasadaen los argumentos

del teoremade BKS [CEO 96 a]15.

cocienteentre el númerof de vectoresempleadoen una demostracióndel teoremade BKS y la

dimensionalidadti del espacio[Kernaghan-Peres953 es unamedidarazonablede la bondadde una

demostraciónindependientedel estado(donde obviamentef > n), pero no tiene sentido en

demostracionesdependientesdel estadosi no secuentanel estadoinicial ni los vectoresortogonalesaél,

comosehacecuandoseusala condición(d).

15 El comentario,vía correoelectrónico,deHardysobreestaderivaciónde “su” argumentofue: “1

also like your state-dependentandstatedependentprobabilistieproofs [CEG 96 a]. It is neatthat one

casereducesto a similar contradictionto my nonlocalityproof’, 6 de febrerode 1996.GuruprasadKar,

e-mail del 31 demayode 1996: “Also your probabilisticproofgives a betterunderstandingof Hardy’s

theorem.” [Kar 961: “LAbstract] The converseof Hardy’s nonlocality theoremis provedby usingthe

techniquedevelopedby A. Cabelloel al. [CEG 96 a] forprobabilisticproofof theBell-Kochen-Specker

theorem. (...) [Texto principal] Very recently Adán Cabelloel al. [CEO 96 a] provedBell-Kochen-

Speckertheoremin four dimensionsusing 18 vectorsonly. Therethey gayea probabilisticproof of
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Supongamosque preparamos(“preseleccionamos”)dospartículasde espín1/2 en el

estadoentangled(perono “máximamenteentangled”16),

n>=U+-~->—¡~—>—K-$i 3. (4.25)

4’-Entonces,pordefinición
e»
9-v(l, —t —1, 0)rl. (4. 26)
u

En unateoríade variablesocultas,los valoresde los proyectoressobrecualquiervector

ortogonala (1, —1, —1, 0)17debende ser0; en particular,
94

v(0, 0, 0, 1)= v(1, 1, 0, 0)= v(l, 0, 1, 0)= 0. (4. 27) u’

9-

Supongamosque en una medidaposterior (o “postselección”) e] sistemase 94
9-encuentraen el estado
e
ti

19>=IaV> ~+l>®[aI2> —+1> (4. 28) u-
U

(estoesposibleporque<~jtj> !=0);entonces,

es

v(l, 1,1, l)1. (4.29) es
es

Enlos sistemasindividualespostseleccionadosen el estado(4. 28),el valor de todaslas 94

proposicionessobrevectoresortogonalesa (1, 1, 1, 1) esO;en particular, u’

u’

v(l, —1,0, 0)rv(l, 0, —1, 0)=O. (4. 30) 9-

9-

*

Reemplazando(4. 27) y (4. 30)en (2. 67) y (2. 68)sellegaa *

94

v(0, 1,0, 0)=v(0, 0, 1, 0)=l. (4. 31)
U

u’

Bell-KS theoremusing only factorisablepropositions,which can be interpretedin terms of local u’
st-

measurementsandhencecanberelatedto Hardynonlocality theorem.

Herewe shall provethe converseof Hardy’s result usingtheir technique.We shall show that for

four spin-1/2observables,noncommutingfor bothsystems,a statecan be found satisfyingHardy’s u’

nonlocality.The statewould be shownnot to beproductstateaswell as maximallyentangledstate.” u’

16 Ver la discusiónen la See.3.4.4.4. 94

17 Este vectorno pertenecea CEG-18ni a P-24. Puedeinterpretarsegeométricamentecomo la

direcciónqueune los centrosde unaparde aristasopuestasde un teseracto(ver las figuras2.20y 2. 21;

las otras 15 direccionesqueunenloscentrosdelas restantesaristasopuestastambiénrepresentanestados

de Hardy. Aunque ese vector no pertenezcaa CEO-ls, los restantesvectoressí foTmnan un DPS

contenidoenCEO-18 deacuerdocon la definicióndeDPS;véaselanota 28 del capítulo2.
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Pero (0, 1, 0, 0) y (0, 0, 1, 0) son ortogonales,y por tanto los valores de las

correspondientesproposicionesno pueden ambos ser 1: hemos llegado a una

contradicción.

Estademostraciónprobabilísticadel teoremade BKS usa7 (+2) vectores(los 7 de
(4. 27), (4. 30), (4. 31), más los estadosi7 y 9). El término “probabilfstica”proviene

delhechode queal prepararel sistemaen el estadoinicial 77 (i.e., al preseleccionart~)

existesólounaprobabilidadno nulade encontrarel sistemaen el estadofinal p (i.e., de

postseleccionarql), no la certeza.

Ahoravamosa ver cómoestárelacionadoesteresultadocon la pruebade Hardydel

teoremade Bell-EPRque vimos en la sección3. 4. 4. Adviértasequetodoslos vectores

implicadosen la demostraciónanteriorson factorizables,con excepcióndel estado

inicial rj. Los valoresasociadosa proposicionesfactorizablespuedenexpresarseen

términosde los valoresde las proposicionesde los correspondientesfactores:

v[(a, b)tí> ® (c, d)t2>] —1 ~ v(a, b)tí> = v(c, d)t2> = 1, (4. 32)

v[(a, bf> O (c, d)t»] = O ~ v(a, b)tI> x v(c, d)t2) = 0. (4. 33)

En particular,si preseleccionamosel estadon’

v(l, —1, —1, 0)= 1 =~ v(1, 1, 0, 0)=0 ~ v(l,
0)tI> xv(l, 1)12> —0. (4. 34)

De manerasimilar, al postseleccionar~ (i.e., v[(1, l)tI> 0(1 1)t2>] = 1) ello implica,

usando(4. 32),

(4. 35)

v(1, 1)tQ> 1 (4. 36)

Entonces,(4. 34), (4. 36) implican

v(1, 0)tt>0 (4. 37)
Si usamoslas hipótesis(a) y (b) sobreelespaciobidimensionalde los estadosde espín

de laprimerapartícula,a partir de (4. 37) concluimosque

v(0, 1)tl> 1. (4. 38)

Los valores(4. 26), (4. 36), (4. 38) correspondenen términos mecanocuánticosal
siguienteresultadoparala probabilidadcondicionalde encontrar att) = 1 en un

7

sistemapreparadoen el estador¡, si al» = +1;
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Intercambiandolos papelesde laspartículas1 y 2, un razonamientosimilar nosconduce

aque

La ec. (4. 26) y laprimerapartede (4.27)(v(0, 0, 0, 1) = 0) setraducenen

I~¿a~’> =—l, al» =—1)=O. (4. 41)

Finalmente,el hechode que el sistemasepuedapostseleccionaren el estadop, usado

paraobtener(4. 29),significaque

(4.42)

Las ecs. (4. 39)-(4.42)sonla traducciónen términosmecanocuánticosdel conjunto

devaloresusadoen lademostraciónprobabilísticadel teoremade BKS. Si suponemos

quelas partículas1 y 2 estánlocalizadasen dosregionesseparadasporun intervalode

género-espacio(hipótesisqueno eranecesariaparael teoremade BKS), las ecs (4. 39)-

(4.42)sontodo lo quenecesitamospararehacerla demostraciónde Hardydel teorema

de Bell-EPR,demostraciónqueya vimos en la sección3. 4. 4.

Parasubrayarlacompletaanalogíade estademostraciónprobabilisticade BKS con

las tratadasen la Sec. 2. 3. 6, en la figura 4. 1 representamosel diagramade KS

(tradicional)correspondiente.Nótesequeahoraestamosen un espaciotetradimensional

y que los conjuntoscompletosde proposicionescompatibles(queen dimensióntres

representábamospor triángulos) ahoraestán representadospor cuadradoscon sus

diagonales.Salvopor la dimensiónnótesequeestediagramaessimilar al diagramade

KS-8 (ver las Figs. 2. 1 y 2. 8); de hechoestediagramaesun casoparticularpara

dimensión4 del diagramade la Fig. 2. 24 que dibujamoscuandogeneralizábamosla

demostración original de KS a dimensión arbitraria1 8 Si

v(l, —1, — 1, 0) = v(l, 1, 1, 1) = 1 (es decir si asignamose] color blanco a esos

vectores),el restodel diagramano sepuedecolorearde ningunaformaconsistentecon

(a)y(b).

18 Tómese en la Fig. 2. 24, ¡ =(l, —1, —t 0), ¡ =(l, 1, 0, 0), r
3 =(l, —t Q O),
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19 Se puededemostrarquesi, en lugardelaelecciónexplícitade vectoresquehemoshechoen esta

figura, hiciésemosla elecciónmásgeneralcompatiblecon estediagramade KS, de formaquesólo el

primer vectorseano-factorizable;entoncesel productoescalarentreéstevectory el último (y por tanto

la probabilidadde,preparandoel primero,al hacerunamedidasobreél, encontrarel segundo)es máximo

bajo las mismascircunstanciasen que ocurre la máxima violación en el argumentode Hardy; en

particular,de estecálculose obtienede nuevoquela probabilidadmáximaesel inversode la razónáurea

elevadaa 5.

(1, —1, 0, 0)

(1, 1,1, 1)

(1,0, —1, 0)

Hg. 4. 1. DiagramadeKochen-Speckerde la demostraciónprobabilísticadeBKS en

cuatrodimensionesextraídade CEG-18.Si v(I, —1, —1, 0) = v(1, 1, 1,1)= 1, el

diagramano puedecolorearsede ningunamaneraconsistentecon (a) y (b)19.
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4. 3. 6. Relación entre KP-36 y la demostración de GHZ
*

En estasecciónveremosun PNCS propuestoen [Kernaghan-Peres95] que es

subconjuntodel TNCS queen la Sec.2. 6. 2 llamábamosKP-36;estePNCS contiene

un vector no-factorizabley 13 vectoresfactorizables.Preparandoun sistemaen el

estadopropio asociadoal vectorno-factorizable,esePNCS da lugar no sólo a una

demostracióndependientedel estadodel teoremade BKS sino también a una

demostracióndel teoremade Bell-EPR sobreun sistemade trespartículasde espín ¡/2.

En estasecciónnosconcentraremosen la demostraciónalgebraica;puedeconstmirse

unatablaanálogaalatabla4.1con la relaciónentrevectoresy proposicionesfísicas,
e

sin másque tenerencuentaquelos vectoresen estecasosonpropiosde los operadores

queaparecenen la Fig. 2. 28.

e
El sistemasepreparainicialmenteen un estadoentangled(deGHZ) de las tres

partículas
e

y> — ( a7~ —+1, a~2~ — —¡-1, u2~ =+i,>+ u~)>= 1, a~2>=—I, a7> — 1
(4. 43) e

e
e

de maneraque y (y) 1, esdecir
e

v(—1, 0,0,1,0,1,1, 0)=1, (4. 44)
e

lo que permitehacercero los valoresde los vectoresortogonales(queno escribimos
e

explícitamente).Sustituyendoestosvaloresen las resolucionesde la identidad(en e

dimensión 8) que se puedenextraerde la Fig. 2. 28, se obtienenlas siguientes7 e

ecuaciones(lascursivasindicanqueel vectorha aparecidoenunaecuaciónanterior):
e

v(l, 0, 1, 0, —1,0, —L 0)+v(l, 0, —1,0,1,0, —LO)

v(0, 0,0,1,0,0,0, 0)+v(0, 0, 0,0,0,1,0, 0)=l (4. 45) e
e

v(1, LO, 0, —L —LO, 0)+v(l, —1,0, 0,1, —LO, 0) (4. 46)
e

v(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)+v(0, 0, 0, 0, 0, 0,1, 0)=1

e
v(1, 1, —1, —1,0,0,0, 0)+v(1, —1,1, —1,0,0,0,0)

dO, 0,0,0,0, LO, O)+v<O, O, O, O, O, O, L OÁJ e
e

41, 1, —1, —1, 0, 0, 0, 0)+v(0, 0, 0,0, 1, —1, —1, 1)
v(J, 0,1,0, —1,0, —1, 0)+v(0, 1,0, LO, 1,0, í)= í (4 48)

e
v(L —L 1, —L 0,0,0, 0)+v(0, 0,0,0, 1, —1, —L 1)

(4. 49)
v(J, 1, 0,0,—!, —1,0,0)+v(0, 0, L 1, 0, 0,1, 1)= 1

e
e
e
e
e
e
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v(L 1, 0,0, —L —1, 0, O)+v(1, —1,0,0, 1, —L 0, 0)

v(O, 0, 1, —1, 0, 0, —1, l)+v(O, 0, 1,1, 0, o, í, í)= 1 (4. 50)

v<1, 1,0,0, —L —1,0, O)+v(O, O, > —1,0,0, , (4.51)

v(L O, —L O, 1, 0, —L O)+v(0, 1, 0,1, 0, 1, 0, l)=l

Es fácil ver que setrata de un PNCS:con la elecciónde partida(4. 44), a los 13

vectoresque aparecenen las 7 ecuaciones(4. 45)-(4. 51) no se les puedeasignar

valoresde formaconsistentecon (a) y (b).

Demostración:cadavalor (1 ó 0) aparecedoso cuatrovecesen los lados izquierdos

de (4. 44)-(4.50), sin embargola sumade los ladosderechoses 7, q.e.d.

Los 13 vectoresen (4. 45)-(4.51) sonfactorizables(a, b)~’> ®(c, d<> ®(e,f)<3~,

luegocorrespondena proposicioneslocales(resolublesmediantemedidaslocales),lo

cualpermiteasignarlesun valor definidoapelandoala hipótesisde localidad(si las tres

partículasestánespacialmenteseparadas),que sustituyeen estecasoala hipótesisde

no-contextualidad.Por tanto, la demostraciónresultantees una demostración(no-

probabilística)de imposibilidadde variablesocultaslocales(teoremade Bell-EPR)

basadaen unademostracióndependientedel estado(construidasobreun subconjuntode

un conjuntoquepermite una demostraciónindependientedel estado)del teoremade

BKS. De hecho,la demostraciónanterioresuna versiónaditiva de la demostración

multiplicativade GHZ-Mermindel teoremade Bell-EPRquevimos en la Sec.3. 4. 2.

4. 3. 7. Condición suficiente para pasar de BKS a BeII-EPR

Lo visto en las secciones4. 3. 3 y 4. 3. 6 nospermiteconcluir que los siguientes

requisitossonsuficientesparaque unademostracióndependientedelestadodel teorema

de BKS basadaen un PNCScontenidoen un TNCS mayor,admitaunainterpretación

comodemostraciónno-probabilísticadel teoremade Bell-EPR:

(a) El TNCS debeadmitirunainterpretaciónfísicaen términosde n (n =2) sistemas

separablesespacialmente.

(b) El PNCS contenidoen el TNCS debepoder elegirsede maneraque el vector

inicial parael quesehacela asignaciónde partida(convalor 1) seaortogonala todos los

posiblesvectoresno-factorizablesdel conjunto,con lo cual, los valoresparatodoséstos

serán 0, y no intervendránen la demostración,de maneraque no seránecesario

justificar (apelando,porejemplo,a unadefiniciónrecursivade elementosde realidad)
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porqué hande tenervaloresno-contextualesbien definidosen unateoríade variables e

ocultaslocales.
e

Con esascondiciones,la hipótesisdeno-contextualidadde los valoresdevariables
e

ocultassepuedesustituirporla hipótesisde localidadparalos correspondientesvalores

de variablesocultas(ahoraasociadossólo a observableslocalescorrelacionadosen el e,

estadoentang]edde partida).
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
u
e
e
e
e
e
e
e
*

e
e

e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
*

e
e
-L
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“In the 30 years elapsedsince Bell’s seminal paper, hundredsof gedanken

experimentshave beenproposedshowingthe violation of a Belí inequality, but no

incontrovertible(loophole-free)violation has been shownin a real experiment.(...)

Proposalsfor loophole-freeexperimentsarebeginningto appear,but noneof themis

clearly feasible with presenttechnology.Furthermore,the difficulties for performing

empiricaltests of the Bel! inequalitiescannotbe just attributedto nonidealitiesof the

availablemeasuringdevices.Indeed,LI-IV [local hidden-variables]modeishavebeen

foundwhich perfectly agreewith the ideal quantumpredictionsfor atomiccascade

experiments,]ike Aspect’sone, which are currentlyconsideredthemostreliabletestof

Bell’s inequalities.Ihe sharpcontrastbetweensomany gedankenandsofew (nonein

fact) real violationsofBell’s inequalitiessurelyrequiresan explanation,and theobvious

one is that gedankenexperimentscontain oversimplifications that make them

unphysical.”

[Santos95], p. 1.

“So althoughHardy’s four questionsprovide a ratherweak basisfor a laboratory

violation of the experimenta]lyrelevantinequality,theyreignsupremein thegedanken

reaim.”

[Mermin 94 a], p. 11.
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Capítulo 5

Experimentos sobre el teorema de
Bell-EPR sin desigualdades

5. 1. Introducción

Estecapitulosededicaaestudiarla implementaciónidealde las demostracionesde

GHZ y Hardy en diversoscontextosfísicosy a discutir el únicoexperimentorealizado

hasta1995basadoen talesargumentos.

La primeraparte, los experimentosideales,es una revisiónsin pretensionesde

completitudde resultadospublicadosen la literaturareciente(1990-1995):en la Sec.5.

2 sepresentancuatroexperimentosidealesparaimplementarargumentosde tipo GHZ,

y en la Sec.5. 3 serevisancincopropuestasparaimplementarel argumentode Hardy.

Su inclusión aquíestájustificadaporvariasrazones:(i) Son implementacionesen

contextosfísicos diferentesde los mismosargumentosalgebraicosdel capitulo3. Si,

como algunos piensan, la debilidad de las demostracionesalgebraicasreside

precisamenteen sucarácterideal (algunosautorespiensanquehay impedimentosanivel

fundamentalpara preparary manejarlos estadosnecesarios1),el hechode que las

Por ejemplo [Santos91 b], p. ¡388: “My criticism to the proof is that the two-particle state

defined aboye [for instance, (...) photons in a singlet state], represented by the Hilbert-space vector ¡ 0~
hasnot been shown to be a physically realizable state. Of course, it may be postulated that every vector

lo the Hilbert spaceof the systerncorrespondsto a physically realizablestate.But it is by no means

obvious that such a strong assumption should be a part of the quantum formalism. In fact, it is well

known that sorne restrictions have already been introduced under the name of superselection rules, and

further constraints may be found in the future.” [Ben-Aryeh93], p. 317 (ya citado antes): “Locality is

207
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mismasdemostracionesaparezcanen contextosfísicosdiferentesdificultauna salidade

esetipo. (u) Los procedimientosparaprepararestadosentangled(enparticularestados

de tipo 0HZ o Hardy) descritosen las Secs.5. 2 y 5. 3 son de utilidad no sólo para

testsexperimentalesde variablesocultas,sino tambiénen otroscontextos:la preparación

y manipulacióncoherentede estadosentangledjuega un papel fundamentalen

criptografíacuántica2,teleportación3,y computacióncuántica4;los obstáculosprácticos

paraconstruir,porejemplo,un computadorcuánticosonesencialmentelos mismosque

hay que superaren un testconcluyentede variablesocultas(el problemaprincipalen

ambos casoses la fragilidad de los estadosentangledexperimentalesante la

decoherenciaporacoplamientocon el medio, y la eficienciade los detectores).Cabría

puesesperarque la relevanciaque estánadquiriendolos temasantesseñalados(en

particular la computacióncuántica)se traduzcaen una mejora de las técnicas

experimentalesaplicablesa los testssobrevariablesocultas.Por lo pronto, algunasde

las propuestasparafabricarestadosparacomputacióncuánticasepuedenreconvertiren

dispositivosparafabricarestadosentangledsobrelos queimplementartestsde variables

ocultas5.(iii) No existeningún artículo de revisión que recojaestos resultados.Los

not violated for the singlet state. (...) Due to superselection rules [expuestasen la Sec. 3 deI artículo]

ihe singlet 5pm state is entangled with spatial spherical wave functions. EclI inequalities are violated

only for subensembles which are notpure states.’
2 Bibliografía sobrecriptografíacuántica: [Ekert 91 a, b, 92], [Bennett-Brassard-Mermin92],

[Bennett-Brassard-Ekert92], [Bennett92], [Ekert-Rarity-Tapster-Palma92], [Bennett-Wiesner92],

[Phoenix93], [Muller-Hreguet-Gisin93], [Barnett-London-Pegg-Phoenix94], [Huttner-Imoto-Gisin-

Mor 95], [Muller-Zbinden-Gisin95] (experimentoreala través de casi 30Km defibra óptica).Paramas

información consultar, 0. Brassard, “A bibliography of quantum cryptpgraphy”, disponible en

http://www.itr.ch:8000/.-pheinzma/quantlit.html. Ver tambiénla nota 4.

3 Bibliografía sobre teleportación: [Bennett-Brassard-Crépeau-Jozsa-Percs-Wootters93], [Deutsch-

Ekert 93], [Popescu94], [Vaidman 94 a, 95 b], [Davidovich-Zagury-Brune-Raimond-Haroche94],

[Cirac-Parkins94], [Barnett-London-Pegg-Phoenix94], [Braunstein-Mann95], [Gisin 96 b], [Bennett-

Brassard-Popescu-Schumacber-Smolin-Wootters 96], [Braunstein96].

~ Bibliografía sobre computación cuántica: [Bennett 93], [Cirac-Zoller 95] (propuesta de un

computador cuántico con cadenas de iones), [Barenco-Dcutsch-Ekert-Jozsa95], [Sleator-Weinfurter95],

[Bennett95] (articulo de revisión), [Lloyd 95], [Shor95] (cómo reducir los efectos de la decoherencia),

[Dove95], [Pellizzari-Gardiner-Cirac-Zoller95] (cómo reducir mediante medidas continuas los efectos de

la decoherencia en un computador cuántico basado en cavidades), [Barenco-Bennett-Cleve-DiVincenzo-

Margolus-Shor-Sleator-Smolin-Weinfurter 95], [Domokos-Raimond-Brune-Haroche95], [Chuang-

Yamamoto 95]. Para más información consultar “Ike and Raymond’s collection of quantum

computation papers”, disponible en http://feynman.stanford.edu/qcomp/.

~Como ejemplo de la conexión entre estos temas, los trabajos de Ignacio Cirac versan tanto sobre

implementación de computadores cuánticos [Cirac-Zoller95], como sobre fabricación de estados de 0Hz



5. 1. Introducción 209

resúmenesaquí incluidos son necesariamenteincompletos,y pretendensolamente

trasladaruna idea cualitativade las propuestas;el lector interesadoes invitado a

consultarlos trabajosoriginales.

Ya enla segundapartedeestecapítulo,en la Sec.5. 4. 1, sedescribeny comentan

los resultadosdel únicoexperimentorealizadohastala fechabasadoen demostraciones

algebraicas(sin desigualdades)del teoremade Bell-EPR:el experimentode Torgerson,

Branning,Monkeny Mandel (TBMM) [TBMM 95] basadoen el argumentode Hardy.

En la Sec. 5. 4. 2 sediscutenlas conclusionesa las que llegan los autoresde este

experimento;paraello sesiguendos caminos:primero,secriticael razonamientoteórico

al que sometensus resultadosexperimentales,y segundo,se presentaun modelo

explícito de variablesocultaslocalesquereproducelos resultadosdel experimento

comentado.Estosresultadosformanpartede [Cabello-Santos96]. Tras estasecciónse

llega a la conclusión,por otra parteevidente,de que paratraducir los argumentos

algebraicosen experimentosrealesesnecesarioantesderivardesigualdades.Estodapie

aresumir,en lasecciónSec.5. 5, variaspropuestasde desigualdadessugeridaspor los

argumentosalgebraicos,y ver cómoéstassecomparan(desfavorablemente)con los

experimentosclásicosbasadosen desigualdadesde Belí.

El interésde las Secs. 5. 3, 5. 4 y 5. 5 se justifica en el hechode que las

demostracionesde 0HZ y Hardy hicieron nacerla esperanzadequelos experimentos

realesen ellos basadosseríanmásconcluyentesquelos experimentosrealizadossobre

desigualdadesde Belí (la ideaerasimple:puestoquelos argumentossonmassencillosy

las contradiccionesmayores, los experimentoscorrespondientesserán más

concluyentes).Esperanzaque seha demostradoinfundadaporque,en el mejorde los

casos,]asnuevasdesigualdadesderivadasson casospanicularesde las ya conocidas.

Como norma general,en aquellasseccionesde estecapítulo dondese resumen

resultadosde la literatura,seusarála mismanotaciónempleadapor sus autores.

[Cirac-Zoller 94] (comentado en la Sec. 5. 2. 4), o esquemas de teleportación cuántica [Cirac-Parkins

94].
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w

5. 2. Experimentos ideales de tipo GITIZ

5. 2. 1. Cuatro partículas de espín 1/2 (GHZ, 1989)

El argumento0HZ aparecepor primera vez referido a estadosde espín de un

sistemade cuatro partículasde espín 1/2 [0HZ 89]; el ejemplo que hemosvenido

utilizando parailustrarlo, con estadosde espín de tres partículasde espín 1/2, esuna

simplificación del de GHZ debidaa Mermin [Mermin 90 a, b, d] (aunquees muy

frecuenteen la literatura llamarestado“de 0HZ” al de Mermin). Pesea involucrar

cuatropanículasen lugarde tres,el ejemplooriginal tienela ventajade queel estado

requeridosepuede(en principio) obtenerpor dos desintegracionessucesivasde una
u,

únicapartículainicial. En estasecciónveremoscómose puedeobteneridealmenteeste
e

estadoy cuál es el correspondienteargumentode 0HZ paraesecasoparticular.Los

resultadosde estasecciónprocedende [0HZ 89] y [GHSZ90].
e

El estadode 0HZ original [0HZ 89] esel siguienteestadode espín de cuatro e
e

partículasde espín1/2

e
(5. 1) e

e
Este estadose puedeobtenera partir de una partículade espín 1 y tercera *

componente0 9*

e

(5.2) e
e

que sedesintegra,conservandoel espíntota] y su terceracomponente,en dospartículas U
e

de espín 1 (quellamaremos1 y II) en el estadoentangled e

e
yj=(¡+í—í>—I—I+l>)/ 2, (5.3)

e
donde ¡+1 —1) ~ =+í>® ¡s”~= —1>. Cadauna de las partículasde espín 1 se e

desintegraen dospartículasde espín1/2 alas quellamaremosrespectivamente1, 2, 3,

4, de maneraquecadaestadode unapartículade espín1 da lugara otro estadode dos
e

partículasde espín1/2
9*

S4~~ =+1>—4 jS~” —+1/2>01S2> —+1/2>, (5.4 a)

e

1 = —í> —* — 1/2>0 s[2~ — 1/2>, (5. 4 b) e
e

1 _ ¡(3) \14 —\ (5. 4c)
s<”~ —+1> —*IS~—+1/2¡0iS

7 +1/2¡,

u,

e
e
e
e
e
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— —l>--<s§ — l/2>®~SI4> =—l/2>. (5. 4 d)

Haciendo las sustituciones(5. 4 a)-(5. 4 d) en (5. 3), y con la notación

~ obtenemos el

estado(5. 1).

El argumentode GHZ escomo sigue:Consideremosun sistemade cuatropartículas

de espín1/2 producidasde maneraque el estadode espíndel sistemaes(5. 1) y con

partesespacialestalesque se puedeconsiderarque cadauna de las partículasestá

localizadaen una ciertatrayectoriay tiene sentidodecir que las partículas1 y 2 se

muevenlibrementeen la direcciónz positiva y las partículas3 y 4 en la direcciónz

negativa.Supongamosqueen la trayectoriade la partículai (i = 1, 2, 3, 4) secolocaun
aparatode Stern-Gerlachen el planox-y con ánguloacimutal ~. Supongamos,además,

2

1

1
A
nl
~. —“y

2

source

4

3

y

4’

4.

4.

‘1. —z

Fig. 5. 1. La situaciónconsideradapor0HZ: Cuatropartículasde espín1/2

preparadasen el estado(5. 1) atraviesansendosStern-Gerlachorientadossegúnlos

vectoresunitarios n
1 (i = 1, 2, 3, 4) perpendicularesa las trayectoriasde las partículas.

Tomadode [GHSZ90].

4.
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que los cuatro sucesos“la partículai atraviesa el correspondiente Stern-Gerlach

observándose el resultado” (es decir, las cuatro mediciones), están separados por

intervalos de género espacio. Ver la figura 5. 1.

El valor esperado en el estado (5. 1) del producto de los resultados (+1 ó —1) de esas

mediciones es

En particular nos interesaremos en los siguientes casos en los que se producen

correlaciones pei-fectas:

(5. 6 a)

Si ~1+~2—~3—~4=g,entoncesE~(~1, ~, ~, ~4)—+1. (5.6b)

Con los cuatro aparatosde Stern-Gerlachorientadosen ángulossatisfaciendolas

condiciones bien de (5. 6 a), bien de (5. 6 b), el conocimiento de los resultados de tres

de las partículasnospermiteunaprediccióncon certezadel resultadode la cuarta.Como

en el instante en que se efectúan las mediciones, las cuatro partículasestánseparadaspor

sendos intervalos de género-espacio, supondremos que, por la condición de localidad,

el resultado de cada una de las mediciones no depende de nada que se haya hecho en las

otras tres regiones espacialmente separadas. Esto nos lleva a suponer que para cada

sistema individual de cuatro partículas preparado en las condiciones antes descritas, su

estado de variablesocultas(quedenotamospor A) permite definir cuatro funciones,

A1(~1), BÁ(~2), Cft~3), D1(~4), que sólo dependen de la variable entre paréntesis

respectiva y toman valores +1 ó —1, que representan los resultados que se obtendrían en

las correspondientes medidas del espín de las partículas 1 a 4 respectivamente en dicho

sistema individual
6. Reescribiendo (5. 6 a) y (5. 6 b) en términos de esas funciones

obtenemos respectivamente

Si @,±~
2—43—~4=0,entonces Al(~I)BÁ(~2)CA(@3)DÁ(@4)=—l, (5.7a)

Si ~+42—~—~4=ff,entonces A1(~1)B2(~2)C2(~3)D2(@4)=+l. (5.7b)

Consideremos ahora algunos casos particulares de (5. 7 a):

A2(0)B~(0)C~(0)D~(0)=—l, (5. Sa)

6 La equivalencia entre esta notación y la usada en el capítulo 3 es A2(~) = y (a’), siendo a un

vector unitario en el plano x-y con ángulo acimutal 4i~.
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= —1,

= —1,

(5. 8 b)

(5. 8 c)

(5. 8 d)

De las ecs. (5. 8 a) y (5. 8 b) seobtiene

A1(0)C~(0) =A~(qOC2(qÚ, (5. 9 a)

y de las ecs. (5. 8 a) y (5. 8 e) seobtiene

(5. 9 b)

Una consecuencia de (5. 9 a) y (5. 9 b) es

(5. lOa)

que sepuedereescribircomo

(5. lOb)

porque D1(O) es ±1ó —l y por tanto igual a su inversa, y lo mismo D (~). Entonces,

de las ecs. (5. 8 d) y (5. 10 b) se obtiene

A1(2@)B1(0)C1(O)D2(0) = —1, (5. 11)

quejunto con la ec. (5. 8 a) conducea

(5. 12)

Físicamenteuno esperaríaque A2(0) y A2t) tuviesenresultadosopuestos(puestoque

correspondena mantenerla direccióny cambiarel sentidodel Stern-Gerlach).Perola

contradicciónesaúnmásevidentesi consideramosun casoparticularde (5. 7 b)

(5. 13)

que,junto con (5. 8 b) conducea

(5. 14)

que estáen claracontradiccióncon (5. 12). Nóteseque en el argumentoanteriorel

ángulo ~2 ha sido O todoel tiempo, lo que llevaa pensarquelapartícula2 no juegaun

papelesencialy que seríaposibleun argumentoteórico similarcon sólo trespartículas.
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Esta observación condujo a la versión simplificada con tres partículas que vimos en la

Sec. 3. 4. 2.

u,

u,

u,
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e
e

u,
e
e

u,
U

e
e
e
u,
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5. 2. 2. Interferometría de tres partículas (GHSZ, 1990)

Cronológicamentelaprimerapropuestaparaimplementarel argumentoGHZ en un

contextofísico distinto del de estadosde espínde tres o máspartículas,tiene que ver

con fenómenosde interferenciade tres (omás)partículas[GHSZ90]. Los resultadosde

esta sección proceden de esa referencia.Considéreseel interferómetrode tres partículas

que se representa en la figura 5. 2.

f
c

uf’

Fig. 5. 2. Interferómetrode tres partículas.La fuenteemitetrespartículas,1, 2, y 3,

por seis caminos a, b, c, a’, b’, c’, en elestado(5. 15). En el caminoa’ hay una lámina

de fase que introduce una diferencia de fase ~ entre a y a’, los caminos a y a’ se

reúnen en un beam splitterprevio asendosdetectoresd y d’. Análogamente para las

otras dos parejas de caminos. Tomado de [GHSZ90]; también en [GHZ 93], p. 29, y

[Shimony93], p. 93.

d

source

‘E
ej

3
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En la regióncentraldel dispositivode la Fig. 5. 2 setieneunafuentequeconsisteen

unapartículade momentolineal (medio)cero,quesedesintegraen trespartículas(1, 2 y
9

3) de igual masa o en tres fotones (ligeras modificaciones de] experimento permitirían

otras combinaciones de partículas de diferentes masas, y fotones). Si esas tres partículas

tienen la misma energía (lo cual se puede comprobar poniendofiltros de energíaantesde

los detectores), entonces,por conservacióndel momento lineal, debenemitirse
u,

formando ángulos de 120’ entre si. Rodeando a la zona donde se produce la u,

desintegración, hay seis aperturas: a, b, y e, que forman entre si ángulos de 1200; y a’, e

b’, y c’, que forman entre sí ángulos de 120’ (Fig. 5. 2). La mayoría de los tríos de U

9*partículasque seproducenen la fuenteno saldránporningunode esasseis aperturas,
e

pero supondremos que podemos ajustar la geometría de la fuente y de las aperturasde e

manera que las partículas 1, 2, y 3 saldrán o bien por a, b, ye; o bien por a’, b’, ye . U

Por tanto, el estado de las tres partículas a la salida de las aperturas puede escribirse 9*
e

comola siguientesuperposición u,

e

14f>=*(Ia>íIb>zlcX ±Ia’>11b’>21c’>3), (5. 15) e
U

e
donde la> denotalapartícula1 en el caminoa, etc.

7

e
En los caminos a’, b’, c’ se introducen sendas láminas de fase que introducen e

diferencias de fase ~, ~ ~, entre, respectivamente,a y a’, b y b’, e y e’. A e
econtinuación cada pareja de caminos con la misma letra se hace incidir sobre cada una de
e

las caras de un beamsplitter (divisor de haz). Tras cada beamsplitter hay una pareja de e

detectores (dy d’, e y e’,fyf’, respectivamente). La acción de las láminas de fase e
(cuando las hay) y los beamsplitters hace que la evolución de los estados ¡a>

1 y la’>1 e
U

sea
e

e

e
1 e

ja’>1 —* u
(íd’> + lid>1), (5. 16b)

e

donde id>1 denotael estadoen quelapartícula1 sigueel caminoqueconduceal detector e
e

d, etc. Los estadoslb>2 y le>3 evolucionande formaanálogaa (5. 16 a) y los estados

lb’>2 y le’>3 evolucionande formaanálogaa (5. 16 b) (cambiandoíd>1 por le>2 y
u’ u,

y ¡d’>, por le’>=y ¡f’¿3~ y ~ por @2 y ~ respectivamente). A partir de (5. 15), con e

e
u

‘~ La analogía del estado (5. 15) con el estado de tres partículas de espín 1/2, considerado en la Sec.
3. 4. 2, y> = (¡+ + +> — ¡— — —»i 2, es evidente.

e
e
e
u,

u,
e-
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los cambios(5. 16 a), (5. 16 b) y similares, y suponiendo que todos los detectores son

perfectos y que no hay pérdidasduranteel vuelo, sepuedencalcularlaprobabilidades

de encontrar las tres partículas en las distintas combinaciones de detectores. Denotando
por R~, (d, e,f) la probabilidad de detectar simultáneamente la partícula 1 en d, la

partícula 2 en e, y la partícula 3 enf,

1

(5.17a)

análogamente

(5. 17b)

etc. (si el númerode detectorescon primasespar, hay un signomáscomoen (5. 17 a);

si es impar, hay un signo menoscomo en (5. 17 b)). Si asociamosel valor +1 a las

partículasquellegan adetectoressin prima, y —l a las partículas que llegan a detectores

con prima,el valoresperadodel productode los tresresultadoses

(5. 18)

de maneraque con una elección adecuadade los ángulos, se pueden obtener

correlacionesperfectas,

Si ~ +@2 +~3 =~/2,entoncesE~(~1, ~, ~3)=±l, (5. 19 a)

Por ejemplo, supongamos que en cada brazo del interferómetro, la correspondiente

lámina de fase puede tomar dos valores ~ =0 y ~‘ = zr /2. De acuerdo con (5. 18),

(5. 20)

mientrasque,de acuerdocon (5. 19 b),

E~0rI2ar/2,r/2)=—l. (5. 21)

Las ecs.(5. 18), (5. 19 a) y (5. 19 b) sonanálogasa las ecs. (5. 5), (5. 6 a).y (5. 6

b) de la sección anterior, sólo que ahora las fases introducidas por las láminas de fase

hacen el papel de en la sección anterior hacían los ángulos acimutales de las

orientacionesde los Stern-Gerlach.El argumentoGHZ espuesparaleloal de la sección

anterior.
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5. 2. 3. Interferometría con fuentes independientes
(Yurke-Stoler, 1992)

En casitodoslos experimentossobrepartículaspreparadasen estadosentangledse

insisteen que las partículastienenun origencomúno que han de haberinteractuado

algunavezen el pasado(comoocurreen las dos seccionesanteriores).Poresemotivo
u,

esllamativalapropuestade Yurke y Stoler[Yurke-Stoler92 a] en la queseimplementa
e’

el argumentode GHZ con tres partículascreadasen fuentesindependientes8.Los u,

resultadosde estasecciónsonun resumende esareferencia. u,

9*

*

u,’

e
e
*

e
e
e
u,

e
U

U

e
e
u,

U

u,

e
1w

e
u,

U

e
e
e
e’

e
e
*

u,

e
e,
u,

e
e
u,

*

e
u,

e
u,
e,

8 De hecho, el dispositivo de la Fig. 5. 3 es una distorsión topológica del de la Fig. 5. 2, como se

ve en [Yurke-Stoler92 a], p. 1252.

G2R2

Psi

Fig. 5. 3. Interferómetrode trespartículasprocedentesde tresfuentes

independientesPSi (i = 1, 2, 3). Tomadode [Yurke-Stoler92 a].
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El dispositivo de Yurke y Stoler se ilustra en la figura 5. 3; consiste en tres fuentes

de partículas PSi (1=1, 2,3), a la salida de las cuales se colocan sendos beamsplitters

Si (con transmitividadesy reflectividades1/2); en los caminos de salida de estos

beamsplitters hay sendas láminas de fase previas a sendos beamsplitters Di (con

transmitividadesy reflectividades1/2), a cuya salida hay sendos detectores Gi y Rl.

Denotaremospor ~ (&¿) a la diferenciade faseque introducela láminade faseque

está en la dirección que acaba en Gi (Ri).

En notación de segunda cuantificación, el estado de partida a la salida de las tres

fuentes es
1 t t

= a,,~1 a~ aR3¡0>, (5. 22)

donde a1~ (a,) es el operador de creación (aniquilación) de los modos de salida de la

fuentes PSi y lo> denota el estado de vacío
9. Al pasar por el beamsplitter Si (en el que

por el otro canal entra el vacio), por las respectivas láminas de fase, y por los

beamsplittersDj, j=l, 2,3 y D(j—1) (dondesi j=1, j—l :=3), cadaunode los a,

setransformaen

1 -4,
—* ~ .)—e 0~4(—id. 1) +dG(ÍQ]. (5. 23)2 JGjRQ—

A partir de (5. 22) y (5. 23) podemosca]cularlas probabi]idadesde los diferentes

resultadosposibles.En cadapar dedetectoresRi, Gi, puedendarse,en principio ]os

resultados {O, R, G, R2, G2, RG} (i.e., que no haya ninguna detección, que Ri detecte

unapartículay Gi ninguna,que Gi detecteunapartículay Rl ninguna,que Ri detecte

dos partículas y Ci ninguna,que Gi detectedospartículasy Rl ninguna,que Ri y Ci

detectenunapartículacadauno).LlamemosA al conjunto de los sucesosen los que

cadapar dedetectoresRi, Ci (i = 1, 2, 3) ha detectadounasolapartícula,y ha habido

un númeroimparde deteccionesR, esdecir

A = {RRR,RGG,GRG,GGR}, (5. 24 a)

donde,porejemplo,RGRquiere decir que en el par de detectores Rl, Cl se ha obtenido

un resultadoR, en el par R2, G2 sehaobtenidoun resultadoC, y en el par R3, G3 se

ha obtenidoun resultadoR. Con análoganotación,sea

B={GGG, GRR,RGR,RRG} (5. 24 b)

En [Yurke-Stoler92 a] se describen varias formas de fabricar el estado (5. 22).
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No nos interesaremos por el resto de los sucesos. La probabilidad de cada uno de los
.2

cuatrosucesosdel conjuntoA (B) es sin 4> ~ cos2 4>), donde

i3

~=sX~í —4>~~). (5. 25) e’
e’

e’
Si llamamos 44 = — 4>Gi~ y suponemos que cada 44 sólo puede tomar los valores O

e’

y ir /2, el experimentodescritoexhibecaracterísticasanálogasa los de las secciones e’

antenores: e’
U

(a) Si uno de los 4~ vale O y los otros dos valen ir /2, siempre que se detecta una
e’

partículaen cadapar de detectores,el resultadoes(con certeza)de tipo A.
*
e’

(b) Si los tres 4>~ son O y se detecta una sola partícula en cada par de detectores, el U

resultadoes(con certeza)de tipo B. *

u,

Idealmente(suponiendodetectoresperfectos),si se detectaunasolapartículaen dos
Ude las parejas de detectores, se sabe con certeza que la tercera pareja de detectores
U

detectaunasolapartícula.Con los tres 4 uno igual a O y los otrosdos igual a ir /2,sí

se conocen los resultados (G o R) de dos de Jas detecciones,se conocecon certezael e,

resultadodela tercera(porquecon esaseleccionesde ángulossólo sedanresultadosdel
UconjuntoA, esto es con un número impar de Rs). Lo mismo sucede si los tres 4> son O
e

(porqueentoncessólo sedan resultadosdel conjuntoB, estoes,con un númeropar de u,

Rs). Luegosupondremosque puestoquela eleccióndel correspondiente4>~ se hace en e

unaregiónespacialmenteseparadade las otrasdos,en unateoríade variablesocultas e
*

locales el tercer resultado está predefinido, es decir, que la tercera partícula sabe de eantemanocómorespondera cualquierade las alternativasde 44. Y, porun razonamiento u,

totalmentesimétrico,lo mismopasacon laspartículasprimeray segunda.Cabesuponer e

pues,que existeun conjunto de seis instruccionesdefinidas (las dos respuestas e
e

alternativasde cadaunade las tres partículas). Denotemos cada uno de esos conjuntos
por una matriz 2 x 3 {/34, dondeel índice i puedevaler 1 ó 2 según sea la diferencia de u,.

fase 4>~ (0 ó ir/2 respectivamente),y el indice./ especifica el detector (/ = 1, 2, 3); 9

e jR, G}. Es fácil ver que con las elecciones de fase 122 (esto es, 44 = o, e

4>2 = 4>, = ir12), 212, y 221, los únicos conjuntos admisibles (en una teoría de variables u,
ocultas locales) de instrucciones, {/3~,}, son: e’

e{RRR1 IRGG~IGRG1 f GCR1 f RRR1fRGGIfGRG1ICGR1 u,

RRRIÁRGGI’TGRGJ’ÁCGRIÁGGGIÁCRR{‘~ RGR1’1RRGI~526~
U

Teniendoencuenta(5. 26), al hacerla elecciónde fases111 sólo deberíamosobtener u,
e

sucesoscon un númeroimpar de Rs,cuandolo que sucede(el correspondientecálculo e,

e,

e
*

e
e,
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puedeencontrarseen la referenciaoriginal) es justamentelo contrario: sólo sedan

sucesos con un número par de Rs.

5. 2. 4. Tres átomos en interacción con cavidades
(Cirac-ZolIer, 1994)

En lugarde los dosposiblesestados(+1/2 y —1/2) de partículasde espín1/2, sevan a

usarátomosde dosniveles.El “entanglement”seproduceen estecasopor interacción

con el campo electromagnético contenido en una cavidad. Se han propuesto formas de

fabricar singletesde estamanera[Phoenix-Barnett93], [Cirac-Zoller 94]; aquíse

resumela propuestade [Cirac-Zoller94] parafabricarel estadode GHZ-Mermin

donde íd-,>, it> denotan,respectivamente,los estados fundamental y excitado del

átomo i-ésimo. Supongamosque el modo de la cavidad es inicialmente una

superposicióncoherentede los estadosde Fock lo> y ¡3>,

1w» =*(¡O>—¡3>). (5. 28)

Esteestadosepuedeprepararmedianteelpasode átomosde dosnivelesconestructura

Zeemanatravésdeunacavidad[Parkins-Marte-Zoller-Kimble93], o, alternativamente

mediante medidas sobre los átomos que salen de la cavidad que proyecten el estado de la

cavidada (5. 28) [Vogel-Akulin-Schleich93].

Unavezpreparadala cavidaden el estado(5. 28) se hacenpasaratravésde ella, uno

auno, tres átomosen estadofundamental,con velocidadesrespectivamentey
1, y2, y3.

Consideremospara empezarla interacción del primer átomo con la cavidad.

Supondremosquela interacciónátomo-cavidadvienedescritaporel hamiltonianode

Jaynes-Cummings [Shore-Knight93],

H=ig(t)(a~a—a
ta), (5. 29)

,4A’II 1•
dondeoj =1 ‘w’-i

esel operadorde excitacióndel átomode dosnivelesy a y
a son los operadoresde creacióny destrucciónparael modo de la cavidad. Se ha

supuestoque la transiciónentrelos dosnivelesdel átomo estáen resonanciacon el

modode la cavidad.El parámetrode acoplamientoentreel átomoy la cavidades
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quedependedeltiempoquepasael átomodentrode la cavidad.El hamiltoniano(5. 29)

tienedospropiedadesrelevantesparanuestradiscusión:

— El estadoI$>lo> no cambiadurantela interacción.

— Losestados[¡‘>10> y ¡1)11> sufriránoscilacionesdel vaciode Rabi [Walther92],

[Thompson-Rempe-Kimble92] quedependerándel tiempode interaccióndel átomocon

la cavidad(y portantode la velocidaddel átomoa la entradade la cavidad).

Comoel átomoestáen estadofundamental,la parte~O>~d-~>no cambiadurantela e’
w

interacción.Por el contrario,si se seleccionala velocidady de forma que el estado e,

efectúemediociclo de Rabial final de la interacción,el estadodel átomo 1 más e’

la cavidades e,
e’

e

I4~X =~(lO>I{>—I2)ItI>). (5. 30) u,
*

e
Análogamente, como el segundo átomo también está en su estado fundamental, el estado

•1 Ujo>Id~~> no cambiaen durantela interacción.Si seseleccionala velocidad y2 de manera e

queel estado12>1<> efectúemediociclo de Rabi, el estadodel átomo 1 másel átomo2 e
*

maslacavidades
e

1~’ U

U
e

Finalmente,seleccionandoadecuadamentela velocidaddel tercerátomo,el sistemade

los tresátomosmáslacavidadestáen el estado *

U

(5. 32) 0Iv’>,
e
e

Otra propuesta de fabricación de estados tipo GHZcon átomos pasando por cavidades U

es[Wódkiewicz-Wang-Eberly93].
e

La misma idea sirve (como se sugiere en [Cirac-Zoller94]) para preparar estados de
e.

Hardy. En la Sec. 5. 3. 5 veremosuna propuestaparaprepararestadosde Hardy con u,

átomos en cavidades, e
e,

Otrosresultadossimilares(implementaciónidealde variantesdel argumentode GHZ e

en distintoscontextosfísicos)queno nosdetendremosacomentarson: [Zukowski 91 a,
e

b], [Reid-Munro92], [Klyshko 93], [Shih-Rubin93], [Hnilo 93, 94], [Pittman95]. u,

e
e’

e
.3

*

e,

.4
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5. 3. Experimentos ideales de tipo Hardy

5. 3. 1. Electrón-positrón en interferómetros solapados
(Hardy, 1992)

Hardy [Hardy92 a] presentóoriginalmentesu argumentosobreel dispositivode la

figura 5. 410

10 Este dispositivo es una modificación de otro propuesto por Elitzur y Vaidman para un propósito

distinto (“Quantum mechanical interaction-free measurements”). En [Elitzur-Vaidman 93] se dice, p.

996: “A few preprints of this paper, written in 1991 (Tel-Aviv University, TAUP 1865-91). were

circulated among our colleagues and stimulated a number of publications rHardy 91 a, 92 a, b] (y otra

más) pointing out new applications of our proposed experiment.”

cz

Fig. 5. 4. Dispositivode Hardy: dosinterferómetrosde Mach-Zehnder,uno para

electronesy otro parapositrones,solapados.Los detectoresU4 y 14 (con i = 1, 2) se

puedenquitar. Tomadode [Hardy-Squires92]; tambiénen [Hardy92 a].
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El dispositivo de Elitzur y Vaidman consiste en dos interferómetrosMach-

Zehnder1~, uno paraelectronesy otro parapositrones,solapadosen un puntoP común

auno de los caminosde cadainterferómetro.Llamaremosu
4 y v~ a los doscaminos

internosdel interferómetroi, y e, y d1 a los doscanalesde salidadelinterferómetroi
12.

Cadauno de los interferómetrosporseparadoestáajustadode maneraque no salgan
partículasporel canal d

1 cuandoentranporel canal s~.
.3

eLa operaciónde los primerosbeamsplittersBSAJ y BSA2es
e,

u,

(5. 33)

U

3’ e
siendo ¡sj el estadode entradade la correspondientepartícula(¿=1 positrón, i= 2
electrón)en el correspondientecanalde entradas~, 1u1> el estadode la partículai en el e

camino u1, y ¡y4> el estadode lapartículai en e] camino y..

e
u,Los caminosu1 y u2 sesolapanen el puntoP, de formaque si el positróntomael
e

camino u,, y el electrónel camino u2, y llegan al mismotiempo aP, en P ambosse

aniquilancon probabilidadunidademitiendoun fotón, U

U

Iul>1u2>—417>. (5. 34) *

*

El estadodel parelectrón-positróndespuésdel puntoP es U
*

e’

¡41)=s(—IY>±iluí>1v2>±ikí>¡u2>+Iví>1v2>). (5. 35)
e

En cada interferómetro se pueden colocar detectores bien en los caminos internos u. U
e

y y1 (en cuyo caso denotaremos los correspondientes detectores por U1 y ~) o bienen
e

los canalesde salida c, y d4 (en cuyo casolos denotaremospor C, y D1); ver la Fig. 5.

4. Por tanto, podemos hacer uno de los cuatro experimentos alternativos siguientes: e
e

(i) Introducirlos detectores U1, Vj U2, 14. U
e

(u) Introducir C1, D~, U2, ~~2•
e
U

(iii) Introducir U1, y1, C2, D2. e,

e
(iv) Introducir C1, D1, <2’ D2. u,

____________________ u,

~ Un interferómetro de Mach-Zebnder consiste en un beamsplitter, sendos espejos a la salida del U
*

mismo, y a continuación otro beamsplitter en los caminos de los espejos. *

12 La notación es Jade [Hardy-Squires92] que es más clara que la de [Hardy92 a]. e

e
e
e
e
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Como no contieneel término 1u1>1u2> (debido a la aniquilación(5. 34)), si

hacemosun experimentode tipo (i), la probabilidadde que los detectoresU1, U2 se

disparenala vezescero,

1~,(U1,U2)=0. (5.36)

Los beamsplittersde salidaBSBJ y BSB2convierten

¡u,>-4w(¡eí>+ i¡d}, (5.37 a)

I¾Y*~(iIc1>+ ¡d4>). (5.37b)

Por tanto,si hacemosun experimentode tipo (u) (es decir, quitamos los detectores U1,

V de delantede BSBJ y ponemos los detectoresC~, D1 detrásde BSB1), el estado

Iv’> evolucionaa

IvÍ2>=~j~(l~Ir>Ieí>Iu2>+ 2iIeí>¡v2> + iId1>IuD), (5. 38)

estadoparael que

Jt(U2IDí)=l. (5.39)

Análogamente,en un experimentode tipo (iii) el estado¡y,’> evolucionaa

2i Iv’í>Ie2>+ iluí>Id=>), (5. 40)

estadoparael que

Finalmente,si decidimos hacer un experimentode tipo (iv), el estado

evolucionaa

IvÍi={U217>—31c1>1c0+iIcí>1d2>+ildí>1c2>—Idí>1d2>). (5. 42)

parael cual

1
(5. 43)
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r

Lasexpresiones(5. 36), (5. 39), (5. 41), (5. 43)permitenobtenerunacontradicción

con las variables ocultas locales. Supongamos que la decisión de qué se mide en cada
y

interferómetro(U1, y o C,, D1) la tomandos experimentadoresen regionesseparadas

por un intervalo de género espacio. Supongamos que ambosexperimentadoresoptan e’

por colocar los detectores C,, D,, y consideremossólo aquellossucesosen los que se e’
t

disparan los detectores D1 (esossucesosson posibles,de acuerdocon (5. 43)). El
e’experimentador 1 infiere que si el experimentador 2 hubiese optado por poner los u,

detectores U2, 14, se habría disparado el detector U2, de acuerdocon (5. 39). .4

u,Análogamente el experimentador 2 infiere que si el experimentador 1 hubiese optado por
.3

ponerlos detectoresU1, V1,sehabríadisparadoel detectorU1, de acuerdocon (5. 41).
Pero de acuerdo con (5. 36), U1, U2 nuncase pueden disparar a la vez. Existe pues una e,

contradicción entre la predicción cuántica (5. 36), y las inferencias basadas en (5. 39) y e’

(5. 41). El argumentoes completamentesimilar al que vimos en la Sec. 3. 4. 4. De
e’

hecho,como hemosdicho,el argumentode Hardy se propusooriginalmenteen este U

contexto. e
e’
*

U

u,

e
U

U

u
*

e
e
e
e
U

*
e
e
e
u,

u,

e
U

u
*

e

e
u,

e
1’

u,

1’

u
u,
u,

e
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5. 3. 2. Interferómetros ópticos solapados (Hardy, 1992)

Pocodespuésdela propuestaanterior,Hardydaotraversiónmenosgedankende la

misma. El dispositivo, que se ilustra en la figura. 5. 5, consisteen dos interferómetros

ópticos solapados en los que se inyectan sendos fotones de la mismafrecuencia,

emitidos en un proceso de parametric down conversion en un cristal no lineal (NLC). La

notación para los caminos y los detectores es la misma que en la sección anterior. Las

M1 representan espejos, las BS’sbeamsplitters.

Los beamsplittersBSA, y BSB tienen transmitividad 1/2, y los BSC1 tienen

transmitividad 1/3. Con esta elecciónde transmitividadeses posible ajustar las

longitudesde los caminosópticosde maneraque si se bloquealaentradadel fotón 2 (1)
asu interferómetro,entoncesel fotón 1 (2) no puededetectarseen D1 (D2).

Despuésde teneren cuentala acciónde los beamsplittersB5144, de los espejosM4,

y del beamsplitterBSB, el estadodel sistemaes,[Hardy92 b],

M

¿

Fig. 5. 5. Dos interferómetrosópticossolapados.Los detectoresU1 y 14 (con

= 1, 2) sepuedenquitar.Tomadode [Hardy92 b].
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¡1> ¡o> (5. 44)
2 “ V¡ U

2

donde Ií>~ I0>,I0>~ I1>~ denotael estadoen el que hay un fotón en el camino u1, otro

en el camino y2, y ningunoen los caminosu2 y y1. esel estadoquecontienesólo

términos en los que los dos fotones estánen el mismo interferómetro. Sólo nos

fijaremosen aquellossucesosen los que llegaun fotón a un detectorcon subíndice1 y

otro fotón a un detectorcon subíndice2. Con la misma notaciónque en la sección

anterior,si hacemosun experimentode tipo (i),
e

(5.45) e,

e,

En un experimentode tipo (u), el estado 4~í> evolucionaa
u,

~ i—l/s 1
¡4¼

1 U

24~Io>~, jí>, ~>¡o>U2 ~‘2 U1wdonde, ~2> denotaun elestadoquecontienesólo términosen los quelos dosfotones
estánenel mismointerferómetro.Parael estado(5. 46) u,

e

I~,(U2ID)=1, (5.47) U

U

e
en aquellos experimentosen los que los fotones se detectencadauno en un

u,
interferómetro.

1~ 9*
Si el experimentoesde tipo (iii), el estadoIv’’> evolucionaa un estado¡4¼>parael U

cual,porsimetría, U
*

(5.48) U

U

u,en aquellos experimentosen los que los fotones se detectencadauno en un
e

interferómetro,

e
Finalmente,si el experimentoesde tipo (iv), el estado1v’1> evolucionaal estado u,

lo>
Iy,4> =1¡~hp4> + ~~Ii>~10>4 ll>C, 10>42 64~[ dil O> ¡1>4

1

—&io>. 1>41 ¡>~2 ¡0>4 + —lo> Ii>6 ~‘ <“
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parael que(prescindiendodel estado194> y renormalizando)

1

Las condiciones(5. 45), (5. 47), (5. 48) y (5. 50) son análogasa las de la sección

anterior.El argumentode imposibilidadde variablesocultaslocalesesel mismo.
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5. 3. 3. Fermiones idénticos en interferómetros solapados
(Yurke-Stoler, 1993)

9’

En los doscasosanteriores,la aniquilaciónelectrón-positróno la interferenciaentre

dos fotonesnospermitíaneliminarciertascomponentesdel estado,y de estamanera

obtenerestadossusceptiblesde hacersobreellos un argumentode tipo Hardy. Otro
.4

mecanismoquehacela mismafunción [Yurke-Stoler93] esel principiode exclusiónde
.4

Pauli [Pauli26]. La propuestade Yurke y Stolerse ilustra en la figura 5. 6. La notación

esanálogaa la de las dosseccionesanteriores, e’

.4

.4

e,’

e
.4

u,,

u,.

e’

U

e,

e
e
*

e’
U

U

*

e
u,

U

*

e
e
u
U

e
e

e
e
u,

*

e
*

u,

e
e
e
e
U

u
u,

e
*

Fig. 5. 6. Dos interferómetrosde Mach-Zehnderquecompartenel camino wi. Si se

inyectanen los caminoss (con i = 1, 2) dosfermionesidénticos,debidoal principio de

exclusiónde Pauliambaspartículasno puedenestara la vezen el camino w1. Los

beamsplittersBSC1sepuedenquitar(o equivalentemente,sepuedenponersendos

detectoresU4 y 14 en los caminosu1 y y). Tomadode [Yurke-Stoler93].
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En representaciónde Heisenbergy en notaciónde segundacuantificación,el estado

alaentradadel dobleinterferómetroes

(5. 51)

donde s es el operadorde creación del modo 54, y
Suponiendoquelos beamsplittersBSA1hacenla transformacióndemodos

C V J 1—tJ~~JI

lo> es el estadode vacio.

—i r, ~
1’siJI

(5. 52)

con J = 1, 2, queel beamsplitterBSB hacela transformación

C D=*G OCtD~ (5. 53)

queel beamsplitterB5132 hacela transformación

C i=+C: w Á
~II 11ÁW2)

(5. 54)

y teniendoademásen cuentalas relacionesde anticonmutaciónparafermiones

t te = —wí e
2, (5. 55)

y el principio de exclusiónde Pauli (un modofermiónicono puedeestardoblemente

ocupado)

w1w¿=e¿=0, (5. 56)

e] estadode laparejade fermionesdespuésdel beamsplitterBSB2 es

Ivíí>=—%v¡ < + iv~u + iu¡<)IO>—’(u~SI

‘fi~~~(ivt + ~;—2u~ + 2iuDeflO>5 1

y’ +u
tvt do~

l 2 2’’’

(5. 57)

dondeelprimertérmino del ladoderechocontienesólo componentesen las quehay una

partículaencadainterferómetro,el segundotérminocontienesólo componentesen las

que las dospartículasestánen el mismo interferómetro,y el tercer términocontiene

componentesen las queunapartículaesdetectadaporel detectorE. De nuevopodemos

hacercuatrotipos de montajes:
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(i) Se quitan los beamsplittersBSC1 (lo cual es equivalentea introducir los

detectoresU~ y 1’ en los caminosu1 y y1) y BSC, (lo cualesequivalenteaintroducir

los detectoresU2 y 1/~ en los caminosu2 y y2).

(u) Se quita BSCI (esdecir, se introducen U1 y 1’) y se deja BSC2 (es decir,se

dejanC2 y D2).

(iii) Se deja BSCI (esdecir, sedejan C1 y D1) y se quita BSC2 (es decir, se

introducenU2 y ~2)~

(iv) Sedejan BSC1 (y C\ y D1) y BSC2 (y C2 y D2).

En un experimentode tipo (i) parael estado(5. 57)

1JÁU1, U2)=0. (5. 58)

En un experimentode tipo (u), suponiendoque los beamsplittersBSC4 hacenla

transformación

CZO=*CI OK>
elestadoj y,> evolucionaa

Iv’2>=—~(2i0e + iu

e

4 It

——c~fiiy~ —2,1E4+ 3i 4 —c4)e210>

5

4 -¡-4 d)jO>
(5. 60)

U

U

e

(5. 61)

paraaquellossucesosen los que no sedisparenni C2 ni E (entoncesesmásrazonable
escribir It(U1 ID2, —C2, —E)=l).

Paraun experimentode tipo (iii) el estado y1> evolucionaa

1idu~ —cuiO’>—4c d1 +uvl)IO>+ Iz I2’..5’I

1
—(—34—i 4+424—21fii¡4)ejO>

5

e
9”

r•.

.4

e,

e..

‘9’

e,

u,

e.’

e,

.3,

e
u,

u,

e
u,

u,

e

(5. 59)
*

U

e

parael que

U

e
e
u,

e
e
e
e’

(5. 62)

parael que
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P~(U2IDi)=l. (5.63)

para aquellos sucesos en los que no se disparen ni C1 ni E

Porúltimo, en los experimentosde tipo (iv), el estado1 4~~> evolucionaa

= ——(—3e
1 < + id < + i etd~ —d II

10 1 21w4> l (5. 64)
—<3c

t idt + 3i
5 4 —d)ejo>

parael que

(5. 65)

Con laspropiedades(5. 58), (5. 61), (5. 63) y (5. 65) sepuedehacerun argumento

de Hardyanálogoa los de las seccionesanteriores.

5. 3. 4. Una fuente de un solo fotón (Hardy, 1994)

Un ejemplofísico curiosoenel que sepuedeimplementarel argumentode Hardy

fue propuestoporHardyen 1994 [Hardy94].Estapropuestaprovocounacontroversia

([Peres 95], [Vaidman95], [0HZ 95]), másrelacionadacon lapretensiónde su autor

de estardemostrandolano-localidadde un solo fotón13, quecon el fondo delasunto(se

trata de las mismas ideasque hay detrásde la demostraciónde Hardy pero en un

contextomásexótico14).

13 Bibliografía sobre no-localidad de un solo fotón: [Grangier-Roger-Aspect86], [Grangier-Potasek-

Yurke 88], [Tan-Walls-Coliett91], [Hardy 91 a], [Santos92 a], [Czachor94], [Home-Agarwal95].
14 Tal es la opinión de varios autores, por ejemplo, [Vaidman 95 a], “1 believe that its

interpretation as a single photon experiment is misleading. (...) In fact, Hardy’s work is, essentially, a

transíation of bis other results on nonlocality for two particles without inequalities [Hardy 93].”

También [GHZ 95], “Hence we cannot identify a single photon as responsible for each effect, and thus

Hardy’s description of bis effects as nonlocality of a single photon is unjustifiable.” [Peres95 a], “[the
origin of the nonlocality] is simply dueto the creation of a component Il>all>b by the detecting process

itself.”
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Primerosenecesitaunafuenteparaprepararestadosdel tipo q¡0> + f¡l>, donde lo)
denotael estadode vacío,y II> el estadode un únicofotón (véasela descripciónde esa

fuenteen [Hardy 94]). El estadoasípreparadoentraen el canals del dispositivode la

figura. 5. 7.

En el canalt entrael estadolo). Así queel estadoa la entradadel primerbeamsplitter

es (q¡O>2 + r¡O~ )l0X. El dispositivoconstade tres beamsplittersde transmitividad1/2

que efectúanla siguienteoperación(a y b son los canalesde entrada,y c y d los de

salida)

¡O>aIO» —*

—* —(¡O

(5. 66)

(5. 67)

a2

u2
2

t

a

a1 1
1

u1

—7

e’

e’

e’

9’

.4

e’

.3

e,

U

e,
*

u,

e
e
e
U

e
*

e
*

e
e
U

U

e
U

u,

e
e
e
u,

e
e
e
u,

u,
u,

U

.3

U

U

e
U

u,

u,

.3

e
e
e
u,

u,

.4

Fig. 5. 7. El estado q¡O> + fil> entraen s, el estado¡0> entraen t, y los estados

coherentes1 a~> y a2> entranen, respectivamente,a1 y a2. Los detectoresde los

caminosu1 y u2 sepuedenquitar. Tomadode [Hardy 9411.
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1
Ií>~I<IOb —*—(iI0>~Il>4+Il>~I0>j, (5. 68)

42

Cadauno de los canalesde salida u1, u2 del primerbeamsplitterincide sobreun

nuevobeamsplitterdondesemezclanrespectivamentecon los estadoscoherentes a1>,,

y cxi 15 queentranrespectivamentepor los canalesa~ y a,.

Vamosaconsiderarcuatroexperimentos:

(i) Con los detectoresU~ (en el camino u1) y (13 (enel camino u2).

(u) Sin U1 (esdecir,con C1 y D1) y con (13.

(iii) Con (J~ perosin ~2 (esdecir,con C2 y D2).

(iv) Sin U~ ni (13.

Enun experimentode tipo (i), como ala salidadel primerbeamsplitterel estadoes

tendremos,

P~J(U1 =l,U3 =l)=O. (5. 70)

(Recuérdesequela fuentesóloemiteun fotóncadavez).

En un experimentode tipo (u), el estado1v’1> evolucionaa (véanselos cálculos

detalladosen [Hardy95])

¡ (
¡y,2> = Ne~

1’ ~~¡O>10>4 + ya
1q— ~jjj¡í>~¡O>~

+ + 1 + ML..iIl>~, (5.71)I<P2>jIO>u2

dondeM y N sonconstantes,y 9’2> contienesólo términoscon dos o más fotones

(como sólo estamosinteresadosen los casosen que se detecteun sólo fotón, no

prestaremosatencióna estostérminos).Se eligen los parámetrosdel experimentode

maneraque

15 lgIa>=e2
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r

asíen elestado(5. 71)
.4

L4U2=llC~=O& D=l)=l.

(Curiosamente,en [Hardy 94] no sedetallael términoquehe denotadopor

(5. 73) e’

.4

e’

u,

.3’

[ .4 en (5.

71)).

Análogamente,en un experimentode tipo (iii) el estadoIv’í> evolucionaaun estado

1 4~~> similar a (5. 71).Eligiendo los parámetrosdel experimentode maneraque

r
ia2q+—— O (5. 74) e,

mt

el estado¡y,3> estal que

I~,(U1=lIC2=O& D2=1)=1. (5. 75)

Enunexperimentode tipo (iv), el estadojy,1> evolucionaaun estadolv’ 4> (queno

escribimosexplícitamente),parael que

16¡q<
(5. 76)

siendoel miembrode la derechade (5. 76) distinto de cerosi q y r tambiénlo son. De

nuevo,(5. 70), (5. 73), (5. 75) y (5. 76) permitendesarrollarun argumentode tipo

Hardy.

*

a

4

(5. 72)
9”-

4’

.4

e
mt

U

U

U

e
e
e

e
*

e
e
U

e
e
e
*

e
e
e
e
*

U

U

e
U

u,

e
e
.3

e,
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5. 3. 5. Dos átomos en interacción con cavidades
(Freyberger, 1995)

[Freyberger95] proponeotra implementaciónfísica del argumentode Hardy.Su

dispositivo,queseilustraen la figura 5. 8, constade doscavidadesde microondasC1 y

C2, cuyoscampos,inicialmenteen el estadode vacio, secorrelacionanhaciendopasar

un átomo de dos nivelesen un estadoinicial superposiciónde su estadode mínima

energíalg> y de su estadoexcitado le>. La preparaciónsecompletacuandoD, que es

un detectorde ionización,detectael estado¡g>.

El segundopasoconsisteen mandarun átomo (de dosniveles) 1 en su estadode

mínimaenergía¡g>1 a travésde la cavidadC~, y otro átomo (de dosniveles)2 en su

estadode mínimaenergía[g>2atravésde la cavidadC2. El estadode los dosátomosa

lasalidade las cavidadesesde la forma

(5. 77)

donde los coeficientesc, dependende los parámetrosespecíficosdel experimento

(véanselos detallesen [Freyberger95]) y sepuedenajustarde maneraque c~ e2 c3 !=0.

A la salidade las cavidadeshay sendoscamposde microondasclásicosM seguidos

de sendosdetectoresde ionización D.. La combinaciónde M1 y D permiteanalizar

.c2

C~jg> + Ce le>

Ci

Fig. 5. 8. Esquemadel dispositivode Freyberger.Las C, (con i = 1, 2) soncavidades

• de microondas,D, D sondetectoresde ionización,las M, soncamposde microondas.

Tomadode [Freyberger95].
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cualquiersuperposiciónarbitrariade lg> y ¡e>1 del átomo i [Davidovich-Maali-Brune-

Raimond-Haroche93], [Davidovich-Zagury-Brune-Raimond-Haroche94].

En particular,permitehacerlos siguientesexperimentos:

(i) Medir los observablesE1 y E2, siendo

= ¡e>~ ~<e¡, E2 =Ie>22<e¡. (5. 78 a), (5. 78 b)

(u) Medir E2 y el observableS~ definidocomo

SI =(1~l~Icí/c2kYí~JgX
e2

(ji) Medir E1 y el observable53 definidocomo

S3~ (1 +<c~ ic3i2y~<g>2

ji’

je>2
e3 ji2

e2
<ej.

(iv) Medir S~ y S2.

En el estado(5. 77)

Pq>}Eí =1,E2 =i)= 0,

JjJ,(E1 =1153=l)=l,

P (5 —1 51— 2

Estas cuatro
probabilidad

¡e1 c2

(IcíI +iej)(leíI

condicionespermiten, de nuevo, hacerun argumentode
(5. 84) tomaríael valor máximo, P~(S~ =1 ,S2 =l)= 0.09

(5. 84)

Hardy. La
(el mismo

máximo, relacionadocon la razón áurea, calculadoen la Sec. 3. 4. 4. c), si

[c1[
2=(‘%G —l)/(4+ 3) y le2!2 =1e312 = 2/Q.,/S+3). El autor de la propuestaafirma

quecon los parámetrosrealesdel experimentoideal que proponeno sepuedeobtener

esemáximo estricto(en particularporqueno se puedeajustarla relación¡ej = 1c4)
aunquesí valoresmuy próximosaesemáximo, J~, (S~ = 1,53 = 1) = 0.089, y añade,p.

3350, que“In any caseit will be difficult experimentallyto distinguishan eventwith a

probabilityof 9% from any kind of noisein themeasurementprocess.”

e’

4’.

4’

1*

4’

4’.

u’

e.
.3

.3

e’

.3

(5. 79)
u,

u,’

e,

.4

U

(5. 80)
C

3

e
e
u,
U

(5. 81)

(5. 82)

(5. 83)

e
e
e
e
e
e
u,

e
e
e

e
*

e
e
e
e
e
u,
e

e,
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5. 4. Experimentos reales

5. 4. 1. El experimento de TBMM (1995)

El primer experimentoreal basadoen el argumentode Hardy esel realizadopor

Torgerson, Branning, Monken y Mandel (TBMM en adelante) [TBMM 95]

(previamentepropuestoporTorgerson,Branningy Mandel(TBM) en [TBM 95]).

El experimento,cuyoesquemasemuestraen la figura. 5. 9, esel siguiente.Dos

fotones,quellamaremosseñal(5) y testigo (T), sonemitidossimultáneamentey con la

mismapolarizaciónlineal porun cristal no-lineal en un procesode parametricdown
conversion(PDC).En el caminode T seinsertaun rotadorde ir /2, R0, de maneraque

produceunapolarizaciónortogonala ladel camino5. Se tomacomoejex la dirección

de polarizaciónde 5 y comoejey la direcciónde polarizaciónde T trasel rotador.Los

Pump laser

y1

R

p2

coincidence
caunter

BS

Dl

Fig. 5. 9. Tomadode [TBMM 95]. Ver también[TBM 95].
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fotonesasípolarizadosatraviesanun beamsplitterBS cadauno en un sentidoy con

incidencias(respectoal BS) próximas a la normal, y emergenmezcladosen dos

direccionesque llamaremos1 y 2. Si las longitudesde los dos caminosópticoshastael

ES son iguales,el estadocuánticodel par de fotonesa la salidadelES es[Ou-Hong-

Mandel 87] 4’

4’

Iv’>=T~T.¡1>1~I1>2. +R~R~I1>11l>2~ +T RI1>írIl>í +R~TIl>2jl>21. (5. 85) 4’
.4

donde ~1, 71.’ R~, R~ son los coeficientesde transmitividady reflectividad en las u’

direccionesx e y de unade las carasdel ES, y T~, 7?~,, R~, R~, los de la otra. .3

denotael estadoen el quehay un fotón polarizadosegúnx en la dirección 1 y otro fotón e’

*polarizadosegúny en la dirección2, la notaciónesanálogaparalos otros tres estados.
e,

Dado que la incidenciacon el ES es próxima a la normal, podemossuponer u,

t=T~:=T~ R~=R~:= R, fl=T~, :=T, R~ =R~ :=R.TambiénsesuponeITi=ITI, e
E e¡ Rl =1 Rl. El estado(5. 85) asípreparadoes,como vamosa ver, un estadode Hardy.

u,
Secolocaen cadaunade las direcciones,unaláminade mediaonda(que se puede u,

rotar) R,, seguidade un polarizadorlineal (quepermanecefijo duranteelexperimento)

J~, y un detector D.. Ambos detectoresestán conectadosa un contador de u,
./

ecoincidencias.Trasla preparacióndel estado(5. 85) y, supuestamenteen dosregiones e

(1 y 2) separadasporun intervalode género-espacio(lo que seguramenteno ocurreen u,

el experimentorealde TBMM), seprocedea detectarlos fotonesque llegan con unau e

otrapolarización(0~ o, alternativamente,~ parala región 1, y 02 o, alternativamente, e
U

020 parala región2). e
e

Se puedecomprobarque, suponiendoun ES ideal, sin absorción,es decir que

ITI <Rl =1, y tal que ITI!=IRIexistenángulosde polarización
0l’ 82, 010, 020 e

u,talesquesesatisfacenlas cuatrocondicionesde Hardy:

P/0
2O i8~)=l, (5. 86)

u,

(5. 87) e
U

e

u,

E,,(0í,02)>0. (5.89)

e
Si suponemosque la probabilidadde detecciónpor un detectorperfectocolocado e

inmediatamentedetrásde un polarizadorperfectoorientadoen un ángulo0, cumple la U
e

condiciónde completitud

e’
*

e
U

e
e,,
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(5.90)

siendo0~ =03 + ir /2, entoncespodemosreescribirlas condiciones(5. 86) y (5. 87)

corno

(5. 91)

(5.92)

El experimentode TBMM consisteen, tras la preparacióndescritaantes,medir

N(01, 0=0),N(01<>, 02), N(Q<>, 0~<>), N(0~, 0~); donde N(01, 02) esel númerode

coincidenciasdetectadascon esacombinaciónde polarizacionesdurante10 s con el BS

en laposiciónen la quelos caminosópticosson iguales’
6.En particular,seeligen los

ángulosde polarizacióndemaneraque laprobabilidad(5. 89) seacercanaala máxima

obtenibleen un experimentode estetipo. Uncálculo [TBM 95], parecidoal que ya se

realizóparael casodedireccionesde espínparadospartículasdeespín 1/2, conducea

que el valormáximoseobtienecon

ITI 0,32, ¡R¡ =0.68, (5. 93)

0l=18’, 03=72’, 01<> =—56’, 02<> =—34 , (5. 94)

siendoen esecaso

J30J,03)=0.09. (SAS)

En el experimentoreal ¡TI2 =0.70, ¡Rl2 =0.30, Oi 74.3’, 03=15.7’,

0<> —56.8’, 020 = —33.2’.

Para relacionar las cantidadesmedidas N(0
1, 03) con las probabilidades

J~, (0<, 03), los autoreshacenla hipótesisde fair samplingsegúnla cual la muestra

detectadaen un experimentoconpolarizadoresy detectoresrealesesuna muestrano

sesgadarespectoa la que seobtendríacon polarizadoresy detectoresperfectos
17.Con

16 Para asegurar que los caminos ópticos hasta el BS son iguales, el ES es móvil y se miden

N(6, 02,), N(6, 62), N(0, 09, N(6, 6,) para distintos desplazamientos del ES. Para los

cálculos posteriores se toman los mínimos experimentales de estascantidades.

~ Hacer la hipótesis dc fair sampling implica suponer que (a) las pérdidas de fotones por absorción

en los polarizadores y (b) la eficiencia de los detectores, son independientes de la polarización de los

fotones. Como ya se ha dicho, en el experimento de TBMM se rotan las láminas de media onda en lugar

de los polarizadores para asegurar que los detectores reciben siempre fotones con la misma polarización,

con lo cual ya no es necesario suponer (b), pero sí (a).
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t0’

4”

esahipótesis,la probabilidadde detecciónparaunaciertacombinaciónde polarizaciones

03).

es proporcional al númerode coincidenciasdetectadascon esacombinaciónde

polarizaciones,

TBMM definenla constantedeproporcionalidadcomo

K=N(Q, Q)+N(0~, Q)+N(~, 8=)+N(6l

En el experimentoobtienenlos siguientesresultados

1?,, (0~, 820) = 0.0034±0.0004,

L$(0~0, 03)=0.0040±0.0004,

1?,, (0~<>, 8~<>) = 0.0070±0.0005,

E,, (0,, 03) = 0.099±0.002.

(5. 96)

(5. 97)

(5. 98)

(5. 99)

(5. 100)

(5. 101)

Nótesequeen particularque no seobtienencerosen (5. 98)-(5. 100). Los autores,

sin embargo,afirmanque estosresultadoscontradicenel realismolocal ya que, de (5.

101), (5. 98) y (5. 99), y suponiendo(5. 90)18,

(5. 102)

frentea (5. 100).Lo queles lleva aconcluir,p. 328, que“The datathereforecontradict

local realism by about 45 standard
(0~<>, 8k),

deviations,even though the three measured
E,, (Q<>~ 03<>) arenotexactly zero.”

18 Por ejemplo,

U
siendo

P (O) = [N(0, O~,)+N(O, O,,)]/K

e’

.4’

.4>

•9

u’1

u’0

•0

.3

.4

*

e’
e
e
u,

e
e
e
e
e
u,

e
e

e
U

e
e
e
e
e
*

e
e
e
u,

e
*

u,

e
e
e
e

(5. a)

U

e
e

e
u,

e
= 0220±0fl03

(5. b)
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5. 4. 2. Crítica a TBMM

Emilio Santos19haseñaladoquelos ladosizquierdosde (5. 100)y (5. 102) no son

matemáticamenteequivalentes,yaque

I?,,(0ío.8
3<>)=P~(0,8=)P~(83<>I8í,8=)P~(Oío 10<, 8k), (5. 103)

expresiónen la que las dosprobabilidadesde la derechano tienenuna interpretación
físicaclaradebidoa quelas polarizaciones6, y O,<> no sonmediblessimultáneamente.

Por tanto, aduceSantos,lacomparaciónentre(5. [00) y (5. 102)no es legítimaala

horade excluir lafamilia másgeneralde teoríasde variablesocultaslocales
20.

Por otro lado, la tabla 1 en [TBMM 95], que contienetodos los resultadosde las

medidasrealizadas,se reproducesi la probabilidadconjuntade, supuestoun fetén en

cadabrazodel dispositivode TBMM, el fotón en el brazo 1 seadetectadocon el

polarizadororientadosegúnun ángulo0< y el fotón en el brazo2 seadetectadocon e]

polarizadororientadosegúnun ángulo03 =03 + ir /2, esde la forma

IRr 2I~~(8>, 0,)=N cos8>cos0
2+—y-sin0 sinOITI . (5. 104)

Un modelode LHV debedepoderexpresarestaprobabilidadconjuntacomo

(5. 105)

donde 2 denotacolectivamentea las variablesocultas,p(X) es la distribución de

probabilidaddeesasvariablesocultas(por tanto, pGX) debede verificar pCi) =0y

Ip(A)dA =1), fl(0<, 2) esla probabilidadde queel fotón en el brazo1 seadetectado

con el polarizador orientado en 0~, y análogamentePJ03,A) (por tanto,

Un modelo de variablesocultaslocalesquereproducelos resultadosde TBMM esel

de [Cabello-Santos96]; en dicho modelo, las variablesocultas son dos vectores

unitarios, u< y u2, y sedefine

19 Comunicación particular del II de octubre de 1995.

20 En su respuesta a [Cabello-Santos96], [TBMM 96] muestran cómo en una teoría de variables

ocultas determinista el lado izquierdo de (5. 100) ha de ser mayoro igual que el lado izquierdo de (5.

102).
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3
P(2)dl=yy(ní.Xu=Vd3ud3u

2. (5. 106)
.4

u’

donde 9t denotaunarotaciónde ánguloq~ en el planox-y y
.4

cos¿p=IRI/1T1
3 (5. 107)

e’

siendoR y T los coeficientesde reflectividady transmitividaddel beamsplitter.En la e’

definición (5. 107) hemossupuestoIRI<ITI, como ocurre en [TBMM 95]; si no *
liii ti

sucedieseasí, los cambios O~ —* ir /2—0, (j=1, 2), ¡R¡<—>¡T¡, conduciríana un
9

modeloadecuado.Tambiéndefinimos e
U

*

P
3%,u3)=Ciref(u3—y, (5. 109)

U

donde0<C=l, 0<e<cl, U
e

¡¡2 e
ftx) =e (5. 110) e

{(irc< ~‘

if 1x13 u,

u,

e
y e

r, =(sinO<, 0, cosO
1), (5. 111 a) e

u’r2 =(sinQ, 0, cosO3). (5. 111 b)

U

Con las definicionesanteriores,utilizandola expresión(5. 105),seobtiene

e
32 UP<==j-~C e (r~9tr2)

2±o(e3), (5. 112)

u,

queestáde acuerdocon (5. 104)exceptoparatérminosde ordena. Los resultadosde

la tabla 1 en [TBMM 95] sepuedenreproducirsi e es menor que el error en las u’

medidas.Por tanto, aunqueel modelo de [Cabello-Santos961 resultead-hoc,demuestra u’
e

quelos resultadosexperimentalesde TBMM no bastanparaexcluir las variablesocultas
u’

locales,en contra de la afirmaciónde dichosautores21.Otraaproximacióncrítica el

experimentodeTBMM secomentaráen la Sec.5. 5. 3. u
e
u,

U

*21 En su respuesta a [Cabello-Santos96], [TBMM 96] dicen: “Wc readily concede that Ihere exist
e

more general local hidden variable theories, which are not tested or addressed in our experiment.”

U

u,

u
*
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5. 5. Demostracionesalgebraicasy desigualdades

5. 5. 1. Introducción

Laprincipalconclusióntrasla secciónanterioresqueen un experimentorealno cabe

esperarque seproduzcancorrelacionesperfectas;en particular,esexperimentalmente

imposible obtenerlos cerosnecesariosparaque los argumentosde 0HZ y Hardy

permitandescartarlas variablesocultasen experimentosde un solo disparo22.Como

dice Alain Aspect(ver másadelante),los experimentosrealesno permitencomprobar

igualdadessino sólo desigualdades.Por estarazón, para llevar los argumentos

algebraicosal planoexperimentalesnecesarioderivardesigualdades.Cualquierintento,

como el de TBMM, de comparardirectamentelos datosexperimentalescon los

resultadosteóricosde un argumentoalgebraicosiempreseráobjetable.

En estesentido,los argumentosalgebraicoshanestimuladonuevasdesigualdades.

En lo que sigue, resumiremoslos resultadosmás importantes(de otros autores)al

respecto.Ademásde su posibleinteréspara futurosexperimentos,algunosde estos

trabajospermitenahondaren la relaciónentrelas demostracionesdel teoremade Belí-

EPRcon y sin desigualdades.Clasificaremoslos trabajosen dosgrupos:en la Sec. 5.

5. 2 veremosaquellosque han surgido comoconsecuencia,máso menosdirecta,del

argumentode GHZ: trabajosqueesencialmentesonderivacionesde desigualdadespara

másde dospartículasy estudioscomparativossobresu interésexperimental;y en la

Sec.5. 5. 3 veremosreflexionessobrela idoneidadde los estadosde Hardy paratest

experimentales;en estegrupocomentaremosun trabajo, [Garuccio95 b], que esotro

acercamientocríticodistinto al experimentode TBMM.

5. 5. 2. Desigualdadesy la demostración de GHZ

La dificultadde traducirlas demostracionesalgebraicasaexperimentosreales,y por

tanto la necesidadde derivardesigualdades,fue ya advertidaen muchosde los primeros

trabajossobreaquellas.Así, en [GHSZ 90], Sec. y, sederivauna desigualdadpara

22 Tal idea podría parecer sugerida por la siguiente frase, [Mermin 90 c], p. 1838: “The refutation

[in the 0HZ experimentí is not only stronger—it is no longer statistical and can be accomplished in a

single run.” Más adelante, sin embargo, dice: “This ah versus nothing demolition of EPR follows

directly from a simple quantum-mechanical calculation of the data produced in the new experiment. The

same point cannot, however, be inferred directly from the actual data collected in some nonideal

laboratory reahization of the 0HZ experiment, because, the less than perfect efficiency of real detectors

weakens tbe observed 5pm correlations from tbe strong ideal form on wbich the EPR argument rehies.”
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cuatropartículasa partir del correspondienteargumentode 0HZ. Sin embargo,sus 9’

9’autoresreconocenque paraesta desigualdad,p. 1138, “the demandon detector
9’

efficiency if the fair samplingassumptionis to be avoided [ii> 0.908] (...) is more
9’

stringentthanin testsof Bell’s inequality [~> 0.828, ver las referenciasde la nota27 e.

del capitulo 3].” También [Clifton-Redhead-Butterfield 91 a] derivan,p. 175 y 9’

9’siguientes,“a nonstrictly correlated[testable“quasi-algebraic”]version of [GHZ]
.4

algebraicnonlocality proof’: un sistemade cinco desigualdadesque son mutuamente .3

inconsistentes;el adjetivo“quasi-algebraic”sejustificaporque“thecontradictionarises u’

not betweenEinstenianelementsof reality but betweenprobabilitiesfor measurement u”
u’

results”,p. 178.
.3

[Mermin 90 c], derivaunadesigualdadparan partículas(n =3)de espín 1/2 en e,,

estadosde 0HZ del tipo e’

mt
(5. 113) e

u

desigualdadqueesvioladapor laMC en un factor
2(»í>¡=paran impar y en un factor mt

epara n par. También Mermin reconoceque, p. 1838, “Becausethese

experimentsrequire the use of n independenídetectors,whosejoint efficiency e

necessarilydeclinesexponentiallyin n, this doesnot establishthat then-particle0HZ e

states(which are also more and more difficult to preparewith increasingn) are
e

necessarilya promising arenain which to eliminatesuchloopholesas remain in the U

directexperimentaldemonstrationof quantumnonlocality”. [Mermin 90 c] da lugara

todaunaseriede artículos.Por ejemplo,[Roy-Singh911 derivanunasdesigualdades U

paran partículasque sonvioladaspor la MC en un factor 2(nl)¡3: “The improvement u,
u’

with respectto Mermin [Mermin 90 c] is by a factor <1 for even-nexperiments.It

resultsfrom ourinequalitiesinvolving acontinuumof apparatusparameters.Thelargest e

violation is not always in the0HZstateusedby Mermin”, p. 2761,estoúltimo también u,

secompruebaen [Braunstein-Mann-Revzen92], p. 3261. *
mt

e
Unapropuestaen la mismalinea esla de [Ardehali92] quepasamosa comentar.Se

Uconsiderael estadode 0HZ de n partículasde espín 1/2 dadopor (5. 113); cuandolas e

partículasestánmutuamenteseparadaspor intervalosde género-espaciosehaceuna

medicióndel espínde cadaunade laspartículas1, 2 n —1, segúnel vectori o, mt
e

alternativamente,segúnel vectorj y unamedicióndel espínde la partículan segúnel

vector a = ¡ + j o, alternativamente,segúnel vector b = ¡ — j. Consideremosel U

operador
e

A=A~ +4 (5. 114) 9’
*

e
u,

u,

e
U

u,’
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donde

4 = (—&I’>d3>óQk.. át~> + ... ¿jn-1) +

‘(I) ‘(2> ‘<3) ‘(4) ‘(5> ‘(n—I)—a~a~a;a~a~ ... —... (5.115)

+6j0... <6;?. á$<>+... —...)(áP—dt)

‘(<Y ‘(5) ‘(6) (n—I)a; a~ ... a~ ±... (5. 116)
‘(1> ‘(7> ‘(8) ‘(n—1) __—a a~ a~ ... a~ ... + . . .)(á§~> + 67>)

LlamemosF al valor esperadodel observableA enunateoríade variablesocultas

locales;siguiendolos cálculosde [Ardehali92] sellega aque

F2~’~,sinespar
F ={

2n+í/= stnesimpar (5. 117)

Sin embargo,segúnlaMC,

<A>,, = <p<Á<g> = 2n—(I/3) (5. 118)

Portanto,la MC viola la desigualdad(5. 117)en un factor 2(’í>í= paranpar (frentea
en [Mermin 90 c]) y en un factor 2(n=>í=paran impar(frente a 2<~<>~ en

[Mermin90 c]).

Porúltimo, [Braunstein-Mann93] calculan,p. R2427, “... the signal-to-noiseratio

in Mermin’s n-particleBelí inequality [Mermin 90 c] (...) in thepresenceof threekinds

of noise: (i) noise from variations in the quantum stateusedas sourcefor the

correlations;(u) noise from data-flippingerror—thereadoutrandomlytlipping thesign

of the 5pm polarization;and(iii) noisefrom countingstatisticsdueto measuringonly a

finite numberof n-particlecoincidences.”Llegana laconclusión,p. R2430,de que “the

signalfor violation growsexponentiallyfasterthantheexponentiallygrowingnoise,as

long as the noise per detectoror per partiele is less than about 14%” y que,

alternativamente,“in the absenceof noisea loophole-freetest couldbe madewith

detectorefficienciesaslow as7 1%.”

[Hardy 91 a] (Sec.2) derivaunageneralizaciónde las desigualdadesde CHSH para

n partículas,y (Sec. 3) compruebaque el estadode GHZ-Mermin da la máxima

violaciónposiblede esasdesigualdadesen el cason = 3. En estetrabajo,p. 1, sedice

quelas “inequalitiesarestill of interestfor two reasons:(i) to elucidatetherelationship

betweenthe GHZ proof of nonlocality and the proof of nonlocality using Belí
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4’-

inequalities;(u) the perfectcorrelationsconsideredin gedankenexperimentsare not

possible in real experiments.Therefore, inequalitieswould be necessaryif an
9”

experimentaldemonstrationof nonlocality in theschemesinvolving more than two

measurementsis to be possible.”En un trabajoposterior,[Hardy91 b], usaun método

nuevoparaderivarunadesigualdadde Belí de tipo generalparadospartículas(Secs.2 y u,

e’3), métodoquetambiénaplicaparaderivarlas desigualdadesde CHSH (Sec.4). Este
.4*

procedimiento(“By requiring of any local realistic theory that the probability of a e
contradictionof thetypeconsideredby Greenberger,Horne,Zeilinger, andMermin is U

equalto zero”, p. 21) suponeun acercamientooriginal paracomprenderla relaciónentre .3

las demostracionesalgebraicas(para sistemasindividuales)y las demostraciones U
u,

(estadísticas)con desigualdades.Otrasdesigualdadesparan =4 panículas,derivadas e

sin referenciaalgunaa GHZ, puedenencontrarseen [Suppes-Zanotti91]. e
e

En [Hnilo 93, 94] seanalizala convenienciade usarestadosde GHZ de n partículas, u’

en comparacióncon los experimentos,como el de Aspect, con dospartículas.Su
u’

conclusiónes,p. 139, que “an Orsay-likeexperiment[Aspect] is preferable,evenfor

highly idealizedconditionsandevenif thedifficulty ofpreparationof aGHZ statewith u’

alargernumberof particlesis not takento account.Thesituationmay bedifferent for u’

the case n = 4 if a proposedtheorem[the identity betweenoptimal hidden variable
e

theoriesandmatrix hiddenvariabletheoriesfor n = 4] is demonstratedtrue.”
u’

En [Greenberger95] seestudianlas diferenciasquehay queconsiderara lahorade e

derivardesigualdadesentrelos casosde dospartículas(en el estadosinglete)y tres e

partículas(en elestadode GHZ).
e

Invitamosal lector aconsultarlasreferenciasoriginales, u,
e
e
u’

e
e
e
e
u’

u’

e
e
e
u’

u,

u,

e
e
e
e
e
e
u,
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5. 5. 3. Desigualdadesy la demostración de Hardy

En [Hardy 92 b] (tras el análisisdelexperimentoideal con interferómetrosópticos

solapadosconsideradoen la Sec. 5. 3. 2) se derivandos desigualdadesque si se

satisfácenmostraríanunacontradiccióncon el realismolocal; estasdosdesigualdades

sepuedenreescribiren formade unadesigualdadque se viola si el realismolocal se

viola (comolas desigualdadesde Belí usuales).Hardy terminaladiscusióndiciendo,p.

22, quesusdesigualdades“could be testedin areal experiment.From estimatesbased

on the resultsof theHong,Ou andMandelexperiment[Hong-Ou-Mandel87] andalso

the experimentof Grangier,RogerandAspect [Grangier-Roger-Aspect86], it would

appearthat suchan experimentmaybe possiblewith presenttechnology.”

Por otro lado,se hahechonotaren variasreferencias,[Hardy94], [Mermin 94 a, b,

95], porejemploen [Mermin 94 a], p. II, que “The semi-EPRargumentin theHardy
state(...) is merely an exampleof a violation—and not a very strongone—of an

inequality that, thoughvery plausibleevenin the absenceof perfectcorrelations,has

alreadybeenreportedto be violated in manyearlierexperiments:[la desigualdadde

CH].” En efecto, es inmediato comprobarque las desigualdadesde CH (3. 25) se

puedanescribircomo:

—l =J~ (~(í> = +1 a<2> — +l)—J~ (a&’> = ±1,at2> = +1)
(5. 119)

—P (a<’>=±l a<2>—+l)—1ya’>=—l,<>——l)=0
fl A

donde las cuatro probabilidadesque aparecenson las mismasimplicadasen el

argumentode Hardy. Si ~ esun estadode Hardy (estoes,si verifica las ecs.3. 49-3.

52), la primeraprobabilidaden (5. 114)puedeserincluso0.09 (ver la Sec.3. 4. 4. c) y

las otrastres soncero. De maneraque, [Mermin 94 a], p. 11: “An experimentto

confirm sucha violation in the optimal Hardy statewill requiredetectorsaccurate

enoughto distinguisha 9% eventratefrom a rateof 0%.Barlier tests for violations in

statesinspiredby EPRhadan easiertime of it, usingquestionsthat madethe[primera]

probability 2+42/2=043 (43%) and the sum of [las otras tres] probabilities
6—342/2= 0.22 (22%) [loscálculosestánequivocadosen la versiónoriginal].” De lo

cual Mermin concluyeque“Hardy stateswill not leadto moredefinitive experiments.”

Mermin terminadiciendo, “... althoughHardy’s four questionsprovidearatherweak

basisfor a laboratoryviolation of the experimentallyrelevantinequality, they reign

supreme in the gedankenrealm.”Otro matiz de la mismaideapuedeencontrarseen la

cita siguiente[Mermin 95 a], p. 619: “As Alain Aspectemphasizedin a discussion
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remark early in this conference23,beautiful as the Hardy experimentis as a
4”.gedankenexperiment,in a real experiment“never” canneverbe established,if only

because the number of runs is necessarily finite.” 9’.

4”

Porúltimo, comentaremosotro acercamientocritico al experimentode TBMM ya
descrito (Secs. 5. 3. 1-5. 3. 2) debido a Garuccio, [Garuccio95 14. Su autor dice, p. e’

2535: “Unfortunately, these proofs [las de tipo Hardy] are based on an assumption e’
e,

difficult to realize experimentally: the detection of alí the pairs emitted by the source. u,

Moreover, an experimentaltestof the idearequiresverification that threeexpectation u’

values are zero, while a fourth one is nonzero, and this leads to the conceptual problem 9’

eof the experimental measure of a nulí event. The first problem can be overcome with
e

some supplementary assumptions, as in alí experiments performed up to now in this

field, while the lattercanbe solvedby sornedifferent formulationsof Bell’s inequality, e,

as suggestedby Mermin [Mermin 95 b] and Hardy [private communication].” A u’
econtinuación, Garuccio considera, p. 2536, “The most general inequality deduced from
u,

Einsteinlocality in thecaseof asymmetricalentangledstates[comolos deHardy]”, que,

paraél, “is theEberhard’sinequality [Eberhard93]”, y calcula“the minimumvalueof u’

thequantumefficiency r¡ that permitsaviolation of thepreviousinequality without use U

e
of any supplementaryassumptions”.La crítica a [TBMM 95] sigueahora,ya quecon

e
“the valuesfor the quantum-mechanicalpredictionsin the caseof the asymmetrical e

source used in the experiment of Torgerson et al. [TBMM 95] for testing Hardy’s 9’

approach, we obtain n~ = 0.82. This value is far from the actual value of detection e
e

quantumefficiency in the experimentof Torgersonetal. (q> =0.10) and this proves

that the experiment is not able to distinguish quantum mechanics and Einstein locality e

without supplementaryassumptions.”Más adelantedice: “it is possibleto deducethe U

mínimum value n~ for a loophole-freeexperiments(...), the required quantum U
e

efficiency is between0.75 and 0.67, which is not far from the efficiency of new

commercialphotodetectors.”Terminasu articulo comparandoesteacercamiento(la u’

desigualdadde Eberhardparaestadosde Hardy) con las desigualdadesde CHSH (más u’
u’

la hipótesisde fair-sampling)y las de CH (másla hipótesisde no-enhancement)24. e

e
u,

23 Fundamental Problems in Quantum Theory: A Conference HeId in Honor of Professor John A. e

Wheeler, l3altimore, Maryland, June 18-22, 1994. Emilio Santos recuerda haber oído afirmar a Alain u’

Aspect(quizáenesanusmaconferencia)quelosexperimentos realesno permiten comprobar igualdades U

(como las necesarias para el argumento de Hardy)sino sólo desigualdades. U

24 Caruccio estaba en el laboratorio de laUniversidad de Rochester cuando se hizo el experimento de U
U

TBMM (TBMM ponen a Garuccio en sus agradecimientos y Garuccio hace 1(3 propio con TBMM) pero
e

no estaba de acuerdo con las conclusiones de TBMM asíque no firmó el artículo deTBMM y escribió
U’

uno aparte. u,

U

e
e
u,
u,
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Comovemos,hastala fechaningunapropuestabasadaen argumentosalgebraicosha

demostradosercapaz de mejorar los testsexperimentalesclásicos(Aspect) sobre

variablesocultas.Ello esdebidoaquela traducciónexperimental(con desigualdades)de

las demostracionesalgebraicas:(a> requiereestadosmásdifícilesde preparary manejar

(esmásdifícil prepararun estadode 0HZde treso máspartículaso un estadodeHardy

de dospartículasqueun singlete),y (b) no permiteeludirlas hipótesisadicionalesque

eran necesariasen los experimentosclásicos(o, paraeludirías, serian necesarias

eficiencias en los detectoresmayores que las necesariaspara eludirías en los

experimentosclásicos). Como dice Mermin, la importancia de los argumentos

algebraicospertenecea] reinode lo teórico.
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“Habíacomenzadocomoun hojaarrastradaporel viento y sehabíaconvertidoen un

árbol.Y el árbolcreció, dandonumerosasramasy echandolas más fantásticasraíces.

Llegaron extrañospájarosque se posaronen las ramitas,y hubo que atenderlos.

Después,todoalrededordel árboly detrásde él, en los espaciosquedejabanlas hojasy

las ramas,comenzóacrecerun paisaje.”

J. R. R. Tolkien, Hoja de Niggle.

“El 90%de cualquiercosaesbasura.”

Leyde Sturgeon.
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Capítulo 6
Conclusiones

En estecapituloseresumenlas respuestasa los problemasplanteadosen el capítulo

1, queconstituyenlas aportacionesoriginalesde estamemoria.Por capítulos,sonlas

siguientes:

Capitulo2. El teoremade Bell-Kochen-Specker:

1a~ Existe una correspondenciaentre las diferentesdemostracionesaditivas del

teoremade BKS: probabilisticas,dependientesdel estado,e independientesdel estado

y, (respectivamente),]os conjuntosde proposicionesque seobtienentras e] primer,

segundoy tercer pasode la demostración(DPSs,PNCSsy TNCSs) de Kochen y

Speckerde 1967 [CG 96 a].

2~. Es posibleun testexperimentalde las hipótesisdel teoremade BKS, haciendo

pasarsucesivamenteunapartículade espín1 pordosaparatosde Stern-Gerlachsegún

ciertasorientaciones:las variablesocultas(no-contextuales)prohibenciertosresultados

paralos quela MC prediceunaprobabilidadno nula[CG 95 b].

30 Existe una demostracióndel teoremade BKS físicamenteinterpretable,

independientedel estado,aditiva, basadaen descomposicionesespectralesde la

identidad en el espaciode Hilbert de dimensión 4, con sólo 18 proposiciones

(proyectoressobre subespaciosunidimensionales)en un espaciode Hilbert de

dimensión4. Estaes lademostracióncon estascaracterísticas(las de la demostración

original de KS) más económicaconocida,en términos de número absolutode

proposicionesimplicadas[CEG96 a].

255
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4~ Considerandodemostracionesaditivas basadasen descomposicionesde

subespaciosdel espaciode Hilbert (estoescambiandolevementelas reglasdejuegocon

las que se construyenhabitualmentelas demostracionesfinitas de BKS), sepuede 9’

reducirel númerode proposicionesimplicado en la demostración.Damosun ejemplode r

unademostraciónde estetipo con 14 proposiciones[CEG96 bj.

5a• Es posible construirdemostracionescon las característicasde la de KS en

espaciosde Hilbert de cualquierdimensiónfinita mayoro igual que3. Hemospropuesto

dos formas de hacerlo:la primeraes una generalizacióna espaciosde Hilbert de

dimensión mayor o igual que tres de la demostraciónde Kochen y Speckeren

dimensión tres [CG 96 a]; la segundaprocederecursivamentea partir de una

demostracióndadaes un espaciode Hilbert dc dimcnsión inferior [CEG 96 c].

Aplicando el segundoprocedimientoy buscandocon ordenadorsubconjuntosde los

obtenidosquepermitandemostracionesde BKS hemosobtenidoejemplosexplícitosde

demostracionescon 29 direccionesen dimensión5, 31 direccionesen dimensión6, 34

en dimensión7 y 36 en dimensión8 [CEG96 c].

6a~ El problemade cuál es la demostraciónaditiva mínima en cadadimensiónes

abordablecon ayudade un ordenador.Su solución pareceen principio cuestiónde

tiempo.

7a Todas las demostracionesdel teoremade BKS consideradasen los puntos

anterioresadmitenuna representaciónen términosde estadosde espínde unaúnica

partícula,para los que en principio todaslas proposicionesy conjuntoscompletosde

ellassonmedibles[CG 96 a].

Capitulo 3. El teoremade Bell-EPR:

la. Es posibleformularel argumento“de incompletitud” de la MC en términosde

elementosde realidadinferidosapartir de medidasefectivamenterealizadas(elementos

de realidadfuertes).Tal formulaciónesposibleal menosen sistemasqueinvolucrentres

o máspartesespacialmenteseparadas[CG 95 a, 96 b, c].

2a• Las demostracionesalgebraicasdel teoremade Bell-EPR conocidas(GHZ y

Hardy) sepuedenreescribiren términosde elementosde realidadinferidos a partirde

medidasefectivamenterealizadas(elementosde realidadfuertes)[CG 95 a, 96 b, c].
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Capitulo4. Relacionesentrelos teoremasdeBell-KS y Bell-EPR:

1a Las demostracionesde Peresy GHZ-Mermin se puedeninterpretarcomo

demostracionesaditivasdependientesdel estadodel teoremade BKS en dimensión,

respectivamente,4 (querepresentalos estadosde espínde dospartículasde espín1/2) y

8 (querepresentalos estadosde espínde trespartículasde espín1/2).

2~. Seproponeunademostraciónaditiva con sólo 5 proposicionesdel teoremade

BKS parael estadosingletede dospartículasde espín 1/2 [CEG9Gb].

3a La demostraciónde Hardy del teoremade Bell-EPRsepuedeinterpretarcomo

una demostraciónaditiva probabilísticadel teoremade BKS en dimensión4 que

representalos estadosde espíndeun sistemade dospartículasde espín 1/2 [CEG 96 a].

4a Un requisitosuficienteparaqueunademostraciónaditivacon proposicionesdel

teoremade BKS permitatambiénhacerunademostracióndel teoremade Bell-EPRes

que las proposicionesimplicadasseantodaslocalessalvo, a lo sumo,un conjunto de

ellasmutuamenteconmutativas.Análogamenteparaque unademostraciónmultiplicativa

con observablesde tipo general(nonecesariamenteproposiciones)de BKS permitauna

demostraciónde Bell-EPResquetodoslos observablesseanlocalessalvo, a lo sumo,

un conjuntode ellos con algúnestadopropio común; preparandoel sistemaen este

estadose obtendrála correspondientedemostracióndel teoremade Bell-EPR.

Capítulo5. Experimentossobreel teoremade Bell-EPRsin desigualdades:

1a El únicoexperimentorealizadohastala fechaimplementandounademostración

algebraica(la de Hardy),admiteun modelode variablesocultaslocalesque permite

reproducirsus resultados.Las conclusionesde sus autores(exclusión de variables

ocultas)no estánpuesjustificadas[CS96].

Y. Aunquelas demostracionesalgebraicasmuestrenla incompatibilidadteóricaentre

la MC y las variablesocultas(no-contextualesy locales)en su formamássimple y

directa,su realizaciónexperimentalno hadadohastaahoraresultadosmásdecisivosque

los experimentostradicionalesbasadosen lasdesigualdadesde Belí.
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Postscriptum

Esta tesis doctoral fue defendida el viernes 12 de julio de 1996 en la Facultad de

Ciencias Físicas de la Universidad Complutense de Madrid (UCM) ante un tribunal

formado por:

D. Alberto Galindo Tixaire, Catedrático del Departamentodc FísicaTeórica1 de la

UCM(presidente).

D. Antonio FernándezRalladay MenéndezLuarca,Catedráticodel Departamentode

Física Teórica [de la UCM.

D. Emilio Santos Corchero, Catedrático del Departamento de Física Moderna de la

Universidad de Cantabria.

1). José Luis Sánchez Gómez, Catedrático del Departamento de Física Teórica de la

tiniversidad Autónoma de Madrid.

D. Gabriel Álvarez Galindo, Profesor Titular del Departamento de Física Teórica 11

de la UCM(secretario).

Obtuvo la máxima calificación: “Apto cum laude por unanimidad”.

A continuación se comentan algunos trabajos directamente relacionados con la tesis

publicados con posterioridad a la finalización de la misma, así como algunas referencias

anteriores que fueron omitidas, sin querer, en la primera versión. Ordenadas por

secciones son:
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2. 4. 2. g. CEG-l8.En ¡Cabello97 al se incluye, comonovedadrespectoa otras

publicaciones,la interpretacióngeométricaexplícitade CEG-18 queapareceen la tesis.

Ir,

3. 4. 4. e. GeneralizacionesdelargumentodeHardv. En [Hardy97J se presentatina

generalizaciónconm observables(paracadatina de las dospartículasde espín 1/2). En

el límitem infinito, la probabilidadde obtenerestadosqueviolen el realismolocal es1/2 e’.

(frentea9/lOOenel caso m= 2). En ¡Kar96bj se muestraque parasistemasde n =3 e’

partículasde espín1/2existenestadosmezclaqueadmitenun argumentode tipo Hardy. .4’
U’

e,’
4. 3. 4. Una demostracióncon5proposicionesy el singlete.[GarcíaAlcaine 97 es

e”
un resumende lo contenidoen la correspondientesecciónde la tesis. U’

e.
5. 2. Experimentos ideales de tipo 6HZ. Nuevasreferenciasson: [Wódkiewicz- e.

Wang-Eberly 93 bí’, ¡Haroche 951 (GHZ en el contextode ¡aelectrodinámicacuántica U

decavidades),IGerry 96 a, b, ej (realizaciónde estadosde GHZ con cavidades), u’

e

5. 4. Experimentos reales. Segúndijo Hardyen el II International Symposiumon u’e
FundamentalProhlemsin QuantuniPhvsícs,celebradoen Oviedo del 21 al 26 dejulio u’

de 1996,un grupoexperimentalde Romahabíarealizadoun experimentode tipo Hardy e

y sometidosusresultadosparasu publicaciónen Phvs. Lett. A. En lKwiat 97j sehace e
e

unapropuestaexperimentalparaproducirestadosde Hardy —y otros estados—quese
e

basaen unafuente,descritaen ¡Kwiat~Mattle-Weinfurter-Zeilinger-Sergienko-Shih951, e

quepermiteprepararparesde fotonesentangleden polarización.En el simposiumde 0

Oviedo, Kwiat dijo queel experimentose iba a llevara cabo“en 2 ó 3 mesesen Los u’
e

Alamos
u’
e

5. 5. 3. Desigualdadesy la demostraciónde Haré/y. [Hardy 97j tambiéncontiene u’

euna nuevaderivaciónde las desigualdadesde CH, similar a la que se proponíaen
e

[Hardy91b] de las desigualdadesde CFISH.
e

Imposibilidadde variablesocultaspara dospartículasde espín1/2 pre- \? post-

seleccionadasen estadosno-entangled. La misma estructurade relacionesde e

ortogonalidadentreproposicionesqueapareceen la figura4. 1 (esdecir, el mismo DPS
e

quehay detrásde las demostracionesdel teoremade BKS y del argumentode Hardy),

e
e
e
U

Ij Wádkiewicz-Wang-Eberly931 —queahoradeberíallamai’se ¡ Wódkiewicz-Wang-Eberly93 a¡ — O

estabaen la bibliogralíadejaprimeravers¡ánperono aparecíacitadaen el texto principal al hablarde u’

experimentosidealesdetipo 0HZ.
e
e
e
e
u’

e
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permiteobtenerun nuevoresultadomuy interesante2que se recogeen ¡Cabello97 bj.

Lo quesigueesel resumende estetrabajo:

“Es bienconocidoquetodaslas prediccionesde la MC sobreel estadode cualquier

sistemafísico representablepor un espaciode Hilbert bidimensionalsiemprepueden

duplicarsemedianteun modelode variablesocultasno-contextuales.En ¡Cabello97 bj

muestro que, en algunoscasos,cuandose consideraotro sistemabidimensional

independiente(no-entangled),la descripcióncuánticadel sistemacuánticoresultanteno

puedereproducirsemediantevariablesocultas no-contextuales.En particular,se

presentaunademostraciónde imposibilidadde variablesocultasparadospartículasde
espín 1/2 individualespre-seleccionadasen un estadono-correlacionadoIA>® IB> y
post-seleccionadasen otro estadono-correlacionado¡¿¿>0IB>, siendo IB>, el mismo

estadoparala segundapartículatantoen la pre-comoen la post-selección.”

Majadahonda, Diciembre de ¡996.

El desarrolloposterior de estos temas puede seguirseen: A. Cabello,

“Bibliographic guide to the foundations of quantum mechaniesand quntum

information”, http://xxxflbanLqov/abs/quant—ph/0012089.

Majadahonda, Marzo de 2001.

2 En palabrasdePeres:“Your resulisare very fine and ‘paradoxical’ (thai is, they surpriseevenan

oid handlike me)”Comunícaciñn particular del 20 deoctubrede 199<,.
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574. [Cabello 97 a]: A. Cabello, “A proof with 18 vectorsof the Bell-Kochen-
Specker theorem”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe (eds.),Newdevelopmentson
fundamentalproblemsin quantumphysics(Oviedo,Spain, 1996),Kluwer Academie,
Dordrecht,Holland, 1997, Pp.59-62.

575. [Cabello 97 b]: A. Cabello, “No-hidden-variablesproof for two spin-I)2
particlespreselectedandpostselectedin unentangledstates”,Phvs. Rey.A 55, 6, 4109-
4111(1997).

576. [García Alcaine 97]: G. García Alcaine, “A simple state-dependentproof of 9”’

theBKS theorem”,en M. Ferrero,& A. van derMerwe (eds.),New developmentson
fundamentalproblemsin quantumphyñcs(Oviedo,Spain, 1996),Kluwer Academie,
Dordrecht,Holland, 1997, pp. 133-136.

577. [Gerry 96 a]: C. C. Gerry, “Preparation of mu¡tiatom entangledstatesthrough
dispersiveatom—cavity-f¡eldinteractions”,Phvs. Rey.A 53, 4, 2857-2860(1996). e,

578. [Gerry 96 b]: C. C. Gerry, “Preparation of a four-atom Greenberger-Horne-
Zeilingerstate”,Ph». Rey.A53, 6, 4591-4593(1996).

579. [Gerry 96 e]: C. C. Gerry, “Proposal for a mesoscopiecavity QED realization
oftheGreenberger-Horne-Zeilingerstate”,Phvs. Rey.A 54,4, R2529-R2532(1996).

580. [Hardy 97]: L. Hardy, “A biggercontradictionbetweenquantumtheory and
locality for two particles without inequalities”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe
(eds.), New developmentson fundamentalprotle¡ns in quantumph»ics (Oviedo.
Spain, /996), KluwerAcademic, Dordrecht, Holland, 1997, Pp. 163-170.

581. [Haroche 95]: 5. Haroche, “Atoms and photons in high-Qcavities: New tests
of quantum theory”, en D. M. Greenberger, & A. Zeilinger,Fundamentalproblemsin
quantumtheory:A conferenceheláin honorofpro/éssorJohnA. Wheeler,Ann. N. Y.
Acad. Sci. 755,73-86(1995)(b)~

9’
582. [Kar 96 b]: U. Kar, “Testing Hardy’s nonlocality with n spin-1/2particles”,
E/vs.Rey.A 56, 1, 1023-1024(1997).

583. [Kwiat 97]: P. U. Kwiat, “Production and usesof hyper-entangled states”, en
M. Ferrero,& A. van derMerwe (eds.),New developmentscmfundamentalprohíenis
in quantum phvs’ic~ (Oviedo, Spain, 1996), Kluwer Academie,Dordrecht,Holland,
1997, pp. 189-202.Ver [Kw¡at-Mattle-Weinfurter-Ze¡linger-Serg¡enko-Shih
95].

584. 1 ® [Wódkiew¡cz-Wang-Eberly 93 b]: K. Wódkiewicz, L. Wang, & J. H.
Eberly, “?“, en E. Ehlotzky (ed.), Fundamentalsof quantumoptict~ Iii, Springer,
Berlin, 1993, pp. 306-7.Ver [Wddklewlcz-Wang-Eberly 93 al.


	Pruebas algebraicas de imposibilidad de variables ocultas en mecánica cuántica
	dedicatoria
	Agradecimientos
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	1. 1. Introducción a las demostraciones algebraicas
	1. 2. Estructura, objetivos y metodología de este trabajo

	Capítulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker
	2. 1. Introducción
	2. 2. Precedentes
	2. 3. El teorema de BKS
	2. 4. Otras demostraciones aditivas
	2. 5. Demostraciones multiplicativas
	2.6. Relación entre las demostraciones aditivas y las multiplicativas

	Capítulo 3. El teorema de Bell-EPR
	3. 1. Introducción
	3. 2. El argumento de EPR
	3. 3. El teorema de Bell-EPR
	3. 4. Demostraciones algebraicas
	3. 5. Elementos de realidad fuertes

	Capítulo 4. Relaciones entre el teorema de BeIl-KS y el teorema de BeII-EPR
	4. 1. Introducción
	4. 2. El teorema de BKS con localidad
	4. 3. Relaciones entre las demostraciones de BKS y las de Bell-EPR

	Capítulo 5. Experimentos sobre el teorema de BeII-EPR sin desigualdades
	5. 1. Introducción
	5. 2. Experimentos ideales de tipo GHZ
	5. 3. Experimentos ideales de tipo Hardy
	5. 4. Experimentos reales
	5. 5. Demostraciones algebraicas y desigualdades

	Capítulo 6. Conclusiones
	Bibliografía
	Índice de acrónimos
	Postscriptum
	AYUDA DE ACROBAT READER
 
	SALIR DE LA TESIS

