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Capitulo 1. Introduccion
“S1 hubiera tenido mas tiempo, te habria escrito una carta mds corta.”

Pascal.

“But how should it be possible, given three boxes, neither to mark two as empty nor
two as full? The daughter would have remained single until her father’s death had she
not followed the advice of a prophet’s son and quickly opened two boxes, one of which
was marked full and the other empty. Following the weak protest of her father that he
had wanted two other boxes opened, she tried to open the third. But this proved
impossible whereupon the father grudgingly admitted that the prediction was correct.”

[Specker 601, p. 137.

“Unperformed experiments have no results.”

[Peres 78], p. 745.






Capitulo 1
Introduccion

[. 1. Introduccién a las demostraciones algebraicas

La mecdnica cudntica (MC) es el marco conceptual en el que se formulan las teorfas
fisicas mdas satisfactorias conocidas hasta el momento. La MC surgi6 para dar respuesta
a una serie de fendmenos incomprensibles usando la mecénica y el electromagnetismo
cldsicos; sus principios quedaron establecidos hacia 1927, y desde entonces, en ese
marco han tenido cabida nuevos tipos de fenémenos, particulas e interacciones,
extendiéndose desde el mundo subnuclear a 1a cosmologia. La MC, complementada con
toda una serie de técnicas de cdlculo, ha permitido hacer predicciones sobre
experimentos en muchos contextos fisicos; y €stos experimentos, en los que se ha
puesto a prueba la tecnologia mds moderna, han verificado con éxito todas y cada una de

las predicciones cudnticas?.

I' A pesar a su éxito prictico, existen diversas “interpretaciones” de la MC (como la de los muchos
universos, la interpretacidn modal, ta de historias consistentes, o la de variables ocultas de Bohm); sin
embarge, hay un consenso mayoritario entorno a lo que a veces se llama la interpretacién “moderna” de
la MC; ver por gjemplo [Gell-Mann 94]. Esta interpretacién es un desarrollo de la interpretacion
ortodoxa de la escuela de Copenhague {ver [Jammer 66]), pero ¢s mds explicita que aquella en algunos
aspectos; por ejemplo, segun la interpretacién moderna, el problema de la frontera entre la fisica cldsica
y la fisica cudntica cs un pseudoproblema; en realidad no existe ninguna frontera, la fisica entera es
cudntica; en particular, los mecanismos de “reduccidn”, “colapso” o “decoherencia” del estado cudntico
son mecanismos fisicos, los observadores externos (conscientes © no) no juegan ningidin papel especial.

2 Sobre el desarrollo de la MC hasta 1927, véase [Jammer 66]; sobre los desarrollos posteriores

(fisica nuclear, teorias cudnticas de campos, particulas subatémicas) hasta 1983, véase [Pais 86].
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Sin embargo, suele decirse que nadie comprende realmente la MC3. En particular, la
MC es extrafia porque aunque somete a los sistemas fisicos a reglas estrictas y
consistentes, no proporciona a cambio una descripcion en términos cldsicos; y no sélo
no proporciona tal descripcién, sino que la impide explicitamente y de un modo
fundamental. Por ejemplo, como se subraya en [Styer 96], uno de los malentendidos
mds habituales en MC es que “la medicién perturba el sistema” (“measurement disturbs
the system”), segtin Styer, p. 32: “this misconception holds that each particle really does
have definite values for both position and momentum, but these definite values cannot
be determined because measurement of, say, a particle’s position alters the value of its
momentum. (...} This is a particularly common misconception because some arguments
due to Heisenberg (“the gamma ray microscope™) and Bohr# can be interpreted to
support it,”>

De hecho, la MC es sobre todo extrafia porque en ella no hay lugar para que todas
las propiedades de los sistemas fisicos tengan valores bien definidos antes de su
medicion, ni para que el resultado de cualquier medida pueda predecirse con certeza, ni
siquiera en el mejor de los casos (estados puros, miximamente determinados). La MC
es no-determinista en ese sentido®. Como dice Peres, en MC los experimentos no
realizados no tienen resultados’, donde “no tienen resultados” no sélo quiere decir

que no se pueden “conocer” los resultados de todos los experimentos posibles sobre un

3 [Feynman 65], p. 111 en la versién en castellano; ver también la cita de Gell-Mann en el prélogo
del volumen 2 de [Galindo-Pascual 78].

4 El microscopio de Heisenberg se describe en [Bohr 28] (p. 21 de la versién en castetlano),
[Heisenberg 30] (Sec. 2. 2; p. 21 en la versién en ingiés), [Von Neumann 32] (Sec. II1. 4; p. 170 de Ia
versién en castellano). Una versidn critica puede verse en {Dicke 81].

5 Entre los resultados que justifican que efectivamente sea un malentendido, [Styer 96] cita los
teoremas de imposibilidad de variables ocultas y los experimentos sobre “borrado cudntico”. Una breve
bibliografia sobre “borrado cudntico™ es la signiente: [Scully-Englert-Schwinger 89], [Scully-Englert-
Walther 91], [Jordan 93], [Kwiat-Steinberger-Chiao 94], [Cereceda 96 aj (articulo de revisidn), (Herzog-
Kwiat-Weinfurter-Zeilinger 95].

6 [Born 26 aj (el articulo en el que se propuso la interpretacién probabilistica de la funcion de onda),
p. 54 de la versién en inglés: “Here the whole problem of determinism comes up. From the standpoint
of our quantum mechanics there i1s no quantity which in any individual case causally fixes the
consequence of the collision; but also experimentally we have so far no reason to believe that there are
some inner properties of the atom which condition a definite outcome for the collision. Ought we hope
later to discover such properties (like phases or the internal atomic motions) and determine them in
individual cases? Or ought we to believe that the agreement of theory and experiment-—as to the
mmpossibility of prescribing conditions for a causal evolution—is a pre-established harmeny founded on
the nonexistence of such conditions?”

7 “Unperformed experiments have no results”, [Peres 78].
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mismo sistema individual porque [a realizacidn de un experimento A en lugar de un
experimento B perturba inevitablemente los resultados que hubiese arrojado B de
haberse realizado en lugar de A; “no tienen resultados™ quiere decir que, en MC, tales
resultados “no existen”, “no estan determinados” antes del experimento. Rescatar este
perdido determinismo es la justificacién principal detrds de lo que se llaman teorias de
variables ocultas® (VO). Diremos, siguiendo a [Mermin 93 b], p. 803, que las teorias de
VO son “Efforts to construct such deeper levels of description, in which properties of
individual systems do have preexisting values revealed by the act of measurement”; una
analogia a la que se recurre frecuentemente en la literatura como ejemplo de una teorfa de
VO es la de la mecénica clasica como teoria de VO subyacente a la mecanica estadistica

cldsica (ver, por ejemplo, [Einstein 49], p. 672).

Por contra, una prueba o teorema de imposibilidad de variables ocultas en MC (en
inglés, “impossibility proof”, “no-hidden-variables theorem” o “no-go theorem”) pone
en evidencia que, mdédulo ciertas hipétesis mds o menos razonables sobre esos
supuestos “resultados”, éstos no pueden preexistir respetando la compatibilidad con la

MC.

Las demostraciones de imposibilidad de VO se basan en hipétesis de cardcter muy
general sobre las teorfas de VO; en ausencia de ejemplos concretos de teorias de VO,
siempre podria pensarse que las hipétesis consideradas no son las adecuadas y que,
como se dice en [Bell 82], “What is proved by impossibility proofs is lack of
imagination™?; pero a medida que se van descartando mds teorias de VO basadas en

hip6tesis razonables, el rango de VO compatibles con la MC se estrechalC.

Esta tesis trata de los teoremas de imposibilidad de VO y sus demostraciones, en
particular trata sobre un tipo de demostraciones, las llamadas demostraciones

“algebraicas”. Bajo este nombre, v otros sinénimos (demostraciones “todo o nada”,

% La idea de variables ocultas en MC aparece ya en [Born 26 a], ver la nota 6, y mds explicitamente
en [Born 26 b), donde se dice que: “cualquiera que no esté satisfecho con estas ideas [la interpretacion
probabilistica de la funcidn de onda] puede sentirse libre para suponer que existen pardimetros adicionales,
todavia no introducidos en la teoria, que determinan el suceso individual”; traduceién de José Manuel
Sanchez Ron en la edicién en castellano de 1991 de [Von Neumann 32], p. XXXIX.

9 Sobre esta frase Mermin, [Mermin 93 b}, p. 814, dice: “[Bell] is unreasonably dismissive of the
importance of his own impossibility proofs. One could make a complementary criticism of much of
contemporary theoretical physics: What i1s proved by possibility proofs is an excess of imagination.
Either criticisin undervalues the importance of defining limits to what speculative theories can or cannot
be expected to accomplish.”

10 Conviene no olvidar que existe una teoria de VO compatible con la MC y con todos los

resultados experimentales: la de Bohm {Bohm 52], {Bohm-Hiley 93], [Helland 93].
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demostraciones “sin desigualdades”, demostraciones “de tipo Kochen-Specker”1), se

retinen demostraciones de imposibilidad de VO con las siguientes caracteristicas:

(a) La contradiccion entre MC vy VO se alcanza razonando sobre sistemas
individuales'? (y no sobre colectividades estadisticas, como ocurre con las
desigualdades de Bell). El término “algebraico” se emplea entonces en oposicién a

“estadistico™.

(b) Se refieren a sistemas fisicos describibles por espacios de Hilbert de
dimension finita (y generalmente pequefia: 3, 4, 8, 9) e involucran por tanto

observables fisicos representados por operadores de espectro discreto.

(c) La evolucidn temporal de los estados fisicos no juega un papel relevante en las
demostraciones.

(d) Se construyen sobre experimentos imaginarios!3,

Los puntos (b), (¢) y (d) no son exclusivos de las demostraciones algebraicas de
imposibilidad. Salvo en mencidon en sentido contrario, sélo nos ocuparemos de

demostraciones de imposibilidad de VO deterministas, es decir aquellas en los que los

1 Por ejemplo en [Heywood-Redhead 83] se habla indistintamente de “contradicciones algebraicas™
y de “contradicciones de tipo Kochen-Specker”; en [Clifton-Redhead-Butterfield 90 a} se habla de
“demostraciones algebraicas” del teorema de Bell-EPR en referencia a las demostraciones de Heywoad-
Redhead, Stairs y Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ), frente a las “demostraciones estadisticas™ (con
desigualdades) de Bell; GHZ [GHSZ 90} hablan de demostraciones “sin desigualdades™; en [Mermin 90 c]
se utiliza [a expresion “all versus nothing” para referirse a la demostracion de GHZ; este nombre subraya
la caracteristica mds distintiva de las demostraciones algebraicas: la contradiccion se alcanza sobre
sistemas individuales. En [Elby-Jones 92] se usa el término “demostraciones algebraicas™ en referencia a
las de Heywood-Redhead, Stairs, GHZ y Peres. En [Dickson-Clifton 94| se habla de “contradiccion
algebraica” en oposicidén a “violacion de una desigualdad estadistica”.

12 Usando, eso si, predicciones que hemos debido comprobar antes sobre colectividades preparadas
de la misma forma que el sistema individual en el que obtenemos la contradiceidn.

13 1os experimentos imaginarios o mentales tienen la funcién de ejemplificar lo esencial y
fundamental de una situacién fisica eludiendo a propdsilo aspectos marginales para fa comprensién de
los fenémenos y han desempefiado, desde Galileo, un papel bdsico en fisica. A Galileo se le acusd mas
de una vez de tratar solamente con situaciones idealizadas que no podian materializarse en el mundo real
pero ése fue uno de los grandes secretos de la fisica de Galileo y una de las razones de su éxito. Von
Neumann decia que “El cardcter fantdstico de nuestros experimentos ideales, es decir, su calidad de
irrealizables pricticamente, no afecta en nada a su poder de demostracion” fVon Neumann 32], p. 256 de
la version en castellano. Sobre los objetivos y caracteristicas deseables de un experimento imaginario

véase [Kuhn 77], sobre todo las pp. 288-289 de la edicién en castellano.
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resultados de todos los experimentos sobre un sistema fisico individual estan
determinados por las VO. Existen en la literatura extensiones de algunos de los teoremas

aqui tratados que cubren ciertos tipos de VO estocasticas!4.
Ejemplos de demostraciones algebraicas son:

(a) Las demostraciones del teorema de Bell-Kochen-Specker (finales de los afios 60)

y su extension a sistemas compuestos (principios de los 80).

(b) Las demostraciones “sin desigualdades” del teorema de Bell-EPR propuestas (en
los afios 90) por Greenberger, Horne, Zeilinger, Mermin, Peres y Hardy, entre otros.
Es opinidén generalizada que estas demostractones han supuesto un hito en los

desarrollos recientes sobre VO en MC.

Esta memoria se dedica esencialmente a analizar ambos teoremas y sus relaciones;
este andlisis ha resultado fructifero para mejorar las demostraciones existentes y para

obtener nuevos resultados.

El interés de los temas aqui tratados parece indudable!5; las contribuciones originales
presentadas en esta memoria creemos que han justificado la eleccién de estos topicos

como objeto de investigacién.

[4 Una generalizacién de la demostracién de GHZ a teorfas de variables ocultas factorizables
estocdsticas puede encontrarse en [Clifton-Redhead-Butterfield 90 a, b]; una generalizacién del teorema de
Bell-Kochen-Specker con localidad a teorias de variables ocultas factorizables estocdsticas puede
encontrarse en [Elby 90 al; una extensién del teorema de Bell-Kochen-Specker a teorias de variables
ocultas no-contextuales estocdsticas puede encontrarse en [Roy-Singh 93].

15 previsiblemente, por su potencia y sencillez, algunas de las recientes demostraciones algebraicas
tardardn menos en incorporarse a los textos de MC de licenciatura de 1o que en su dia tardaron las
desigualdades de Bell; algunos textos de MC en incorporar una explicacidn, més o menos extensa, de las
desigualdades de Bell (1964) son [Galindo-Pascual 78] (Vol. 1, pp. 462-465 ¢n la segunda edicién),
[Sakurai 85] (pp. 223-232 en la edicién revisada de 1994), [Ballentine 90] {pp. 437-456); ejemplos de
libros, mds o menos especializados, que ya incluyen algunas de las demostraciones algebraicas recientes

son [Bohm-Hiley 93], [Peres 937, [Stapp 93 b], [Maudlin 94), {Squires 94 b] (2* edicién).
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1. 2. Estructura, objetivos y metodologia de este trabajo

En esta seccion se resumen los problemas abordados en esta memoria y la

metodologia seguida en cada caso para su resolucion.

Creemos que las demostraciones algebraicas de imposibilidad de VO, en particular
aquellas que involucran un ndmero finito y reducido de observables fisicos son

interesantes por las siguientes razones:

(a) Porque son las mds fundamentales (en el sentido de que se reficren a sistemas
individuales), las mas sencillas (involucran un namero reducido de observables en
espacios de baja dimensidn), y las mds féciles de demostrar (una vez descubiertas; su
hallazgo, en cambio, no siempre es facil, como evidencia su tardia aparicion). Estas

caracteristicas son, en fisica, sinénimo de belleza.

(b) Porque basta analizar un ndmero reducido de experimentos para obtener

contradicciones “cruciales” que den [ugar a tests mds decisivos (en principio).
Los objetivos pretendidos y métodos seguidos en cada capitulo son:

Capitulo 2: El teorema de Bell-Kochen-Specker. Los objetivos de este capitulo son:
(a) Clasificar las distintas demostraciones del teorema de Bell-Kochen-Specker (BKS)
de imposibilidad de variables ocultas no-contextuales y clarificar las relaciones entre
ellas. (b) Construir demostraciones econdmicas con las caracteristicas de la
demostracién original de Kochen y Specker (KS). (¢) Desarrollar métodos para extender
demostraciones con estas caracteristicas a espacios de Hilbert de dimension finita
arbitraria (mayor que tres), demostrando que la contradiccién entre MC y VO no esté
restringida a algunas dimensiones concretas, sino que se extiende a cualquier dimensién
(finita). Para ello se estudian diversas estrategias seguidas en la literatura para resolver el
problema geométrico que estd detras de este tipo de demostraciones; en particular se
hace un andlisis detallado de la demostracién original de KS y se distinguen tres pasos,
asociando a cada uno de ellos un tipo particular de conjunto (DPS, PNCS y TNCS).

Capitulo 3: EI teorema de Bell-EPR. Los objetivos de este capitulo son: (a)
Conseguir una formulacién del argumento de “incompletitud” de la MC propuesto por
Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) de manera que sea posible eludir la critica mas
frecuente. (b) Conseguir asimismo una formulacién del teorema de Bell-EPR de
imposibilidad de variables ocultas locales (que subraya la inviabilidad del programa
sugerido por EPR) en los mismos términos. Para ello: (1)} Se reexamina en detalle el
argumento EPR; (2) se introducen las demostraciones algebraicas del teorema de Bell-
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EPR; (3) se definen los “elementos de realidad fuertes” (aquellos que se pueden inferir
con certeza a partir de mediciones efectivamente realizadas en regiones separadas por un
intervalo de género-espacio).

Capitulo 4: Relaciones entre los teoremas de Bell-KS y Bell-EPR. En los capitulos
anteriores se ha tratado antes el teorema de BKS que el de Bell-EPR!6 porque, en cierto
sentido, el segundo es un caso particular del primero (con hipdtesis fisicas adicionales).
El objetivo del capitulo 4 es aclarar la relacidén entre ambos. Para ello se comparan sus
respectivas demostraciones algebraicas, y se derivan demostraciones algebraicas del
teorema de Bell-EPR a partir de algunas de las demostraciones sencillas del teorema de
BKS obtenidas en el capitulo 2.

Capitulo 5: Experimentos sobre el teorema de Bell-EPR sin desigualdades, Los
objetivos de este capitulo son: (a) Ver diferentes contextos en los que se pueden
implementar (idealmente) las demostraciones algebraicas, (b} Evaluar la posibilidad de
convertir estos experimentos ideales en comprobaciones experimentales efectivas de la
imposibilidad de variables ocultas. Para ello se describen varios experimentos ideales de
argumentos algebraicos y se discute el inico experimento de este tipo realizado hasta la
fecha.

En el capitulo 6 se exponen las conclusiones de la memoria.

16 En [Redhead 87] y [Peres %3] se hace lo contrario: se estudia primero el teorema de Bell-EPR y
luego el de BKS.






Capitulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker

“So unless one has a special interest in proving no-hidden-variables theorems in
three dimensions one can safely declare the old Bell or Kochen-Specker versions of the

theorem obsolete.”

[Mermin 93 b], p. 808.

“Kochen-Specker problems can be addictive and I AM an addict!”

Rob Clifton, e-mail del 20 de febrero de 1994,

“iFeliz afio y que encuentres cada vez menos direcciones!”

Gabriel Alvarez, 9 de enero de 1996,

“En ciencia, comprender es clasificar, reducir, comprimir. La compresién es

comprension.”

Jorge Wagensberg, El Pais, 26 de junio de 1996.






Capitulo 2

El teorema de
Bell-Kochen-Specker

2. 1. Introduccion

Este es el capitulo mis largo de la tesis. En él se estudia el teorema de Bell-Kochen-
Specker (BKS) sobre imposibilidad de variables ocultas no-contextuales, haciendo
énfasis en un tipo particular de demostractones: aquellas con las caracteristicas de la

demostracion original de Kochen y Specker (KS).

Los obietivos de este capitulo son: (1) clasificar las distintas pruebas del teorema de
BKS, (2) construir una demostracién compacta con las caracteristicas de Ia de KS, (3)
desarrollar métodos para extender las demostraciones tipo KS a espacios de Hilbert de
dimensidon n >3, y (4) sentar las bases para la discusién en el capitulo 4 sobre la
relacién entre las demostraciones tipo KS del teorema de BKS y las demostraciones
algebraicas (llamadas también “sin desigualdades™) del teorema de Bell-EPR sobre

imposibilidad de variables ocultas locales.

La estructura del capitulo es la siguiente. Empezaremos examinando dos precedentes
del teorema de BKS: en la Sec. 2. 2. | examinaremos lo que von Neumann consideraba
que era una demostracion general de imposibilidad de variables ocultas en MC; y en la
Sec. 2. 2. 2 veremos el teorema de Gleason y en particular un lema previo que estd en la
base de todas las demostraciones del teorema de BKS.

En la Sec. 2. 3 se examinan fundamentalmente aspectos clasicos del teorema de
BKS: 2. 3. 1 trata de cuestiones histéricas sobre la paternidad del teorema; en 2. 3. 2 se

enuncia el teorema; en 2. 3. 3 se resume la critica de Bell a la plausibilidad de las

13
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hipétesis. Nuestra contribucién en este tema arranca del examen detallado, en la Sec. 2.
3. 4, de la demostracion original de KS. Esta demostracion utiliza solamente
argumentos geométricos elementales, pero a cambio, es un tanto intrincada. En (a) se
enumeran las caracteristicas de la demostracién, en (b) se introducen unos diagramas
auxiliares, y en (c) se presenta, en tres pasos, la demostracion original de KS, y se
introducen tres tipos de conjuntos de proposiciones, cada uno de ellos asociado a un
paso de la demostracién; en (d) se exhiben otros conjuntos similares a los que aparecen
en el primer paso. Este esquema de pasos y conjuntos asociados, nos permitird
clasificar los diferentes tipos de demostraciones del teorema y nos ayudard a construir
demostraciones mas econdmicas y demostraciones en espacios de Hilbert de dimensién
superior. En la Sec. 2. 3. 5 se introducen las demostraciones continuas; en la Sec. 2. 3.
6 se presentan las demostraciones probabilisticas, y se estudia bajo qué condiciones
estas ultimas se podrian traducir en tests experimentales (ideales) de algunas de las

hipétesis del teorema.

El resto del capitulo se dedica a estudiar propuestas recientes para construir
demostraciones finitas del teorema de BKS. 2. 4 trata de las demostraciones que
llamaremos aditivas; en 2. 4. 1 se estudian dos de ellas (en espacios de Hilbert de
dimension 3) y su relacion con la demostracion original de KS. En la Sec. 2. 4. 2 se
presentan dos estrategias geométricas para construir demostraciones sencillas en
espacios de dimension 4. Como veremos més adelante, 1os espacios de dimensién 4 son
los espacios de dimension mds baja que permiten desarrollar argumentos de
imnposibilidad de variables ocultas locales, 1o cual justifica nuestro interés en simplificar
las demostraciones en estos espacios. En la seccion 2. 4. 3 se presentan varias formas
de construir demostraciones en espacios de dimensién arbitraria (mayor que tres). La

mayor parte de nuestras contribuciones pertenecen a estos dos tilumos apartados.

En 2. 5 se presentan las demostraciones multiplicativas. Estas demostraciones del

teorema de BKS surgieron originalmente al generalizar en un cierto sentido las que, en
el capitulo 3, llamaremos demostraciones algebraicas del teorema de Bell-EPR; en €l
capitulo 4 estudiaremos la relacion inversa: cdmo pasar de una demostracion de BKS a
otra de Bell-EPR. En 2. 6 se estudia la relacién entre las demostraciones aditivas y las
multiplicativas. El capitulo concluye con una clasificacién, de acuerdo con los criterios

desarrollados, de gran parte de las demostraciones publicadas.
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2. 2. Precedentes

2. 2. 1. La prueba de imposibilidad de von Neumann
a. Introduccién

En su libro Fundamentos matemdticos de la mecdnica cudntica [Von Neumann
32] John von Neumann (VN) inclufa! una demostracién matemdtica de que en MC no
pueden existir colectividades estadisticas “libres de dispersion” para todos los
observables fisicos. Esta prueba de imposibilidad de “variables ocultas” ha ejercido un
pape! determinante en desarrollos posteriores: no sélo —como se hace notar con
frecuencia— porque zanjé en falso la cuestion y con ello cerré el paso al desarrollo de
teorias de variables ocultas2, sino —y es por €so que nos interesa aqui— porque sentéd
un precedente sobre cémo deberia ser una demostracion tedrica de imposibilidad de
variables ocultas en MC.

En las siguientes secciones veremos (b) una formulacidn en el espiritu de VN de la
prueba de imposibilidad, (c) dos ejemplos sencillos que “demuestran” el teorema de VN
por reduccién al absurdo, y (d) la critica de Bell a la plausibilidad fisica de las hipétesis
del teorema de VN.

b. La formulacion de von Neumann

La intencién de VN era ver? si la MC es una teoria “propiamente estadistica” o si,
por el contrario, hay una teorfa mds “completa” —que describe el mismo sistema con
variables (o “pardmetros ocultos”) mas numerosas— que la MC, a partir de la cual se
obtiene la MC promediando con respecto a las variables ocultas. Pone VN como
ejemplo de teoria no-esencialmente estadistica la termodindmica, que se deriva de una
teoria mds “completa” como es la mecanica clasica. Advierte VN que la MC es el primer
ejemplo conocido de una teoria “propiamente estadistica” —lo cual, dice, “a numerosos
fisicos les repugna”~—, y ello justifica el interés que tiene una demostracion de que
efectivamente lo es.

I'Secs. V. 1-2, pp- 213-232 en la version en castellano.

2 Ello no impidié que Einstein, Podolsky, y Rosen expusiesen su argumento de incompletitud de la
MC [Einstein-Podolsky-Rosen 35], ni que Bohm construyese explicitamente una teoria de variables
ocultas compatible con ta MC [Bohm 52], por citar dos ejemplos.

3 Bn esta seccion, las partes entrecomiltadas corresponden a extractos de la versién en casteliano de
José Manuel Sdnchez Ron del texto en francés de la intervencion de VN en una conferencia celebrada en

Varsovia en 1938. Tomado de 1a reedicién de 1991 de [Von Neumann 32], pp. LVIL-LIX.
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Para VN, “Un sistema fisico (...) se caracteriza por el conjunto de todas las
cantidades que pueden ser medidas, los “observables” A, B, ..., y las relaciones

algebraicas que existen entre ellos”; una colectividad estadistica £ de sistemas
individuales idénticos “viene caracterizada por los valores medios (A)E (B)E , ... de

todos estos observables.” Se dice que una colectividad es libre de “dispersién” para el
observable A, cuando desaparece la dispersién (A —{4),)", lo que es equivalente a

decir que (AQ)E = (A)ﬁ . Para VN, “La desaparicién de la dispersion significa, sin duda,
que 1a magnitud observable A tiene con certeza su media [su valor medio} como valor,

cuando se la mide.”

Una colectividad € se dice “mixta” si existen dos colectividades [distintas], g, &,
(...) tales que al mezclarlas con pesos apropiados o, B (x>0, B>0, a+ f=1) se

obtiene £.” Es decir:

), =a(a), +B(4), . @ 1

Una colectividad € se dice que es “pura” si no es “mixta”. En una teorfa “no-
propiamente estadistica” toda colectividad no libre de dispersion para todos los

observables “debe ser mixta”, y reciprocamente:
(*) Toda colectividad “pura” debe ser libre de dispersién para todos los observables.
Segiin VN, en MC4:

(i) [p. 225] Si los observables B y C estin representados respectivamente por los

operadores By (', el observable

A=BB+vyC, (2. 2)
estd representado en MC por el operador

A=pB+yC. (2. 3)

(ii) El valor esperado de un observable A representado por A en un estado cuantico
p representado en MC por el operador estado (o matriz densidad) p es

4 Las paginas entre corchetes se refieren a Jas paginas de la edicidn en castellano de [Von Neumann
32] en las que se pueden encontrar las correspondientes afirmaciones. La pdginas en nimeros romanos

s6lo se encuentran en la edicién de 1991 y corresponden a la conferencia de VN de 1938,
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(4), =tr(BA)S. (2. 4)

En particular, para cualesquiera observables A, B, C relacionados por (2. 3), de

acuerdo con (1), y usando (2. 4) se obtiene
), =58, +r(C),. 2. 5)

La relacién (2. 5) es cierta incluso si By C (y por tanto A) son observables
(mutuamente) incompatibles; en tal caso, (2. 5) sélo tiene significado fisico si se refiere
a los valores esperados en mediciones de A, B y C sobre, respectivamente, tres

subconjuntos diferentes de un conjunto de sistermas idénticamente preparados en el

estado cudntico p.
Ademas, sobre las colectividades estadisticas, VN supone:

(ii1) [p. LIX] Todas las colectividades estadisticas £ se pueden representar por los
operadores p. En particular, esta correspondencia entre las colectividades £ y los
estados cuénticos p estd definida por una relacién analoga a (2. 4) (cambiando en el
miembro de la izquierda p por €). En particular, teniendo en cuenta (iii) y (ii) debe

suceder que:

(iv) [p- 223] En cualquier colectividad de sistemas idénticos &, los valores
esperados de cualesquiera observables A, B, C relacionados por (2. 2), han de

satisfacer

(4), =B{B), +v{(C),. (2. 6)

3 Existen diversas formulaciones axiomaticas de la MC; una formulacién préxima a la de [Von
Neumann 32] es la de [Gatlindo-Pascual 78]; en [Balian 89] se sugieren dos “pedagogical improvements”
respecto a formulaciones anteriores: “emphasizing observables rather than states”, “density operators
should appear conceptually more basic and easier to comprehend than state vectors”; esta sugerencia se
sigue en la formulacidn de [Ballentine 90]. En ambas formulaciones, ya sea como consecuencia de los

postulados [Galindo-Pascual 78], o directamente como uno de ellos [Ballentine 907, se verifica (2. 4).
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No daremos aqui una demostracién general del teorema de VNGO, en su lugar

daremos dos ejemplos en los que las hipétesis de VN conducen a contradiccién.

¢. Ejemplos

En general, en una colectividad & libre de dispersion para A, el valor medio {(4),

coincide con el valor de A que tienen todos y cada uno de los sistemas individuales de
esa colectividad; denotaremos por v(A) este valor. Supongamos que una colectividad &
fuese libre de dispersién simultineamente para los observables A, By C (en general
incompatibles) relacionados entre si por la ec. (2. 2); supongamos también que los
observables A, By C tienen sélo dos posibles valores: +1 6 —1. En ese caso, por lo que

acabamos de decir, (2. 6) se convierte en
v(A) =B v(B)+y v((C), (2.7

donde cada uno de los valores v(A), v(B) y v(C) vale +1 6 —1, por la hipdtesis de ser

£ libre de dispersién para A, By C.
Vamos a ver dos ejemplos en los que (2. 7) conduce a una contradiccién:

Ejemplo 1: Supongamos los observables A, B, C (incompatibles) descritos por los

operadores
A=¢6,, (2. 8 a)
B=(/36,-6.)/2, (2.8 b)
C=-(36,+6)/2. (2.8 ¢)

A, B, C representan sendas componentes de espin de una particula de espin 1/2 segin

tres vectores coplanarios que forman dngulos de 120°. Es facil ver que

A+B+C=0, (2. 9)

6 Fsta puede encontrarsg, ademds de en [Von Neumann 32], en {Von Neumann 31], y también,
desarrollada y comentada extensamente, en [Albertson 61], v [Jammer 74] (Sec. 4). Ademds de las
referencias mencionadas y de las que citaremos a lo largo de esta seccion, las siguientes referencias tratan
del teorema de VN o de algin aspecto particular del mismo: [Ballentine 70], [Capasso-Fortunato-Selleri
70], {Bell 711, tClauser 71 a, b), [Belinfante 73] (Parte 1, Cap. 2) {Gudder 80}, [Selleri 901 (Cap. 2). En
la reedicién en castellano, de 1991, de [Von Neumann 32] hay una extensa introduccion histérica de José

Manuel Sdanchez Ron; concretamente, el teorema de imposibilidad se trata en las pp. XXXIX-L.
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que es un caso particular de (2. 3). Estos observables tienen pues las caracteristicas
deseadas: v(A), v(B), v(C)) sélo pueden valer +1 é —1 y safisfacen una relacién del

tipo (2. 2). Sin embargo,
v(AY+ v(BY+ v(C) (2. 10)
nunca puede valer cero como requieren (2. 7) y (2. 9), g.e.d.

Este primer ejemplo procede de [Peres 90 b], uno muy similar puede encontrarse en
[Bell 66].

Ejemplo 2: Consideremos los siguientes observables:

2

A=S!, B=S:, C=§, (2. 11)

¥

es decir, los cuadrados de las componentes del espin de una particula de espin s, segin

tres direcciones ortogonales. Para cualquier s se verifica que
+ 87 =n’s(s+ I, (2. 12)

donde / es la matriz identidad en el espacio de Hilbert correspondiente. La ec. (2. 12}

es otro caso particular de (2. 3). Fijémonos s6lo en el caso 5= 3/2 (el menor valor de s
para el cual esos tres observables Sf son incompatibles); entonces, los posibles

resultados de la medida de esos observables son solo dos: 9A° /4 6 #* /4, y, por tanto,

no es posible que
V(ST + v(8))+ v(S]) 2. 13)
sume 1547 /4, como exige (2. 12), g.e.d.

Este ejemplo procede de [Ballentine 901, p. 131.

d. Critica de Bell

Bell, [Bell 66], Sec. II, construye un modelo explicito de variables ocultas en el
que fos valores esperados de la medida de una componente de espin de una particula de
espin 1/2 coinciden con los de la MC. En el modelo de Bell no se atribuye ningin
significado fisico a Jas variables ocultas que aparecen, su \inica pretensién es mostrar
que hay teorias de variables ocultas que no estin excluidas por el teorema de VN. Un
modelo similar pueden encontrarse en [KS 67], Sec. 6. La objecién de Bell a la prucba

de VN [Bell 66], Sec. III, tiene que ver con lo que para Bell es la “hipétesis esencial”
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del teorema: “Any real linear combination of any two Hermitian operators represents an
observable, and the same linear combination of expectation values is the expectation
value of the combination.” Segitin Bell, el que se verifique (2. 5) para los valores
medios cudnticos no implica que deba suceder lo mismo para los valores medios de un
estado de variables ocultas en el caso de observables incompatibles, es decir no tiene
por qué verificarse la relacién lineal (2. 6). La razon fisica es que en una situacidn real
las mediciones de A, B y C no pueden ser llevadas a cabo simultineamente; cada una de
ellas se debe hacer sobre un sistema individual diferente, y ademads requiere un
dispositivo de medida diferente. El que los promedios estadisticos verifiquen (2. 5), es
para Bell, “a quite peculiar property of quantum mechanical states {(...). There is no
reason to demand it individually of the hypothetical dispersion free states.” Su
conclusion es que, “the formal proof of von Neumann [de timposibilidad de variables
ocultas que satisfagan los requisitos de VN] does not justify his informal conclusion [la

imposibilidad de variables ocultas de tipo mas general].”

Contrariamente a lo que a veces se afirma, [a demostraciéon de VN, si habia sido

objetada muchas veces antes de [Bell 66] (ver las referencias de la nota 6).
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2. 2. 2. El teorema de Gleason

En 1957 Andrew Gleason [Gleason 57] demostré un teorema cuyas consecuencias
son fundamentales para la resolucion del problema de las variables ocultas. El objetivo
del teorema de Gleason era, sin embargo, otro de apariencia distinta: simplificar la base
axiomdtica de la MC, mostrando que las probabilidades de obtener los distintos
resultados en la medida de un observable fisico siempre se pueden calcular a partir de la
matriz densidad p. En el trabajo de Gleason no hay ninguna alusién al problema de las

variables ocultas.

El articulo de Gleason comienza’: “In his investigations of the mathematical
foundations of quantum mechanics, Mackey [Mackey 571 has proposed the following
problem: Determine all measures on the closed subspaces of a Hilbert space. A measure
on the closed subspaces means a function g which assigns to every closed subspace a
non-negative real number such that if {H,} is a countable collection of mutually

orthogonal subspaces having closed linear span 1, then

W(H) =3 u(H). (2. 14)

It is easy to see that such a measure can be obtained by selecting a vector v, and, for
each closed subspace H,, taking p(H.) as the square of the norm of the projection of
v, on H,. Positive linear combinations of such measures lead to more examples, and,
passing to the limit, one finds that, for every positive semi-definite self-adjoint operator
p of the trace class,

U(H)=tr(pB), 2. 15)

where IE} denotes the orthogonal projection on H,, defines a measure on the closed

subspaces. It is the purpose of this paper to show that, in a separable Hilbert space of
dimension at least three, whether real or complex, every measure on the closed

subspaces is derived in this fashion.”

En particular, si consideramos las medidas de probabilidad definidas, no sobre los
subespacios H,, sino sobre los correspondientes proyectores ortogonales P, el teorema

se enuncia de la manera siguiente:

Teorema de Gleason: Para espacios de Hilbert separables (reales o complejos) H de
dimensién mayor o igual que tres, todas las medidas de probabilidad, p, sobre el

7 Por motivos de conveniencia he cambiado la notacién respecto al articulo original.
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conjunto de los proyectores {]3!.} sobre subespacios cerrados de H (es decir las

aplicaciones y de {}3,.} en el intervalo [0, 1], que verifican ,u(ﬁ):O, Ju.(f)= 1, y
M(E,ﬁf.) =X ,u(f’r.)) son necesariamente de la forma

H(BY=tr(pP), (2. 16)

donde p es un operador no negativo de clase traza determinado de forma tinica por la

medida (como los operadores densidad que representan estados fisicos en MC)3.

La relevancia del articulo de Gleason para la cuestién de las variables ocultas
proviene de un lema implicito previo al teorema principal®, lema que, siguiendo a

Belinfante, enunciaremos de la manera siguiente:

er subespacio real de dimensién tres de un-

Para ver qué consecuencias tiene este lema para el problema de las variables ocultas
hay que dar un par de pasos mas!?: Consideremos un espacio de Hilbert real de
dimensidén tres que suponemos representa un cierto sistema fisico (mds adelante
veremos ejemplos de ello), de manera que los proyectores sobre subespacios
unidimensionales del espacio de Hilbert total representan proposiciones fisicas (por

ejemplo proposiciones del tipo “el observable A tiene el valor a”). Las proposiciones

8 El enunciado original del teorema de Gleason estd en las pp. 892-893 de [Gleason 57).

9 Lema que no figura como tal en el articulo de Gleason. Belinfante, [Belinfante 73], p. 44, lo
reconstruye y lo identifica con las lineas 5 y 4 desde el final dc 1a p. 889 de [Gleason 57]. Bibliografia
adicional sobre el teorema de Gleason: [Piron 72], [Belinfante 73] (Sec, 3. 6), una demostracién
simplificada de Gudder, no publicada, citada en [Jammer 74] (p. 297), [Krips 74, 771, [Eilers-Horst 75]
(para espacios de Hilbert no separables), [Piron 76] (Sec. 4. 2), [Hultgrenn-Shimony 77], [Drisch 79]
(para espacios de Hilbert no separables y sin la condicidn de positividad), [Cooke-Keane-Moran 85] (una
demostracién simplificada), [Redhead 87] (Sec. 1. 3), [Van Fraassen 91] (Sec. 6. 5), [Peres 93 b] (Sec,
7.2).

10 El razonamiento que sigue es esencialmente ¢l que se hace en [Redhead 87], pp. 28-29.
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s6lo admiten dos posibles resultados: 1 (si la proposicién es “verdadera™) 6 0 (si la
proposicion es “falsa). Una teoria determinista de variables ocultas debe asignar valores
bien definidos 1 6 0 a esas proposiciones. Ahora bien, tanto en MC como en una teoria
de variables ocultas, de cada tres proposiciones mutuamente compatibles, por ejemplo
P:“Avalea”, P:“A vale b”, P,: “A vale ¢” (supuesto que a, b y ¢ son distintos, y
son los tnicos resultados posibles al medir el observable A™) s6lo una puede ser cierta,
las otras dos han de ser falsas. Las variables ocultas deberian poder asignar a todas las
proposiciones del sistema un valor 1 6 0 satisfaciendo la tinica restriccion de que en
cada descomposicion de la identidad en términos de tres proyectores mutuamente
ortogonales a uno y sélo a uno de ellos se le asigne el valor | y a los otros dos el valor
0. Pero este requisito verifica las condiciones que debe cumplir una “medida de
probabilidad”.

Veamos ahora por qué esa medida de probabilidad es precisamente del tipo de las
que son imposibles segtn el lema de Gleason, es decir por qué es “discontinua”. Para
ello, identifiquemos el espacio de Hilbert abstracto de dimensidn tres con el espacio
euclideo ordinario, y los proyectores con las direcciones representadas por rectas que
pasan por el origen de coordenadas. Consideremos una esfera de radio unidad centrada
en el origen de manera que cada direccién intersecta con ella en dos puntos antipodas; si
la medida de probabilidad antes definida asigna el valor | a una direccién, colorearemos
de blanco los dos puntos antipodas correspondientes, y si asigna ¢l valor 0 los
colorearemos de negro. La restriccion aludida entre los valores de los proyectores se
traduce en que por cada par de puntos blancos antipodas (por ejemplo los polos norte y
sur de la esfera) todos los puntos sobre al correspondiente ecuador han de ser negros.
Es sencillo ver que, en el supuesto de que se pudiese colorear toda la esfera de esa
manera, esta forma de colorear la esfera seria discontinua en el signiente sentido: habria
puntos blancos tan préximos como se quisiese a puntos negros. Segin ¢l lema de
Gleason, esa medida de probabilidad no puede implementarse, y por tanto la asignacién
de variables ocultas para colorear la esfera tampoco. A lo largo del capitulo volveremos

con frecuencia sobre este problema de “coloreabilidad”.

Nétese, en particular, que €l lema de Gleason permite prescindir del postulado de
aditividad de los valores esperados para cualesquiera proyectores (conmutativos o no)
del teorema de von Neumann y sustituirlo por un postulado de aditividad para los
valores esperados para proyectores conmutativos, eludiendo asi la critica de Bell al

teorema de von Neumann!T,

LI Como se sefiala, por ejemplo, en {Jammer 74], p. 297: “Through Gleason’s work it became

clear that von Neumann's result concerning the impossibility of hidden variables does not hinge on (...)
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Como veremos, Bell también se dio cuenta de estol2, y buscé una salida que

siguiese permitiendo las variables ocultas; volveremos sobre ello en la Sec. 2. 3. 3.

Antes de que se advirtiese la relevancia del lema de Gleason para el problema de las

variables ocuitas, el mismo resultado ya habia sido descubierto por otro camino.

the additivity assumption for the expectation values of any operators, even if they do not commute. It
now became clear that in Hilbert spaces of at least three dimensions it suffices to postulate such an
additivity for commuting operators alone in order to exclude the possibility of dispersion-free states.”

12 [(Jammer 74], pp. 299-300: “The first to realize the importance of Gleason’s result for the
problem of hidden variables was probably Josef Maria Jauch (...). Impressed by Gleason’s result to
which his attention was drawn by a reference in Mackey’s Lecture notes {Mackey 60], and admitting
that von Neumann's assumptions for this hidden variable proof were too stringent and that, in
particular, the additivity postulate (...} was difficult to justify, Jauch, in collaboration with Constantin
Piron, remodeled the proof to avoid all objections of circular reasoning and to make it independent of the
additivity assumption.” Ver [Jauch-Piron 63], ver también [Jauch-Piron 68]. El resuitado de Jauch y
Piron se puede cnunciar como el siguiente teorema, [Jauch 08], pp. 117-118: “If a proposition system
(...) admits hidden variables, then any pair of propositions (...) is compatible. (...). Thus it sufitces to
exhibit a single pair of noncompatible propositions to cstablish that hidden variables are empirically
refuted.” Criticas a la demostracién de Jauch y Piron pueden cncontrarse en [Bell 66] y [Bohm-Bub 66
b]. Otra prueba de imposibilidad similar es [Misra 67]. Muy probablemente Bell se percatd de la
importancia del teorema de Gleason para las variables ocultas al entrar en contacto con Jauch; de hecho,
en los agradecimientos de [Bell 66], reconoce su deuda con Jauch, y en [Bell 82 se refiere al lema

relevante como “the Gleason-Jauch argument” ¢ “the Gleason-Jauch result”.
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2. 3. El teorema de Bell-Kochen-Specker
2. 3. 1. Introducciéon histérica

El teorema de Bell-Kochen-Specker (BKS), al que durante mucho tiempo se llamé
simplemente teorema de Kochen-Specker (KS)!3, mds que un “corolario” del teorema
de Gleason (como a veces se dice!?), serd para nosotros un resultado con entidad propia
sobre la imposibilidad de (una familia de) variables ocultas en MC. De hecho, como tal
estaba ya contenido esencialmente en un articulo de Ernst Specker [Specker 60]
completamente independiente del trabajo de Gleason, y anterior a los trabajos de Bell!3
y Jauch y Piron basados en el lema de Gleason. En concreto, en [Specker 60], a la
pregunta!6: “[p. 139] can the description of a quantum mechanical system be enlarged
by means of additional propositions in such way that classical propositional logic is
valid in the enlarged domain?”, Specker responde: “The answer to this question is
negative except in the case of Hilbert (i.e. unitary) spaces of dimensions | and 2. (...)
[p. 140] For a three dimensional orthogonal vector space, exactly one of the values
H(rue) and f{alse) is assigned to each linear subspace so that the following conditions are

satisfied: ¢ is assigned to the whole space, and f to the null space; if @ and b are

13 Muy probablemente los trabajos de Mermin [Mermin 80 d, 93 a, b] contribuyeron a este cambio
de nombre,

14 Por ejemplo en {Van Fraassen 911.

£5 Bell, en una nota afiadida cn las pruebas de un articulo publicado en 1982 [Bell 82], dice “T am
sorry to have missed, before writing the above, an early paper by E. Specker [Specker 60]. It announced
already what [ have called the Gleason-Jauch result. Specker did not know the work of Gleason, but
mentioned rather the possibility of an ‘elementary geometrical argument’- presumably of the kind that I
myself gave later {Bell 66] as a preliminary to criticism of the axioms.”

i0 Traduccién de Allen Stairs, en [Hooker 75], pp 135-140, de [Specker 60]; el original dice: “[p.
245] Kann die Beschreibung eines quantenmechanischen Systems durch Einfithrung von zusitzlichen -—
fiktiven — Aussagen so erweitert werden, dass im erweiterten Bereich die klassische Aussagenlogik gilt
(...)!

Die Antwort auf diese Frage ist negativ, ausser im Fal! von Hilbertschen (d. h. unitiren) Riumen
der Dimension | und 2. (...) [p. 246] Es ist jedem linearen Teilraum eines dreidimensionalen
orthogonalen Vektorraumes einer der Werte w (ahr), f (alsch) so zuzuordnen, dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind: Dem ganzen Raum ist w, dem Nullraum f zugeordnet; sind aund b
orthogonale Teilrdume, so ist ihrem Durchschnitt @ m b genau dann der Wert w zugeordnet, wenn
heiden der Wert w zugeordnet ist, und es ist dem von ihnen aufgespannten Teilraum « U b genau dann
der Wert w zugeordnet, wenn mindeslens einem der Teilriume a, b der Wert w zugeordnet ist.

Ein elementargeometrisches Argument zeigt, dass eine solche Zuordnung unméglich ist, und dass
daher iiber cin quantenmechanisches System (von Ausnahmefillen abgesehen) keine konsistenten

Prophezeiungen méglich sind.”
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orthogonal subspaces, then the value ¢ is assigned to their intersection a M b exactly
when the value ¢ is assigned to both of them: and the value ¢ is assigned to their span
a U b, if the value ¢ is assigned to at least one of the subspaces a, b.

An elementary geometrical argument shows that such an assignment is impossible,
and that therefore (aside from the exceptions noted above} no consistent predictions

concerning a quantum mechanical system is possible.”

En trabajos posteriores (ya en inglés) en colaboracién con Simon Kochen [KS 65 a,
b], y sobre todo en [KS 67], se desarrolla explicitamente el “argumento geométrico
elemental” aludido en {Specker 60]!7. Este argumento alcanza su versién final en un
articulo de 29 pdginas titulado “The problem of hidden variables in quantum mechanics”

[KS 67]18, el unico trabajo de los cuatro resefiados que se suele citar al respecto.

Bell, en su revisién critica de las pruebas de imposibilidad de variables ocultas [Bell
66]!? estudia la transcendencia (para Bell intrascendencia) del lema de Gleason como
prueba de imposibilidad de variables ocultas. Bell resta importancia al teorema de
Gleason basidndose en la (para él) plausibilidad fisica de las variables ocultas que
descarta directamente ¢l resultado: las variables ocultas no-contextuales; veremos la
critica de Bell en la Sec. 2. 3. 3. Pese a esta postura de rechazo, es procedente atribuirle
el mismo resultado a Bell. Una comparacion detallada entre [Belt 66] y [KS 67] puede
encontrarse en [Fine-Teller 78] y en [Brown 93]. Las, a nuestro juicio, ventajas de [KS
67] frente a [Bell 66] quedaran claras en secciones posteriores, especialmente en la Sec.

2. 3. 4 a cuando enunciemos las caracteristicas de la demostracidn de [KS 671.

17 En particular en [KS 65 a] aparece por vez primera un conjunio de 8 proposiciones al que nos
referiremos mas adelante en este capitulo como KS-8.

18 1KS 67] empieza: “Forty years after the advent of quantum mechanics the problem of hidden
variables, that is, the possibility of imbedding quantum theory into a classical theory, remains a
controversial and obscure subject. (...) The main aim of this paper is to give a proof of the nonexistence
of hidden variables.” Sobre la atribucidn, segiin KS, del mérito de la idea, en la p. 70 de [KS 67]
podemos leer: “Theorem 1 implies that there is no map of the sphere § onto {0, 1} satisfying (...). This
result, first stated in [Specker 60], can be obtained more simply either by a direct topological argument
or by applying a theorem of Gleason [Gleason 57].” {KS 67} aparecid en ta misma revista que [Gleason
57], de hecho el editor cientifico que comunica el trabajo de KS es el propio Gleason.

19 [Bell 66] fue escrito antes que su famoso articulo sobre imposibilidad de variables ocultas locales

[Bell 64], aunque fue publicado después; ver [Jammer 747, p. 303.
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2. 3. 2. Enunciado del teorema

Consideremos una teoria de variables ocultas (VO) en la que cualquier sistema
individual tiene un conjunto de variables que junto, posiblemente, con otras variables
asociadas al! aparato de medida determinan (de alguna forma no especificada} el
resultado de cualquier experimento sobre ese sistema individual (es decir, una teoria de
VO deterministas). Llamaremos “valores de VO™ a los valores que las VO determinan

para cada experimento posible. Supongamos especificamente que en nuestra teoria de

VO los valores de VO satisfacen las siguientes hipStesis?®:

Corolario: Si un estado cudntico es libre de dispersién para un observable A (lo cual
significa que, de acuerdo con la MC, es matematicamente describible por un estado
propio de A correspondiente a un cierto valor propio a), cualquiera de los sistemas

individuales en dicho estado tendrd un valor de VO para A igual al valor propio,

20 Este enunciado es esencialmente el que aparece en [Cabello 94] y [Cabello-Garcia Alcaine 95 b,

Los comentarios posteriores pertenecen a {Cabello-Garcfa Alcaine 95 b).
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viA)=a. (2. 19)

por‘operadores autoadjuntos que conmutan)
uier resultado posible (seginla MC) de medir

Las hipétesis (BKS3) y (BKS4), las dos que hemos llamado “restricciones

sugeridas por la MC”, aunque son razonables, no son inevitables, incluso para una

teoria de VO cuyas predicciones sean totalmente compatibles con las de la MC. Por
ejemplo, en la teoria de Bohm [Bohm 52], [Bohm-Hiley 93], en particular en el
tratamiento que en este marco hacen Dewdney er al. del espin de las particulas de espin
172 [Dewdney-Holland-Kyprianidis- Vigier 88], [Dewdney 92], [Holland 93] (Cap. 10),
las tres componentes del espin de una particula individual tienen valores (ocultos)
continuos simultdneamente bien definidos; es en la interaccidn con el dispositivo de
medida, tipicamente un aparato de Stern-Gerlach [Gerlach-Stern 21, 22 a, 22 b],
cuando aparece la discretizacién de la componente de espin que se estd midiendo {de
manera que estd prohibida la existencia de conjuntos libres de dispersién para mds de
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una componente de espin). La teoria de VO de Bohm es compatible con la MC pero no
satisface ni (BKS1) ni (BKS3) ni (BKS4) [Dewdney 92] y por tanto no le afecta el
teorema de BKS. Una discusion mas detallada de las razones por las que la teoria de
Bohm elude el teorema de BKS puede verse en [Dewdney 92, 93], [Pagonis-Clifton
95].

2. 3. 3. Critica de Bell

En [Bell 66] Bell hace una critica a las hip6tesis del lema relevante (como prueba de
imposibilidad de variables ocultas) del teorema de Gleason (esto es, a las hipdtesis del
teorema de BKSZ!). Las criticas de Bell se dirigen fundamentalmente a la hipétesis de
no-contextualidad [Bell 66], p. 451: “The danger in fact was not in the explicit but in the
implicit assumptions [sobre los operadores conmutativos). It was tacitly assumed that

measurement of an observable must yield the same value independently of what other
measurements may be made simultaneousty. Thus as well as P(¢,) [la proposicion

asociada al proyector sobre el vector ¢, del espacio de Hilbert] say, one might measure
either P(¢,) or P(y,), where ¢, and y, are orthogonal to ¢, but not to one another.
These different possibilities require different experimental arrangements; there is no a
priori reason to believe that the results for P(¢,) should be the same. The result of an
observation may reasonably depend not only on the state of the system (including
hidden variables) but also on the complete disposition of the apparatus.” [Bell 66], p.
447: “These additional demands [la no-contextualidad] appear reasonable when results
of measurement are loosely identified with properties of isolated systems. They are seen
to be quite unreasonable when one remembers with Bohr ([Bohr 49], p. 210) “the
impossibility of any sharp distinction between the behavior of atomic objects and the
interaction with the measuring instruments which serve to define the conditions under
which the phenomena appear.””22

21 gp [Beli 661 Bell habla del ieorema *de Gleason™, en [Bell 82] habla del eorema “de Gleason-
Jauch” aunque, como ya hemos dicho, reconoce al final que este resoltado ya habia sido adelantado por
Specker. En ese mismo articulo, Bell cita por primera vez el trabajo de Kochen y Specker {KS 67], pero
simplemente como una “prueba de imposibilidad” mds.

22 De hecho, se pueden encontrar citas de Bohr atin més explicitas, por gjemplo, [Bohr 28], p. 99
(de la edicién en castellano): “... el postulado cudntico implica que toda observacion de fos fendmenos
atémicos lleva aparejada una interaccion con cl aparato de observacidn que no puede ser despreciada. Por
consiguiente, no puede adscribirse una realidad independiente en el sentido fisico ordinario ni a los
fendmenos ni a los instrumentos de observacidn. Después de todo, el conceplo de observacidn es

arbitrario en la medida en 1a que depende de qué objetos se incluyan en el sistema a observar.”
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La respuesta a las objeciones de Bell es la sigutente: Para que el teorema de BKS
funcione no hace falta suponer que el resultado de una medicién sélo depende de las
variables ocultas del sistema sobre el que se mide, puede, también depender de las
variables ocultas del aparato de medida, ése no es el problema; el problema (para las
variables ocultas) es otro, como ilustra el siguiente ejemplo: supdnganse tres
observables A, B, C, de manera que A es compatible con By C, pero By C son
incompatibles entre si; supéngase que, al menos en este caso, la condicién de no-
contextualidad no se cumple y que v(A) es diferente cuando A se mide conjuntamente
con B que cuando se mide conjuntamente con C. “Conjuntamente”, sin embargo, no
quiere decir “simultdneamente” (ni siquiera quiere decir, en este caso, que deba de
existir un referencial en el que ambas mediciones sean simultaneas): la condicién de
compatibilidad permite medir A y después decidir qué otro observable (B o C) se mide
(0 incluso decidir no medir ningiin observable mas). Supuestamente las variables
ocultas deberian permitir predecir el resultado —posiblemente distinto— de cada uno
de estos tipos de medicion de A, v(A), antes de decidir cudl es la medicidn conjunta (A
y B, Ay C, 0s6lo A) pero ;cémo puede depender v(A) de una decision futura??3. Otra
version de la misma idea consiste en sustituir esa eleccidn “futura” por una eleccion que
se toma en una regién del espacio-tiempo separada de la region en la que se efectia la
medicion de A por un intervalo de género-espacio, de manera que no exista conexion
causal entre la medicién de A y la decisién de qué se mide (B o C). Eso implica
considerar sistemas compuestos de al menos dos partes espacialmente separables, de
manera que la medicion de A se efectiie en una de las partes y que los observables By C
sean observables sobre la otra parte. Eso es equivalente a sustituir la hipétesis de no-
contextualidad por un caso particular de 1a misma, mucho mads plausible fisicamente: la
hipétesis de localidad. De hecho, en [Bell 66], este paso ya se apunta al final del
articulo, p. 452: “It would (...) be interesting, perhaps, to pursue some further
“impossibility proofs”, replacing the arbitrary axioms objected to above by some
condition of locality, or of separability of distant systems.” Cuando por fin se publico
[Bell 66], hubo que afiadir una nota al final: “Since the compietion of this paper such a
proof has been found [Bell 64]”. En la Sec. 3. 3. | y siguientes desarrollaremos la
demaostracion (con desigualdades) de Bell. Seguiremos, sin embargo, con un estudio de
las demostraciones del teorema de BKS porque de lo que aparentemente Bell no se dio
cuenta es que las misrnas demostraciones (algebraicas) del teorema de BKS podrian, en
ciertas condiciones, servir para demostrar un teorema de imposibilidad de variables

ocultas locales (el teorema de Bell-EPR) cuando se aplican a sistemas compuestos de

23 [Peres-Ron 88], p. 119, “There is however a difficulty. (...} if [4, B]=[A, C1=0 but
{ﬁ, é] # (0, suppose that we measure A first and only a later time decide whether to measure B or C or

none of them. How can the outcome of the measurement A depend on this firfure decision?”
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dos (0 mas) partes separadas por intervalos de género-espacio. En el capitulo 4 veremos

cudles son esas condiciones.

2. 3. 4. La demostracion de Kochen y Specker
a. Caracteristicas

La demostracién original por Kochen y Specker del teorema de BKS en dimension 3

[KS 67] tiene cinco caracteristicas que nos interesard recordar en el resto del capitulo:

Mis adelante veremos demostraciones que llamaremos “dependientes del estado” en
las que la contradiccion se alcanza sélo para una cierta eleccién de valores de partida
{equivalentemente, para una cierta preparaciéon de un estado fisico), e incluso
demostraciones “probabilisticas” en las que la contradiccién surge sélo para ciertos
valores de partida y ciertos valores finales (equivalentemente, para un cierto conjunto de
estados individuales postseleccionados por una segunda medicidn tras la preparacion

inicial); de hecho, veremos que la demostracion de KS contiene varias demostraciones

dependientes del estado y varias demostraciones probabilisticas.

- (el espectro delos B, es {@(dablemente degener

_deKS es cquwaienteaunademostraa
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En 2. 5 veremos demostraciones no con proyectores unidimensionales {proyectores

de rango 1) sino con operadores en dimension 4 (y 8) con dos valores propios distintos
doblemente (y cuatro veces) degenerados. Ademds, en [Kernaghan-Peres 95] se da una
demostracién (en dimension 8) con 30 proyectores, 14 de rango 2, y 16 de rango 1, y

en [Peres 96 b] se presenta otra (en dimensién 4) con 9 proyectores de rango 2.

Uno de los puntos fuertes de [KS 67] frente a cualquier demostracién anterior, en
particular frente a {Bell 66], es precisamente éste: que proponen una interpretacion fisica
concreta de los operadores que se manejan y ademds dan una receta para su medicion,
tanto de cada uno de ellos individualmente como de conjuntos mutuamente
conmutativos de ellos (mientras que Bell maneja proyectores abstractos sin preocuparse
de su interpretacion fisica). La medicién de un S, se puede hacer mediante Stern-
Gerlach ordinarios, y una medida conjunta de un conjunto completo de este tipo de
observables, por ejemplo de Si , S f y Sf, es equivalente a una medicion del observable

Hy=aS +bS; +cS:, (2. 24)

con a, b, ¢ reales y distintos (los posibles resultados de una medicion de H, son
2 2 2 e
th,=b+c, hy=a+c, h,=a+b}?), yaque S, S_ y S, se pueden escribir como

funcién de H,, concretamente,

Sr=(a-b)"(c~a)'[H,—(b+)](H, - 2a), (2. 25 a)
82 =(b—c) ' (a—-b)"'[Hy —(c+a)(H, —2b), (2.25b)
S?=(c—ay'(b—c)'[H,—(a+b)](H, - 20c). (2.25¢)

Asi, por ejempio, si el resultado de una medida de H, fuese h, =b +c, la MC permite
inferir, a partir de las expresiones (2. 25 a)-(2. 25 c¢), que Sf =0, vy Sf :Sf =1
Fisicamente, KS interpretaban H, como la perturbaciéon de primer orden que

experimenta la energia de un atomo de ortohelio en el estado 23S, —n=2, [=0,

25 Equivalentemente H, se puede representar por el operador

H,=h]|S, =0)S, =0{+r]|S, =0)s, =0|+h|S =0)s =0 (2. b)
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s=1-~ sometido a un campo eléctrico de simetria ortorémbica2%. Entonces el
hamiltoniano H es perturbado a H + H, . El operador H o corresponde asi al observable
fisico que representa el cambio de energia del estado orbital mas bajo del ortohelio que
resulta de aplicar ese campo eléctrico. El cambio en los niveles de energia se puede
medir estudiando el espectro del dtomo de helio después de aplicar el campo. Con esa

interpretacion fisica resuelta de este modo, el resultado de KS se puede enunciar

diciendo que no es posible asignar consistentemente valores de VO no-contextuales a un
conjunto de observables {Sn2 }.

Otra diferencia esencial entre [Bell 66] y [KS 67] es que mientras Bell (y {Gleason
571) maneja un continuo de proyectores, KS sélo usan un nimero finito. En la Sec. 2.
3. 5 nos ocuparemos de las demostraciones continuas. La siguiente cita refleja porqué
KS pensaban que era importante hacer una demostracion con un nimero finito de
proposiciones, [KS 67], p. 70: “Theorem | implies that there is no map of the sphere §
onto {0, 1} satisfying (...). This result, first stated in [Specker 601, can be obtained
more simply either by a direct topological argument or by applying a theorem of
Gleason [Gleason 57]. However, it seems to us important in the demonstration of the
non-existence of hidden variables that we deal with a small finite partial Boolean algebra
[definida en la p. 65 de [KS 67]]. For otherwise a reasonable objection can be raised
that in fact it is not physically meaningful to assume that there are a continuum of

quantum mechanical propositions.”

26 Una receta tngenua para obtener un campo de ese tipo es: coldquense sendas cargas eléctricas
puntuales idénticas A en los puntos de coordenadas (a. 0, 0} y (¢, 0, 0), otras dos cargas u, una en (0,

b, 0)y otraen (0, -h, 0); y otras dos v, una en {0, 0, ¢) y otra en (0, 0, —¢). El campo resultante tiene

la simetria requerida. Ver [KS 67], pp. 72-73 y [Belinfante 73], p. 36. Ver también [Swift-Wright 80]
(Stern-Gerlach generalizados) y 1a Sec. 2. 4, 3 h.
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escoinposiciones del tipe

En 2. 5 veremos demostraciones “multiplicativas” que se basan en
descomposiciones de la identidad como producto de operadores. Es también pertinente
resaltar que la demostracién de KS usa descomposiciones de la identidad del espacio de
Hilbert total, ya que, como veremos en la Sec. 2. 4. 2. h, existen demostraciones con
las caracteristicas (1)-(4) pero basadas en descomposiciones aditivas de la identidad de
subespacios del espacio de Hilbert total.

Veamos cémo se traducen las hipodtesis del teorema a una demostracién de estas
caracteristicas. Consideremos el espacio de Hilbert de dimensién tres que representa los
estados de espin de una particula de espin. Sobre ese espacio de Hilbert, KS consideran
operadores del tipo S’f , equivalentemente nosotros consideraremos los correspondientes
proyectores unidimensionales ﬁ; =f —ff /h. Supongamos que existiese en ese caso

una teoria de variables ocultas que satisfaga (BKS1)-(BKS4).

Equivalencia entre observables (proposiciones) y direcciones. Una propiedad
(itil de este ejemplo es que dos observables S y Sf (las componentes al cuadrado segtin

los vectores unitarios 1, y r,), 0 equivalentemente [as correspondientes proposiciones
By P

%, son compatibles cuando r, y r; son ortogonales, dicho de otra manera
[S'f, SA'IZ] :[ff, 13_1] =0er, -r;=0. Esta propiedad permite establecer una biyeccién
entre las direcciones en el espacio euclideo tridimensional (que representaremos por
vectores I;) y los correspondientes operadores (o proyectores), explicitamente esta
relacion es | —3’,.2 [h* = 131 =1/ ®r, (donde r, esreal y unitarioy I, su transpuesto). En
adelante hablaremos casi siempre de direcciones en lugar de observables o

proposiciones.
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Por (BKS1) cada observable S’ (cada proposicién P,) debe tener un valor

predefinido que, por (BKS3), supondremos que es 0 6h* (1 6 0); con la equivalencia
anterior supondremos que cada direccién r, debe tener un valor predefinido

vir)e{l, 0}. (2. 28)

Ademas, como la suma de cualquier conjunto completo de operadores (proyectores)
compatibles es la identidad multiplicada por 2#” (la identidad), es decir, los resultados
de cualquier medida de un conjunto completo de observables (proposiciones) siempre es

241" (1), siendo siempre dos de ellos A (0) y el tercero 0 (1), la hipétesis (BKS4) se

traduce en que para cualquier trio de direcciones mutuamente ortogonales r,, r

i Lo

debe ocurrir que

v(r)+v(r)+vi)=1. (2.29)

Es decir, los valores asignados a tres direcciones mutuamente ortogonales han de ser un

I y dos 0’s. En particular no es posible asignar el valor 1 a dos direcciones ortogonales.

La hipdtesis de no-contextualidad (BKS2) se traduce en que el valor asignado a una
direccién debe ser el mismo cualquiera que sea la terna de direcciones ortogonales que

se considere. Por ejemplo, supéngase que {r,, I, I} es una terna ortogonal, que

contiene a r,, entonces para cualquier otra terna ortogonal que contenga a r;, {r,, r;,

r,. }, debe ocurrir que

V(r,) =1- v(r].)—v(rk)
. (2. 30)
=l=v(r,)-v(r,)

Equivalencia entre valores y colores. Es habitual en la literatura asignar un color a
cada uno de los dos posibles valores que pueden tomar las direcciones (por ejemplo,
blanco para el 1 y negro para el 0). Un conjunto de direcciones sobre el que no se puede
implementar tal asignacién se dice entonces que es un conjunto “no-coloreable” de
direcciones. El problema de encontrar una aplicacién v sobre las direcciones del espacio
euclideo que verifique (2. 28) y (2. 29) es entonces equivalente al de “colorear” una
estera centrada en el origen (cada pareja de puntos antipodas de la esfera representa una

direccidn) con las restricciones que se deducen trivialmente de (2. 28) y (2. 29).
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b. Diagramas de KS

En el trabajo original [KS 67], pp. 68, 69 y 70, KS utilizaban unas construcciones a
las que en la literatura posterior se les llama “diagramas de KS” (ver, por ejemplo,
[Belinfante 73], pp. 64 y 67) o “grafos de KS” [Peres-Ron 88]27. Su Winico cometido es
representar las ortogonalidades entre direcciones: cada vértice representa una direccion y
dos vértices estan unidos por un segmento si son ortogonales. En dimensién 3 un

conjunto de direcciones ortogonales se representa entonces por un tridngulo.

En esta memoria usaremos con frecuencia estos diagramas o generalizaciones de los
mismos que cumplan el mismo cometido, cuando o la dimensionalidad del espacio de
Hilbert o el niimero de direcciones representado desaconsejen usar los diagramas de KS

habituales.

¢. Los tres pasos

La construccién de un conjunto de direcciones no-coloreable con las caracteristicas
antes sefialadas procedera en tres pasos. En el primero construiremos un conjunto de
direcciones para ¢l que una eleccién particular de valor para una de las direcciones
determina el valor de otra de ellas; encadenando cinco de estos conjuntos construiremos
en ¢l segundo paso conjuntos que son no-coloreables para una eleccién particultar de una
de sus direcciones; encadenando tres de estos conjuntos obtendremos en ¢l tercer paso

un conjunto que no es coloreable sea cual sea la eleccién de partida.

Primer paso: construccion de un conjunto con una prediccion definida

27 Estos diagramas se usan e€n por vez primera en [KS 65 a], Fig. 1. También se usan en [Lenard
741, p. 229, [Pitowsky 821, p. 394, [Redhead 87], p. 126 y 130, [Clifton 93] pp. 444 y 446,
[Bechmann Johansen 94], [Vermaas 94], p. 659.
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Fig. 2. 1. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto KS-8. En el caso mas general

las direcciones son:

r,=(1, 0, 0 r, = (0, cosf, sinf)

r, =(0, cosa, sing) r, ={cotd, I, —cotf)

r; =(cotg, 1, —cota) r, = (tangcosec B, —sinfl, cosf3)
r, = (tan ¢gcosecor, —sine, COS) I, = (sing, —cos@, 0)

cono = f;a, B #pr /2, pentero. Para que T, sea ortogonal a r,, es necesario que
sing sin B cos(er — B)=—tan” ¢ . (2.31)
Como el miembro izquierdo de (2. 31) estd acotado entre —1/8 y 1, entonces
|§] < arctan(1/+/8). (2. 32)

Para cualquier eleccién de ¢ consistente con esta designaldad, elegiremos « y f de

manera que verifiquen (2. 31).

El conjunto de 8 direcciones de la Fig. 2. 1, al que llamaremos KS-8, es un DPS28
como muestra el siguiente lema.

28 Como ya hemos dicho, KS-8 uparece por primera vez en [KS 65 a], Fig. 1. En su forma original
¢l conjunto tenia 11 proposiciones, de las que 3 no juegan ningidn papel y por tanto se pueden eliminar.
Clifton [Clifton 93] conjetura que €se es el conjuntc mds sencillo de este tipo (lo yue nosotros
Hamamos un DPS), e incita a buscar uno mds pequefio. En respuesta a Clifton, Vermaas [Vermaas 94}

sefiala que se puede eliminar uno de las direcciones del conjunto de 8 (como preparar el sistema de
manera que v(r,} =1, es equivalente a preparar v(r,) = v(r,) = 0, podemos prescindir de r, y decir

simplemente que nuestra preparacién -—o preseleccién— es v(r,) = v(r,) = 0). De hecho se puede

etiminar. sin merma de significado fisico, ofra direccion mds (por un argumento simétrico, si ai medir
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Lema I vir)=1=v(r,)=0.

Demostracion: Por reduccién al absurdo; supongamos

vir)=v(r)=1: (2. 33)
vin)=1=v(n)=v(r;)=0, v(n) = 1= v(r)=v(r,) =0, (2. 34)
vin)=v(r)=0=v(r)=1, i) =v()=0=v(r)=1, (2. 35)

pero r,lr,, g.e.d.

Aifiadiendo dos direcciones mds a KS-8, como se hace en la Fig. 2. 2, se obtiene un

DPS, que llamaremos KS-10, de distinto tipo, como muestra el siguiente lema.

Lema 2: v(r)=1=v(r,)=1.

Demostracion: Por reduccién al absurdo; supongamos

v(r)=1, v(r,) =0, (2. 36)
porel lema |
v(r)=1= v(r,) =0, 2.37)
de (2. 36) y (2. 37)
v(r,)=v(r)=0= v(r,)=1, (2. 38)

pero rlr,, g.e.d.

—postseleccionar— encontramos v(r,) =1 eso equivale a v{r,)) =v(r) =0, por lo que podemos

prescindir también de r,. KS-8 ha sido “redescubierto” varias veces, por ejemplo, [Belinfante 73], p. 63.

En Galindo [Galindo 74], p. 201, se dice “Belinfante lo consigue con ocho puntos y puede mejorarse a
seis.” En la Sec. 2. 3. 5 veremos que la demostracion de Belinfante es en realidad una demostracion
continua que no tiene las caracteristicas de ia de K8, asi que la “mejora” de la que habla Galindo
probablemente no tiene que ver con una reduccidn en el mimere de direcciones de KS-8 sino con las
demostraciones continuas; de hecho, Galindo propone una demostracién de este ditimo tipo en [Galindo
75]. Los DPSs veremos que tienen un papel refevante en otros tipos de demostraciones del teorema de
BKS: las continuas (ver la Sec. 2. 3. 5), y las probabilisticas (Sec. 2. 3. 6); y juegan un papel

fundamental en la construccion de conjuntos totalmente no coloreables, como se verden 2. 4,
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Fig. 2. 2. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto KS-10. Las direcciones son las
mismas que las de lafigura 2. 1 con r, =(0, 0, 1), y r,, =(cos¢, sing, 0).

Segundo paso: construccion de un conjunto parcialmente no-coloreable

i de las direccmnes dc T 31gmcndo 2. 28) ¥ (2 2

El conjunto de la Fig. 2. 3. se ha construido encadenando cinco diagramas como los
de la Fig. 2. 2 con dngulo ¢ =x/10 entre las direcciones inicial y final de cada
diagrama. La eleccion de este dngulo (compatible con (2. 32) tiene la ventaja de que
permite ir desde la direccién a otra perpendicular mediante un nimero exacto de pasos
((m/2)/(m/10)=735), asi todos las direcciones iniciales y finales de los KS-10’s

intermedios estdn en el mismo plano y se puede elegir la direccién r, comiin a todos

ellos. Este conjunto es un PNCS como se ve aplicando cinco veces del lema 2:
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Fig. 2. 3. Conjunto parcialmente no coloreable construido encadenando cinco

conjuntos con una prediccion definida (cinco KS-10’s como los de la Fig. 2. 2).
v(r)=1=> v(r;)=1, pero rlr,.

vig)=1= vir, )=1=v(, }=1= vir, )=1=v(, )=I=v()=1. (2.39)
pero r.tr;, g.e.d.

En [Cabello 94] se propone una simplificacién de esto: basta aplicar cuatro veces el
lema 2 (con ¢ =7/10)

vr)=1=v(r, )=1= v, )=1=vr ) ==, )=, (2. 40)

yunavezellemal (con ¢ =m/10)
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vi)=1=v(r) =0, (2.41)

pero ¢s inmediato comprobar que 1, =r

Pa’

con lo que hemos llegado a una

contradiccion. Fl PNCS resultante tiene menos direcciones (38) que en el caso anterior
41).

Un PNCS da lugar a una demostracién dependiente del estado (“state-specific”, en
la terminologia de [Kernaghan-Peres 95]): si se prepara el sistema en un estado propio
de v(r,) con valor propio 1, la asignacién de valores no se puede completar de manera
consistente con (2. 28) y (2. 29)%9.

Tercer paso: construccion de un conjunto totalmente no coloreable

" Definicién: Llamaremos conjinto ot
colourable set, TNCS) a un conjunto finito de-di

‘ninguna manera consistente con (2. 28)y(2: 29) S :

29 Sobre 1a traduccitn de esto al lenguaje de [KS 67), Clifton, e-mail del 20 de febrero: “When 1
first got on to the idea of a state dependent argument (which, after all, is how my probabilistic
arguments |Clifton 93} work), I was influenced by looking at the KS 1967 paper. T was trying to find a
physical way to understand the criterion they call “weak embeddability” of partial Boolean algebra (pBa)
into a Boolean algebra. The definition of that is that, for any nonzero element (say, a ray) of a pBa of
projections on a Hilbert space, there is a two-valued homomorphism that sends that element to 1. So
whalt “state dependent” proofs show from that point of view is that there are certain rays that do not
admit value 1 without contradiction {viz. the ray you choose the stale vector to lie in to get the
contradiction), that is, certain pBa’s that are not weakly embeddable in a BA [Boolean algebra]. KS also
define a notion of (just) embeddability (sans “weak™} and that is that for any two nonzero elements (rays)
a and b, there is a homomorphism that separates their values, i.e. for which h(a) is not equal to h(b). So
there is another kind ol “KS contradiction” (if you can call it that} worth looking out for - sets of rays
where no valuation permits two rays in the set to have opposite values (KS, in their paper, give a 17-
point graph in 3D that illustrates that point {p. 70] - so there, too, it is possible to lower substantially
the number of rays needed it one only seeks a nonembeddability result rather than a result which proves

there are no valuations at all - which is the original idea of a “KS contradiction™.)”
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Fig. 2. 4. Conjunto totalmente no-coloreable formado por las 117 direcciones de KS,
KS§-117. S6lo las direcciones i, p, J, g, k, r, estan en su verdadera posicién sobre la
esfera, a y i representan la misma direccion, y lo mismo by j, y ¢ y k. Tomado de

[Cabello 95]1.

El conjunto de la Fig. 2. 4, construido, encadenando tres PNCS’s es un TNCS.

Demostracion.: v(r;) no puede ser 1 (si lo es, ya hay una contradiccién, segtin
vimos); andlogamente v(r;) y v(r) tampoco pueden ser 1; pero

v(r)=v(r;) =v(r,) =0 es incompatible con (2. 29), g.e.d.
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El diagrama de KS final (en representacién tridimensional) es el de la figura 2. 4 (el
diagrama original —un diagrama plano— puede verse en [KS 67], p. 69, o [Redhead
871, portada y p. 130)30.

El niimero de direcciones empleadas en la construccion es: 150 (15, namero de KS-
10’s, por 10 ndmero de direcciones en cada KS-10), menos 15 (puesto que la direccion
final de cada KS-10 es la direccién inicial del siguiente) menos 15 (puesto que las
direcciones de tipo r, es r, para los cinco KS-10’s con direcciones inicial y final en el
plano x-y, r; para los cinco en el plano y-z, y r; para los cinco en el plano x-z) y menos

3 (puesto que r, =r,, I, =T, I, =r); entotal 117 direcciones distintas.

Un TNCS da lugar a una demostracién del teorema de BKS independiente del

estado.

d. Otros DPSs

En las figuras 2. 5 y 2. 6 se representan otros dos DPS diferentes. B-/1 (Fig. 2. 5)
es un subconjunto del que usaba Bell en [Bell 66], que es el DPS que aqui llamaremos
B-13 que se obtiene como se explica la Fig. 2. 5. CG-14 (Fig. 2. 6), se propuso en
[Cabello-Garcia Alcaine 95 b] como ejemplo de un DPS que sirve para hace
predicciones con certeza en una teoria de VO que discrepan mds de la MC que en los
casos anteriores (ver la Sec. 2. 3. 6), y para obtener TNCSs con menos direcciones que
los basados en KS-10 (ver la Sec. 2. 4. 3. d). CG-16 es otro DPS obtenido a partir de
CG-14.

30 El diagrama de KS, [KS 67], p. 69 —del que la figura 2. 4 es una representacion
tridimensional—, ha sido bautizado, [Redhead 87], p. 129, como la “cuna del gato” (*“the amazing ‘cat’s
cradle’™), nombre que también se usa en [Clifton 93], p. 446. Ver la disgresién en [Mermin 93 b], p.

808, sobre el “great power over the philosophic tmagination” que ha tenido este diagrama.
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Fig. 2. 5. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto B-11. En el caso mas general

las direcciones son:

r,=( 0, 0 r, = (tan¢cosec B, —sinf, cosf3)
r, =(0, cosa, singy) r,=(0,1,0)

r, =(cotg, 1, —cotwx) r, = (sinocosex, O, —tan¢)

I, = (tan¢cosecor, —sinQ, cosq) r, =(sinffcosfB. 0, —tan¢)

r; = (0, cosf, sinfi) r, =(sing, —cosg, 0)

r, =(cotp, 1, —cotf)
con o # fB; o, B #pmr /2, pentero. Para que r, sea ortogonal a 1y, es necesario que
sinasin fcosxcos f=—tan’ ¢. (2. 42)
Como el miembro izquierdo de (2. 42) esté acotado entre —1/4 y |, entonces
|¢| < arctan(1/2). (2. 43)

Para cualquier eleccién de ¢ consistente con esta desigualdad, elegiremos o y [ de

manera que verifiquen (2. 42).

Se puede obtener otro DPS, que llamaremos B-13, afiadiendo a B-11 los vectores
r,=(0, 0, 1),y r, ={(cos¢, sing, 0) (igual que hicimos para obtener KS-10 a partir

de KS-8); B-13 es el usado en [Bell 66].
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r, r,
I, Ly
I T,

Fig. 2. 6. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto CG-14. En el caso més general

las direcciones son:

r,=(l, 0, 0) =(01,0)

r, =(0, coso, sina) r, =(sinacosa, 0, —tan@)

r, =(cotd, 1, —coter) r, = (tan@, 0, sinqcos)

r, = (tan@coseco, —sind, coso) r, =(0, cosy, siny)

r. =(0, cosf3, sinf3) r,, = (tangcosec fsec(B—y), —siny, cosy)
r, =(cotg, I, —cotfi) r,, = (cotgsin Bcos(B—7), siny, —cosy)
r, = (tandcosec f§, —sinf, cosf) r, =(sin¢, —cosg, 0)

con o # fi#y # pr /2, conp entero. Para que la direccién r,, sea ortogonal a r,,, es

necesario que
sincoscsin fcosycos(f—~y)=—tan’ ¢. (2. 44)
Como el miembro izquierdo de (2. 44) estd acotado entre —3./3/16 y 1, entonces
|| < arctan (374 /4). (2. 45)

Para cualquier eleccién de ¢ consistente con esta desigualdad, elegiremos o, B y 7 de
manera que verifiquen (2. 44).

Se puede obtener otro DPS, que llamaremos CG-16, afadiendo a CG-14 los
vectores 1, = (0, 0, 1), y 1, = (cos¢, sing, 0) (igual que hicimos para obtener KS-10
a partir de KS-8).
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En resumen, los DPS que hemos considerado son de dos tipos:

(a) Aquellos en los que v(r)=1= v(rf) =0. De este tipo son KS-8, B-11 y CG-

14. En particular, si r,’r, =6, KS-8 hace esa prediccion para todas las direcciones

segln vectores unitarios con extremo en la corona esférica comprendida entre los

angulos
70.5° <0<109.5, (2. 46)

tomando como eje polar la direccién r,. B-11 hace lo mismo para
63.4°<8<116.6", (2. 47)
y CG-14 para

603 <6<119.7". (2. 48)

(b) Aquellos en los que v(r;) = 1= v(r,) = |. De este tipo son KS-10, B-13 y CG-

16. En particular KS-10 hace esa prediccién para todas las direcciones segiin vectores

unitarios con extremo en el casquete esférico de dngulo

|6|<19.5, (2. 49)
tomando como eje polar fa direccion r,. B-13 hace to mismo para

16]<26.6", (2. 50)

y CG-16 para

|6]<29.7". (2.51)

2. 3. 5. Demostraciones continuas

Con un DPS (un conjunto en el que Ja asignacion de un determinado valor a una de
las direcciones obliga a que otra de las direcciones, que subtiende un cierto angulo
respecto al primero, deba tomar un determinado valor) y la ayuda de argumentos
geométricos auxiliares, se pueden obtener demostraciones del teorema de BKS sin
necesidad de completar un conjunto finito no-coloreable. Asi, por ejemplo, Bell [Bell
66] propone el siguiente argumento geométrico: puesto que los proyectores sélo pueden
tomar los valores 1 6 0, deben existir dos direcciones arbitrariamente cercanos en los
que tomen valores diferentes; y esto es imposible. Para verlo, pensemos en un DPS

como el que sirvié para demostrar el lema | (en particular Bell usa el conjunto B-13
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descrito en la seccidén anterior); en €l, si una direccién tiene asignado el valor i,
cualquier otro que forme con él un dngulo menor que uno dado también debe tener el
valor 1. Belinfante [Belinfante 73], p. 63 utiliza un argumento similar; considera un
DPS con 8 direcciones en RP” (el que hemos llamado KS-8) y un argumento que tiene
que ver con el tamafio relativo de los conjuntos de direcciones a los que se ha de asignar
uno u otro valor. De este tipo es también la demostracion de Galindo [Galindo 75] y la
de [Gill-Keane 96]3!. De hecho demostraciones como estas dos ultimas son
“redescubiertas” periédicamente’?. A estas demostraciones se les ha dado el nombre de
demostraciones “continuas” {“continuum proofs”) [Brown 93], [Mermin 93 a, b],
donde el adjetivo se refiere a que para implementar esos argumentos geométricos seria

necesario un continuo de direcciones?3.

2. 3. 6. Un test experimental del teorema de BKS

En las secciones anteriores se ha visto que las construcciones geométricas en las que
se apoya la demostracion del teorema de BKS se forman a partir de una estructura mas
bésica. Esta estructura mds basica por si sola permite otro tipo de demostraciones del
teorema de BKS que llamaremos probabilisticas que, idealmente, podrian trasladarse a

un sencillo experimento. Lo que sigue se trata en [Cabello-Garcia Alcaine 95 b).

Estrictamente hablando, el teorema de BKS es un enunciado matematico que no
requiere ningln experimento para ser probado o refutado*. Lo mismo podria decirse
respecto al teorema de Bell, sin embargo, mientras que los experimentos para “probar”
el teorema de Bell han sido motivo de gran atencién durante afios, no ha sucedido lo
mismo con los experimentos para “probar” el teorema de BKS. El propdsito de esta
seccidn es el de examinar la posibilidad de trasladar los argumentos de tipo BKS

estudiados en las secciones precedentes en experimentos reales para comprobar las

3 Como dicen [Gill-Keane 96], p. L290: “It is {...) largely a matter of mathematical taste which
proof [la de KS o las continuas] is to be preferred.” Recuérdese la cita de KS en la que justificaban las
ventajas de una demostracicn finita.

32 peres, e-mail del 22 de febrero de 1996, “Michael Kernaghan has told me that the geometrical
proof that Richard Gill send me is well known. (...) he may well be rediscovering known things.” Gill,
e-mail del 12 de marzo de 1996, “[Galindo 75] has a proof in very simitar spirit to ours [Gill-Keane 96)
(...). 1 also found a similar earlier ‘verbal’ proof by a Dutch physicist.”

33 [Fine-Teller 78}, p. 633 y [Mcrmin 93 b], p. 808, opinan que el nidmero de direcciones en el
argumento de |Bell 66] es [inito; [Bub 74], pp. 69-71, opina lo contrario.

34 (zukowski 91a], p. 198, “The Kochen-Specker theorem is a mathematical one, and as such it

does not need experimental confirmation.™
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predicciones de ta MC frente a ciertas predicciones de una teoria de VO35 que satisfaga

las mismas (o similares) hip6tesis que las consideradas en el teorema de BKS39,

Las hipétesis del teorema de BKS ya se comentaron en la Sec. 2. 3. 2. El primer
punto a tratar es el de identificar esas predicciones mas sencillas con los DPSs y
contrastarlas con las de la MC. Después se discutird cémo se puede trasladar esta
contradiccion prediccién de VO versus prediccion de la MC, en experimentos
realizables.

El objetivo es encontrar una situacién experimental que discrimine entre la MC y una
teoria de VO construida sobre las hipdtesis (BKS1), (BKS2), (BKS3) y (BKS4), en
particular usando la hipétesis de definitud a priori (hip6tesis (BKS1) ) para el menor
nimero de observables posible. Para ello necesitamos clarificar la relacién entre los
“valores de VO” a los que nos referiamos en los enunciados de las hipétesis y los
resultados de las medidas. En otras formulaciones del teorema de BKS (que
esencialmente coinciden con la nuestra), por ejemplo en [Redhead 87], entre las

hipétesis del teorema se supone la de

(BKSE) Fidelidad de la medida (faithful measurement, en inglés): Si un sistema
individual tiene un valor de VO v(A) para un observable A, una medida de A, dara el
resultado v(A).

Esta hip6tesis no es necesaria en una demostracion del teorema de BKS no-
probabilistico y es experimentalmente inverificable (si hay dispersion en los resultados,
solo se pueden comparar las frecuencias de las predicciones y de los resultados). Es
mas, la hipétesis de fidelidad de la medida no se verifica en todas fas teorias de VO (la
teoria de Bohm es, de nuevo, el contragjemplo). Por fortuna, para una comprobacion
experimental de la familia de VO en la que estamos interesados, una hipétesis mas débil

serd suficiente.

33 Una observacién: hablar de “predicciones” de una teoria de VO que cumpla las mismas hipétesis
consideradas en el teorema de BKS no es del todo correcto ya que, segin se usen estas premisas, la
“prediccién” podria ser una u otra diferente. Ahi nace precisamente la inconsistencia légica que subraya
el teorema de BKS. El sentido empleado en o sucesivo es el de cudl es la prediccién mds sencilla de una
teoria de VO basada en la premisas de BKS que difiera de la correspondiente prediccion cudntica. Donde
“mas sencilla” quiere decir aqueila en la que se suponga que estdn definidos a prieri el menor nimero
posible de observables.

36 ¢Bs interesante un test experimental de imposibilidad de variables ocultas no-contextuales?. La
siguiente cita nos lleva a pensar que si, [Santos 88}, p. 376: “For instance, Shimony has recently [?]
stated that “Gleason’s theorem doomed the program of noncontextual hidden-variables theories.” Tt is a

fact, however, that no empirical disproof of these theories has yet been exhibited.”
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(BKSE’) Si una teoria de VO asigna el mismo valor v(A) a cualquier sistema
individual de una colectividad, una medida del observable A en cualquiera de los
sistemas de la colectividad dara el resultado v(A).

A diferencia de la hipétesis (BKSE), la hipotesis (BKSE’) se puede verificar
experimentaimente. Nétese que (BKSE’) y el corolario de (BKS3) suponen que los
valores de VO y los resultados de la MC son ignales sélo en aquellos casos en los que
ambos estan libres de dispersién en alguna colectividad de sistemas; esto ocurre incluso
en la teoria de Bohm (va hemos dicho, pero quizd conviene repetirlo aqui, que el
teorema de BKS no es aplicable a la teoria de Bohm por otros motivos, no por esta

hipotesis.

Analicemos ahora los resultados predichos por una teoria de VO no-contextuales
frente a los de la MC en el caso de una demostracion probabilistica del teorema de BKS.
Consideremos el DPS que hemeos llamado KS-8. Si preparamos una colectividad de
particulas de espin 1 en un estado cudntico puro con valor cero para la coruponente de
espin §,, de acuerdo con la hipétesis (BKS3) todos Jos sistemas individuales de esa

colectividad verificaran
v(8H=sl=0 (2. 52)

(recordemos que por (2. 23) esto es equivalente a v(r;})=1, donde r, =(0, 0, I}, en la
notacién de proyectores usada al demostrar los DPSs). Para cualquier sistema individual

con este valor de VO, hemos visto que una teoria de variables ocultas que satisfaga
(BKS1)-(BKS4) predice con certeza

v(S,) =k (2. 53)

si el angulo @ =x/2 -8 verifica la ec. (2. 32)37. Por lo tanto, de acuerdo con
(BKSE’), la prediccién de VO es que el resultado de la medida de S,” sobre cualquier
sistema individual de la colectividad serd #°. Por otro lado, 1a MC predice que si
medimos ¢l observable §, sobre el conjunto de sistemas individuales en el estado
s, =0, la probabilidad de obtener ¢! resultado s, =0 (= 5,” =0) &5

B % =0)= |(s8 =0s, = 0)|2 =05’ . (2. 54)

Por tanto, ambas teorfas predicen resultados distintos para el mismo experimento

ideal. La mayor discrepancia con la prediccién de variables ocultas se obtiene cuando

37 Aliernativamente, si en lugar de KS-8 usamos B-11, el angulo @ = x/2 — & deberia verificar la

ec. (2. 43), y si usamos CG-14 deberia verificar la ec. {2. 45).
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@ = arctan («@) =70° 31" 44”7 = -P“\_‘:O)(sy =)= % (2. 55)
Es decir: la MC predice que una de cada 9 veces el resultado serd s, = 0, un resultado

que es incompatible con el valor de VO w(S, *y=h" masla hipétesis (BKSE )8,

Las preparaciones y medidas necesarias para el experimento ideal sugeridos pueden
hacerse mediante aparatos de Stern-Gerlach tradicionales3?, en lugar de con medidas
mas complicadas de momentos cuadrupolares como se sugiere en [Peres 92 ¢]. La
dependencia angular explicita de la prediccion cuantica (2. 54), deberia facilitar la

discriminacion entre sefal y ruido en un experimento real.

El experimento descrito permitiria confirmar la prediccion de la MC, y por tanto
excluir experimentalmente la existencia de cualquier teorfa de VO que satisfaga las
hipétesis (BKS1)-(BKS4) y (BKSE’). El experimento exacto que se ha descrito
probablemente sea irrealizable porque los aparatos de Stern-Gerlach reales no

seleccionan tan bien las componentes de espin como dan a entender los libros de MC.

L.a demostracién anterior es {como argumento tedrico) un ejemplo de lo que aqui
{lamaremos (siguiendo a [Kernaghan-Peres 95]) demostraciones “probabilisticas” del
teorema de BKS. El nombre viene del hecho de que preparando (preseleccionando) los
sistemas en un estado sélo encuentra contradiccién cuando en una medida posterior
(postseleccién) sobre ese sistema se encuentra un determinado valor (distinto del
predicho por las VO), es decir s6lo se encuentra contradiccion en un subconjunto de los
sistemas postseleccionados; el hecho de que la MC permita predecir con qué
probabilidad se dan esos resultados es lo que justifica el nombre de probabilisticas para

estas demostraciones?’.

38 Alternativamente, si consideramos B-11, la mayor discrepancia con las VO se produce cuando

. 1
f=arctan(2) = 63" 26' 6”7 = B (s =0)=—, (2.¢)
: 5

o, si consideramos CG-14, cuando

. 6\ |
6 =arctan[4(37 )= 60" 19" 20" = Fl’_l_”)(.s'r:())z[]+——) = (2.4d)

27

39 Bibliografia sobre los aparatos de Stern-Gerlach: [Gerlach-Stern 21, 22 a, b], [Swift-Wright 80]
(SG generalizados), [Platt 92] (andlisis con MC del experimento de SG), [Martens-de Muynck 93, 94]
{SG para electrones).

40 Los DPSs pueden considerarse conjuntos no-coloreables en un tercer sentido: son no coloreables
con clertas asignaciones iniciales conjuntas a proposiciones que, a diferencia de los otros casos
comentados, no poseen estados propios comunes. Esta asignacion tiene fisicamente sentido si se supone

que la preparacién de un estado cudntico conocido permite asignar valores de variables ocultas a un
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El primero sugerir la posibilidad de estas demostraciones fue Stairs [Stairs 83}, pp.
588-589 (que usd KS-8), mas recientemente Clifton {Clifton 93] ha propuesto un
argumento similar (con KS-8 y B-13)41. En [Cabello-Garcia Alcaine 95 b] se propone
un nuevo DPS (el que antes hemos llamado CG-14), que, como hemos visto, revela una
probabilidad mayor de que se produzca una incompatibilidad que las anteriores
propuestas.

primer subconjunto de proposiciones del DPS, y el resultado de una medicidn posterior sobre un sistema
individual asi preparado, permite asignar valores de variables ocultas a un segundo subconjunto de
proposiciones del DPS. En ciertos casos (para determinados resultados, que se dan con probabilidad no
nula segiin la MC), ambas asignaciones hacen imposible completar la asignacién a las restantes
proposiciones dej DPS.

41 En [Clifton 93] 1os cdlculos son incorrectos; ver [Bechmann Johansen 94] y [Vermaas 94].
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2. 4. Otras demostraciones aditivas

2. 4. 1. Demostraciones aditivas en dimension 3

a. Introduccién

Dada la importancia fundamental del teorema de BKS, ha habido muchos intentos de
simplificar su demostracién, en particular de reducir el nimero de direcciones de la
demostracién original de KS (117 en dimensién 3). En las secciones siguientes
pasaremos revista a dos de estas simplificaciones: en (b) veremos una demostracién
debida a Asher Peres, un TNCS de 33 direcciones en dimensién 3; en (c)
“reconstruiremos” el conjunto de Peres a partir de los DPSs ya introducidos en
secciones anteriores; y en (¢) veremos la demostracién mds econdémica conocida en

dimensién 3, con 31 direcciones, debida a John Horton Conway y Simon Kochen.

Fig. 2. 7. Las 33 direcciones de P-33 se obtienen uniendo ¢l centro del cubo con los

puntos negros que estdn sobre las caras y las aristas (tomado de [Peres 93], p. 198).

b. P-33: el “poliedro cuantico”

En [Peres 91] v [Peres 93], p. 197, se presenta un TNCS de 33 vectores en
dimensién 3, al que nosotros llamaremos P-33. P-33 es cualquier conjunto de
direcciones que tenga las mismas relaciones de ortogonalidad que el conjunto de 33

direcciones cuyos cosenos directores al cuadrado son una de las combinaciones
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0+0+1=0+,+,=0+3+3=147+2 y todas sus permutaciones. Estas 33

direcciones se pueden visualizar en la figura 2. 7 uniendo el centro de un cubo de lado

~/2 con los puntos negros sobre sus caras y aristas.

P-33 no es el TNCS més pequefio conocido en dimensién 3, pero tiene una
propiedad adicional que permite comprobar de manera sencilla que es no-coloreable: con
la eleccion explicita de direcciones que hemos hecho antes, P-33, como conjunto no
ordenado de direcciones, es invariante bajo intercambio de los ejes x, y, z, ¥ bajo
cambios de signo de cada eje. Esto permite asignar arbitrariamente, sin pérdida de
generalidad, el valor 1 a algunas direcciones, ya que el asignar el valor 0 en lugar del
valor 1 serfa equivalente a intercambiar los ejes o a cambiarlos de signo, como se
indicard en la tabla 2. I, en la que se demuestra que, con una serie de e¢lecciones

admisibles (no restrictivas), P-33 es no-coloreable.

Trio ortogonal Otros vectores El 1€ vector toma el valor 1
ortogonales al 1° por
001 100 010 1o 1-10 eleccién arbitraria del eje z
101 10~1 010 eleccién arbitraria de x vs. —x
011 01-1 100 eleccion arbitraria de y vs. -y

1-1v2 —112 110 | V20-1 0421 | eleccion arbitraria de x vs. y

102 V20-1 o010 | =211 ortogonalidad con el 2° y el 3°
V211 01-1 211 | 10-42 ortogonalidad con el 2° y el 3°
V201 010 102 | 11-42 ortogonalidad con el 2° y el 3°
1142 1-10  11-V2 0421 ortogonalidad con el 2° y el 3°
01v2 100 0N2-1| 1-421 artogonalidad con el 2° y el 3°
1421 710-1 21 | 01-412 ortogonalidad con el 2° y el 3°

100 o021 01-2

Tabla 2. 1. No-coloreabilidad de P-33 partiendo de una eleccién inicial arbitraria para
los valores de cuatro vectores. La contradiccion surge en la iltima linea: los tres vectores

ortogonales han aparecido ya con valor cero. Las direcciones que faltan para completar

P-33 son: 1420, 1W2—1, —1v20, =1421, ¥210, V2 1-1, ¥2-10, J2-11.
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En la tabla 2. 1 sélo aparecen los 25 vectores que se usan para la demostracién de
no-coloreabilidad para unas elecciones particulares, las 8 direcciones necesarias para
repetir €l mismo argumento para otras elecciones distintas estdn al pie de la tabla. Por
motivos de espacio, al escribir los vectores hemos prescindido de los paréntesis y las
comas; asi 1--10 indica el vector (1, —1, 0). La tabla debe leerse de izquierda a derecha y
de arriba a abajo. En cada linea, al primer vector, en negrita, se le asigna el valor 1. La
justificacién de porqué se asigna el valor | al primero de los vectores de cada linea se
explica en la propia tabla. Los vectores segundo y tercero forman con el primero un trio
ortogonal, por lo tanto se les asigna el valor 0. Los otros vectores de la misma linea son
también ortogonales al primero y por tanto también se les asigna el valor 0. Si un vector
estd en cursiva eso indica que ya ha aparecido antes. La demostracion concluye con la
contradiccion que surge entre la primera linea y la Gltima; en {a primera al vector 100 se

le ha asignado el valor 1, y en la dltima deberia asignérsele el valor 0, g.e.d.

Con ayuda de un programa de ordenador como ¢l que se presenta en [Peres 93], p.
209, se puede comprobar que P-33 es un TNCS critico: si se elimina cualquier

direccion el conjunto resultante ya no es un TNCS.

¢. De la “cuna del gato” al “poliedro cudntico”: P-33 a partir de KS-8

Tal como sugirié Roger Penrose [Penrose 92] (ver también las notas 42 y 45), P-33
puede interpretarse geométricamente como el conjunto de las direcciones relevantes de
tres cubos interpenetrados de una manera particular. En esta seccién usaremos esa
interpretacion geométrica para obtener ofra demostracidn de la no-coloreabilidad de P-
33. Ademas de su belleza geométrica, esta demostracidn nos servird para volver a
subrayar el papel que juegan los DPSs en {a construccién de los TNCSs. Esencialmente
lo que vamos a hacer es “reconstruir” P-33 “engarzando” conjuntos de tipo KS-8
{recuérdese que KS-10 era el “eslabon” basico de 1a “cuna del gato™). Hay que sefialar
que Peres llegé a P-33 de una forma completamente distinta a la que aqui proponemos,
veremos esa forma en la Sec. 2. 6. 142,

42 Peres, en una comunicacion particular al autor del 16 de febrero de 1996, relata, entre otras cosas,
como llegd a P-33: “... is a long story. After I heard of Mermin’s 3-particle “paradox”, 1 wrote my
paper that later appeared in Physics Letters 1990 [Peres 90 a), and sent preprints to several people,
including Mermin, whom I knew personally. He wrote to me that it was all wrong, and we had a long
exchange of correspondence, to which he alludes at the end of his Phys. Rev. Letter of 31 Dec. 1990
[Mermin 90 d]. We hoth learnt that subject together, but published separately.

During that time, he also asked the opinion of Abner Shimony, who told him that Kochen had told

him that he and Conway had a KS construction with 33 vectors (John H. Conway is a famous
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Como vimos, KS-8 es realizable si y sélo si el d&ngulo entre sus vectores inicial y
final cumple arccos ; S 1,'r, < 7. Una forma explicita de implementar KS-8 en el caso

extremo r,’r, = arccos ]T (para el que se obtiene la maxima contradiccion con la QM), es

con la eleccién de vectores de 1a figura 2. 8.

mathematician at Princeton University, probably better known that Simon Kochen). That construction
starts from a unit lattice of points in 3 dimensions. Draw a sphere of radius 2.5, and keep only the
points inside that sphere. Connect them to the center of the sphere. This gives 37 rays (these are the 37
spots on the cube on page 114 of my book [Peres 93], the idea of drawing them on the faces of a cube
was given to me by Roger Penrose). Then remove 4 “equatorial” points. The 33 remaining points form
a “‘non-colorable” set. I then checked that the 37 points indeed form such set, but instead of testing the
non-symmetric set of 33, | had the idea that if, in the cubic lattice, a coordinate 2 was replaced by «/5 ,
there would again be numerous orthogonality relations, because 1+ 1 — \/E \E = 0. As you had read in
Horgan’s article [Horgan 93], I have zero geometric intuition. On the other hand, I can easily do simple
algebra.

I then wrote to Kochen (whom [ also knew personally) that I had another 33 ray set, but that [
would withhold publication until after he and Conway publish their result, since they got it first.
Kochen answered that meanwhile they had a set with only 31. He did not tell me how it was done, but 1
guessed it also was a subset of the 37, Then I wrote my computer program [Peres 93], p. 209, and
quickly found these 31. After that, 1 realized that from the multiplicative KS contradiction that Mermin
had found, 1t was possible to construct an additive contradiction, just by taking the eigenvectors of the
matrices used for the multiplicative proof. Thus I got the 24 rays in 4 dimensions. I again wrote to
Kochen, that 24 < 31, and if he did not object I would publish my results, and mention that he had a
construction with 31 vectors [Peres 91]. Some time later, I sent him the figure on page 114 of my book
[Peres 93], to be sure that he did not object to its publication — because he and Conway never bothered
to publish their proot.

In 1991, T gave a lecture on these results at a meeting in Copenhagen, and Roger Penrose
immediately said: these are Escher’s interpenctrating cubes, and the 24 are the 24-cell regular polytope.
He is really amazing!”. Para mds detalles sobre el encuentro Penrose-Peres ver [Horgan 93]; ver también
[Penrose 92].
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0, 1,-1) G, 1, 1)
(1,0,0)
r]:(l, I, 1) rg‘:(l-; 1! _I)
(1,0,-1) (1,0, 1)

Fig. 2. 8. Una implementacion de KS-8 en la que el dngulo r,r; es el minimo

posible.

Arccos% es ¢l dngulo que subtienden dos direcciones distintas de entre las que

conectan el centro de un cubo con sus vértices. Si suponemos un cubo de lado unidad
centrado en el origen y con las caras perpendiculares a los ejes cartesianos, 1, =(1, I, 1)
y r; =(1, 1, —1) representan sendas direcciones que conectan el centro del cubo con
uno de sus vértices. Los restantes vectores de la Fig. 2. 8 representan direcciones que
conectan el centro del cubo con el centro de alguna de sus aristas (los vectores con una
sola componente 0) o con el centro de alguna de sus caras (los vectores con dos
componentes 0). KS-8 se puede interpretar entonces diciendo que si se asigna el valor |
a una de las direcciones que conectan el centro de un cubo con un vértice, el valor
asignado a otra de direccién que conecte el centro con un vértice adyacente debe tener el

valor 0. Esto nos permite enunciar el siguiente lema.

Lema 1: De las cuatro direcciones que unen el centro del cubo con uno de sus

vértices, no puede haber dos a las que se asigne el valor 1.

Siendo estrictos en la cuenta de vectores, para demostrar el lema anterior serian
necesarios 6 diagramas como ¢l de la figura 2. 8 (los que ligan dos a dos las cuatro
direcciones que unen el centro de un cubo con sus vértices). Sin embargo, esos 6
diagramas comparten muchas direcciones, y basta con 13 direcciones para contenerlos a
todos. Este conjunto, formado por las 13 direcciones que se pueden definir sobre un
cubo uniendo ¢l centro del mismo con sus vértices, centros de arista y centros de cara,

es al que llamaremos el conjunto de las direcciones “relevantes” de un cubo.

Llegado este punto es conveniente introducir una generalizacién de los diagramas de

KS usados hasta ahora (por e¢jemplo, en la figura 2. 8) para representar las relaciones de
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ortogonalidad y los trios mutuamente ortogonales que hay entre conjuntos de
direcciones, de modo que sirvan no sélo para conjuntos con pocas direcciones y/o
relaciones de ortogonalidad sino que también sirvan para conjuntos con muchas
direcciones y/o relaciones de ortogonalidad®3. En estos nuevos diagramas, a los que
llamaremos diagramas de ortogonalidad, cada direccion se va a representar por un
circulo gris, la ortogonalidad entre dos direcciones se va a indicar por un segmento
uniendo dos circulos grises o por un punto negro en la interseccion de dos segmentos, y
los trios de direcciones mutuamente ortogonales se van a representar por segmentos mas
gruesos en la conexion de tres circulos grises o entre dos puntos negros. Por ejemplo en
la figura 2. 9 se representa el diagrama de ortogonalidad para las 13 direcciones
relevantes de un cubo de lado unidad centrado en el origen y con las caras

perpendiculares a los ejes cartesianos (cubo al que por conveniencia llamaremos cubo
A).

Avi=(L LD g Jk Aal=01-D
Av2=(1,1,-1) g Aa2=00.1,1)
# Aa3=(1,0,-1)
Aa4=(],0, 1)
L AaS=(1,-1,0)
B Aab=(1,1,0)

Fig. 2. 9. Diagrama de ortogonalidad que representa las relaciones de ortogonalidad y
los trios mutuamente ortogonales entre las direcciones “relevantes” del cubo A. Hay 24
parejas ortogonales (tantas como puntos negros y segmentos con circulos grises en los
extremos) y 4 trios mutuamente ortogonales (tantos como segmentos 0scuros entre
puntos negros y segmentos conteniendo tres circulos grises). La notacién es: “A” cubo

A v vértice; “c” centro de cara; “a” centro de arista.

43 En [Kernaghan 951 se puede ver lo confuso que resulta utilizar los diagramas de KS tradicionales

para representar las relaciones de ortogonalidad de conjuntos grandes (por ejemplo P-33).
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Consideremos ahora las 13 direcciones relevantes Bvl, ..., Ba6 de otro cubo B que
se obtiene rotando el cubo A entorno al eje Aa5, de manera que Ba5 = Aa5, y ademds

Ba6=Ac3, y Be3=Aa6 (figura 2. 10, arriba y centro). Por dltimo, consideremos las 13
direcciones relevantes Cvl, ..., Ca6 de un tercer cubo C que se obtiene rotando g el
cubo A entorno al eje Aa6, de manera que Ca6 =Aa6 y ademis CaS=Ac3, y Cc3 = Aas
(ver figura 2. 10, abajo).

El conjunto resultante tiene 13 (direcciones) X 3 (cubos) menos las 6 direcciones
repetidas (Cc3 =Ba5 = Aa5, Ca5=Ba6=Ac3, Ca6 =Bc3 = Aab), es decir 33 direcciones.
Estas 33 tienen las mismas relaciones de ortogonalidad que las de la tabla 2. 1 y por

tanto son otra implementacién de P-33.
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Avd
Av3
Aas
Aas
Av3
Av4

g Cc3=Ba5=Aas

Cc3=Ba5=Aa5 4§

Fig. 2. 10. Arriba: direcciones “relevantes” sobre el cubo A. Centro: el cubo B se

obtiene rotando el cubo A entorno al eje AaS. Abajo: el “poliedro cudntico”; el cubo C se

obtiene rotando el cubo A entorno al eje Aab.
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Para demostrar la no-coloreabilidad de P-33 consideremos el diagrama de KS
(tradicional} de la figura 2. 11,

Avl Aa5=Ba5=Cc3 -1 AV2
Bvl Bv2
Cv2 Cv3
Bv4 Av3
Ac3=Ra6=Ca5 Aab=Bc3=Cab
Cvl Cv4
- Bv3. V. S AvE -

Fig. 2. 11. Diagrama de KS que demuestra, junto con el lema 1, que P-33 es no-

coloreable.
Avli=(, 1, 1) Avi=(1, -1, 1) BV3=(v2+1, —J2+1.0)
BV =(,1, -2) Cv3=(-1,1,2) Cl =2 -1, 42 +1, 0)
AaS=(1, -1, 0) Aab=(, 1, 0) Ac3=(0, 0, D
Av2=(1, 1, =1) Avd=(-1, 1, 1) Bv =(—2+1,42+1,0)
Bv2=(l,1,2) Cvd =(1, -1, 2) cv2=(2+1,v2-1,0)

del lema se deduce que de las 4 direcciones v de cada cubo no puede haber 2 blancas,
pero en la figura 2. 11, de las tres direcciones en el tridngulo central una debe ser blanca
y las otras dos negras; supongamos que tomamos como blanca Aa5; al ser negras Ac3 y
Aab, en cada una de las parejas (Bv4, Cv2), (Bv3, Cvl), (Av3, Cv3), (Av4, Cv4), una
direccién debe ser blanca y la ofra negra; es facil ver que no existe ninguna eleccién
compatible con el lema anterior. Otro tanto ocurre si elegimos inicialmente como blanca
Ac3 6 Aaé6; por tanto P-33 es un TNCS, g.e.d.*

44 Obsérvese que si elegimos en la Fig. 2. 11, por ¢jemplo, Ac3 blanco, podemos prescindir de

Bv3, Bv4, Cvl, Cv2Z {que serian negros) y obtenemos asi un PNCS con 29 direcciones.
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Cada cubo tiene cuatro trios ortogonales (ver Fig. 2. 9), y en el diagrama de la Fig.
2. 11 se ve que los tres cubos comparten un trio ortogonal y que entre las direcciones
relevantes de cubos distintos se pueden formar seis nuevos trios ortogonales, luego P-

33 contiene 16 trios ortogonales®.

d. CK-37, CK-33 y CK-31

CK-37 es cualquier conjunto de direcciones que tenga las mismas relaciones de
ortogonalidad que el conjunto cuyos cosenos directores al cuadrado son una de las
combinaciones 0+0+1=0+ l2 + % =0+ ls +% = é + % + 11 y todas sus permutaciones, ©
equivalentemente, el conjunto de direcciones que unen el centro del cubo de la figura 2.

12 con los puntos (negros, grises y blancos) en las caras y aristas.

Como se puede comprobar con un programa de ordenador, CK-37 es un TNCS no-
critico. Eliminando las 4 direcciones correspondientes a los puntos blancos en la figura
2. 12 (las direcciones “ecuatoriales” a las que se refiere Peres en la nota 42), se obtienen
un TNCS critico de 33 vectores, conjunto que llamaremos CK-33. CK-37 posee tres de
estos subconjuntos. CK-33 es distinto de P-3346. Ademds, eliminando las 6 direcciones
correspondientes a los puntos grises de la figura 2. 12 se obtiene un TNCS critico con
31 vectores, CK-31, que es el TNCS mas econdmico que se conoce en dimension 3 (se
puede comprobar con ordenador que CK-37 no tiene ningin subconjunto no-coloreable
de menos de 31 direcciones). CK-37 contiene seis de estos subconjuntos
(curiosamente, pese a ser mds abundantes los CK-31, se encontraron después que los
CK-33; ver la nota 42). CK-33 y CK-31 fueron obtenidos (jpero no publicados!) por J.
H. Conway y S. Kochen; CK-31 aparece publicado por primera vez en [Peres 931, p.
114. En la nota 42, Peres cuenta cdmo obtuvieron Conway y Kochen estos conjuntos.

45 La construccién de la Fig. 2. 10 (abajo) ha sido bautizada como el “poliedro cudntico” [Horgan
93] y, curiosamente, aparece en una litografia del artista holandés Maurits C. Escher titulada “Cascada”
(1961), ver por ejemplo [Locher 717, p. 253 en la versién en inglés, coronando una de las torres bajo la
que discurre un (imposible) circuito perpetuo de agua, inspirado a su vez en un objeto imposible llamado
la “tribarra” ideado por Roger Penrose y su padre Lionel [Penrose-Penrose 58].

46 Sobre 1a relacién entre P-33 y los conjuntos CK ver la nota 42. En [Penrose 92], p. 8, se
propone otro TNCS de 33 direcciones en dimensién 3, distinto de CK-33 y P-33,
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Fig. 2. 12. CK-37, CK-33 y CK-31. CK-37 se obtiene uniendo el centro del cubo
con todos los puntos indicados (negros, blancos y grises). CK-33 es el subconjunto
que se obtiene al considerar sélo fos puntos negros y grises. CK-31 es el subconjunto

que se obtiene al considerar sélo los puntos negros y blancos.

Habri{a sido interesante dar con un argumento para deducir la no-coloreabilidad de
los conjuntos CK a partir de los DPSs que contienen. No he encontrado tal
deduccion4?, sin embargo, se puede ver que los CK estdn formados a base de
“imbricar” KS-8’s “maximos” (como el de la figura. 2. 8) y, ademas, B-11’s mdximos

(ver la Sec. 2. 3. 4. d) como el de la figura 2. 13.

47 Peres, en sendas comunicaciones particulares el 13 de marzo [y el 23 de febrero] de 1996 comenta
que: “Using the text of a letter privately sent by [Kurt] Schiitte [to Specker} in 1965, and recently
circulated [during a conference in June 1994] by [Karl] Svozil [(Vienna)], Bub [Bub 96] has rediscovered
the 33 vectors in 3d that were found by Conway and Kochen, before they found the 31 (not a subset of
the 33). This is apparently the first time that these 33 will appear in the literature.” Aparentemente cl
argumento Schutte contenia un conjunto de 13 direcciones {; B-137). Karl Svozil, que estaba en Nueva
Zelanda cnando contacte con él, prometio mandarme fotocopia de la carta de Schiitte a Specker, tan

pronto regresase a Viena. Jeftfrey Bub, también prometié enaviarme una copia de [Bub 96].




Sec. 2. 4. Otras demostraciones aditivas 63

Fig. 2. 13. Implementacién de B-11 en la que el dngulo 1,°r;, es el minimo posible:

r,=(1, 0, 0) =(0,1 -1) r,=( 01
r,=(0, 1 1) r,=(-2,1,1) r,=(0 ~1)
r,=(2, -1, 1 r,=(, 1 1) r, =(1, 2, 0)
r,=(L1 -1 r,=(0, 1, 0)

Todos estos vectores pertenecen a CK-31 (ver la Fig. 2. 14). En este caso particular
r,lr,. También pertenecen a CK-31 r,, = (0, 0, 1) y r,; =(2, —1, 0), que son los dos

vectores que faltan para compietar un conjunto de tipo B-13.

El alto grado de imbricacion entre esos DPSs (KS-8’s y B-11"s) dentro de los CK,
no hace facil relacionar la no-coloreabilidad de éstos ultimos a partir de las

“predicciones” de DPSs que contienen; pero, de nuevo, se percibe el papel de los DPSs
como componentes bisicos dentro de los TNCSs.

Para terminar, y dado que CK-31 es el TNCS mas econémico conocido en
dimensién 348, en la figura 2. 14 se presenta su diagrama de ortogonalidad. CK-31
contiene 71 parejas ortogonales (tantas como puntos negros y segmentos con circulos
grises en ambos extremos) y 17 trios ortogonales (tantos como segmentos en trazo
grueso y segmentos conteniendo tres circulos grises).

48 rKernaghan 95] dice que CK-31 contiene (lo que en nuestra notacion seria) un PNCS con 24

vectores, que también es el PNCS mds econdémico en dimensién 3.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

——{—|——|———|—|—

—— e | i e | —— | ——

b
—— ] —|——

—lq

Fig. 2. 14. Diagrama de ortogonalidad correspondiente a CK-31.

1: (0, 1, -1) 9: (0,2, -1) 17: (1, 1, -2) 25: (1,2, 1)
2: (0, 1, 1) 10: (0, 1, 2) 18: (1,1, 1) 26: (1, -1, 2)
3: (1,0, 1) 11: (1, 0, 2) 19: (-2, 1, 1) 27: (<1, 1, 1)
4: (1,0, ) 12: (2, 0, -1) 20: (1, 1, 2) 28: (1,2, 1)
5: (1, -1, 0) 13: (2,0, 1) 21: (1, 1, =D 29: (1, 0, 0)
6: (1, 1, 0) 14: (1, 0, -2) 22: (2, -1, 1) 30: (0, 1, 0)
7: (0,2, 1) 15: (1,2, 0) 23: (-1, 1, 2) 31: (0,0, 1)
8: (0, 1,-2) 16: (2, -1, 0) 24: (1,-1, )

Entre esos 31 vectores hay 71 parejas ortogonales y 17 trios ortogonales. Los vectores

que faltan para formar CK-37 son:

32: (2,1, 1) 34: (2, 1, -1) 36: (1, -2, 0)
33: (2, 1, 0) 35: (-1, 2, 1) 37: (1, -2, D)

Si se eliminan de CK-37, por ejemplo, los vectores 7-10 se tiene CK-33.




2. 4. Otras demostraciones aditivas 65

2. 4. 2. Demostraciones aditivas en dimension 4
a. Introduccion

En las secciones siguientes estudiaremos dos conjuntos totalmente no-coloreables en

dimensién 4 y sus subconjuntos.

El primero, en (b), fue descubierto por Roger Penrose, y a veces se refiere a él como
el “dodecaedro mégico”, y lo llamaremos Q-4049, consta de 40 direcciones complejas en
dimension 4 y, en su forma original se usa en su construccion la representacién de
Majorana de los estados de espin de una particula de espin 3/2 y la geometria del
dodecaedro. Veremos también, (c) y (d) que Q-40 contiene subconjuntos criticos de 28
direcciones, algunos de los cuales, a los que [lamaremos Z-28, fueron descubiertos por

Jason Zimba.

El segundo conjunto totaimente no coloreable que trataremos en (e) fue descubierto
por Asher Peres, y nos referiremos a €l como el “teseracto cudntico” o también P-24,
Obtendremos P-24 de una manera distinta a como s¢ hizo originalmente (de la que nos
ocuparemos en la Sec. 2. 6. 1); llegaremos a P-24 al considerar las direcciones
“relevantes” de un hipercubo en dimensién 4 (un teseracto) andlogas a direcciones
“relevantes” de un cubo en dimension 3 descritas en la seccién 2. 4. 1. ¢. Veremos en
{f) que P-24 contiene subconjuntos criticos de 20 vectores, que llamaremos K-20,
descubiertos por Michael Kernaghan, y en (g) que también subconjuntos criticos de 18
vectores, que llamaremos CEG-18. Estos ultimos son los conjuntos totalmente no-
coloreables mds “elementales” (mds econdmicos) conocidos, aunque admiten una
simplificacion adicional que estudiaremos en (h). En el capitulo 4 estudiaremos la

interpretacion fisica de P-24 y de sus subconjuntos.

49 En [Zimba-Penrose 93] se llama Q a este conjunto; se le da el nombre de “dodecaedro mégico” en
[Penrose 93, 94 b]; como ya hemos usado la letra P para designar los TNCSs descubiertos por Peres, [o
lamaremos Q-40.
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El dodecaedro magico y sus subconjuntos
b. Q-40: el “dodecaedro magico”

El “dodecaedro mdgico” ¢ Q-40 es un TNCS de 40 direcciones en dimensién 4
descubierto por Roger Penrose [Penrose 92, 93, 94 a, b)30 y posteriormente estudiado
por Jason Zimba [Zimba 93], [Zimba-Penrose 93]. El método seguido para su
construccion y la demostracién de su no-coloreabilidad suponen una aproximacién
original al problema de obtener conjuntos no-coloreables y subrayan, una vez mis, el
papel que juegan las construcciones geométricas en estos problemas. Dada la
complejidad de los argumentos originales, su explicacién detallada requeriria mas
espacio del que se le puede dedicar en un trabajo de esta naturaleza; por ello nos
limitaremos a presentar lo esencial, de forma que podamos comparar Q-40 con los
conjuntos obtenidos en otras secciones. En relacion con el esfuerzo e ingenio invertidos
en esta demostracién, la sencillez de otras pruebas, en especial la que veremos en la

seccion (g), resulta aun més llamativa.

(Q-40 es un conjunto de 40 proposiciones en el espacio de Hilbert de dimensién 4
que representa los estados de espin de una particula individual de espin 3/2. Toda la
construccién de Q-40 parte de la observacion de que el rayo que representa el estado
propio de la componente de espin segin el vector unitario m con autovalor +1/2
(h:=1), IS,;, = +1/2), es ortogonal al rayo que representa un estado similar segin el

vector unitario 1, |S; = +1 /2), siempre que m-n =1/3, es decir, si los vectores m y n
subtienden un dangulo & = arcos(l/3). Equivalentemente diremos que las proposiciones
correspondientes (los proyectores ﬁﬁzlSﬁ:+ll2)<S,ﬁ:+l/2|,
2= |Sﬁ = +1/2)(Sﬁ = +1/2|) son compatibles (ortogonales) en ese caso’!. En adelante

hablaremos s6lo de proposiciones (y no de proyectores, estados o rayos).

30 [Penrose 92] es una conferencia que dio Penrose en el CERN (en honor a Bell) en 1991 {después
de la conferencia de Copenhague en la que Penrose se interesé por el significado geométrico de las
demostraciones de Peres; ver las notas 42 y 45); Emilio Santos (comunicacion particular) recuerda una
conferencia similar en Cesena, también en 1991 (conferencia que no se incluyé en los correspondientes
“proceedings”). Quizd también se describen estos resultados en [Penrose 94 a], pero no he tenido acceso
a esta referencia.

ST En Jos trabajos de Penrose y Zimba todas las relaciones de ortogonalidad existentes entre los
elementos de Q-4 se demuestran usando la representacién dec Majorana de los estados puros de espin de
una particula de espin 3/2. La representacién de Majorana de un estado de espin de una particula de espin
372 esencialmente reemplaza cada rayo tetradimensional por tres puntos sobre una esfera tridimensional de
radio unidad. Sobre la representacién de Majorana véase {Majorana 32], [Penrose-Rindler 84}. Sobre la

traduceidn sobre la representacion de Majorana de las relaciones de ortogonalidad entre estados de espin
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En el siguiente paso se introduce el dodecaedro que da nombre a la construccidn.

Necesitaremos la siguiente definicién:

Definicion: Diremos que dos vértices A y B de un dodecaedro son casi-adyacentes
si ambos son adyacentes a un tercero C. Notese que dos vértices casi-adyacentes de un
dodecaedro son vértices adyacentes de uno de los 5 cubos inscritos en el dodecaedro

compartiendo 8 de sus 20 vértices; ver la figura 2. 15.

<

Fig. 2. 15. Uno de los cinco cubos inscritos en un dodecaedro compartiendo 8 de sus
20 vértices. Nétese que dos vértices adyacentes del cubo corresponden a dos vértices

casi-adyacentes del dodecaedro.

La observacion importante para relacionar la compatibilidad de proposiciones con la
geometria del dodecaedro es que & = arcos(1/3) es precisamente el angulo que forman
los vectores que unen el centro de un dodecaedro con dos de sus vértices casi-
adyacentes.

$ 2 172 véase [Penrose 94 b], pp. 301-304 (pp. 321-325 de la versién en castellano). En particular, la

demostracién de que IS.;, = +1 /2) es ortogonal a |Sﬁ =+l /2) si m- i =1/3, puede encontrarse en

[Zimba-Penrose 93], pp. 700-702; y [Penrose 94 b], p. 304 (pp. 324-325 de 1a version en castellano).
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Definicion: Llamaremos proposicién explicita asociada al vértice U a una
proposicién del tipo: “la componente de espin segtin el vector que une el centro del
dodecaedro con el vértice U tiene valor +1/2”.

Podemos pues asociar una proposicién explicita a cada uno de los 20 vértices de un
dodecaedro. El siguiente paso en la construccién consiste en advertir es que las tres
proposiciones explicitas asociadas a los tres vértices adyacentes a un vértice V, son
mutuamente compatibles (ya que son mutuamente casi-adyacentes). Podemos pues,
completar una tétrada de proposiciones mutuamente compatibles afiadiendo a esas tres
proposiciones explicitas una cuarta proposicién implicita asociada al vértice V, definida

de la manera siguiente:

Definicion: Llamaremos proposicion implicitas asoctada al vértice V a una
proposicidn del tipo: “las componentes de espin en ninguna de las tres direcciones que
unen el centro del dodecaedro con los tres vértices adyacentes al vértice V tiene valor
+1727.

QQ-40 es el conjunto formado por las 20 proposiciones explicitas y las 20 implicitas
que se pueden asociar a los 20 vértices de un dodecaedro. Antes de completar las

relaciones de compatibilidad entre proposiciones, necesitaremos la siguiente definicion:

Definicion: Diremos que dos vértices A y B de un dodecaedro son casi-casi-
adyacentes si ocurre que: A es adyacente a C, B es adyacente a D, y C es adyacente a
D. Nétese que dos vértices casi-casi-adyacentes de un dodecaedro son vértices
adyacentes de uno de los 10 tetraedros inscritos en el dodecaedro compartiendo 4 de sus

20 vértices; ver la figura 2. 16.
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Fig. 2. 16. Uno de los 10 tetraedros inscritos en un dodecaedro compartiendo 4 de
sus 20 vértices, Notese que dos vértices adyacentes del tetraedro corresponden a dos

vértices casi-casi-adyacentes del dodecaedro.

Se puede demostrar con ayuda de la representacién de Majorana que cada

proposicidn explicita asociada a uno de los vértices del dodecaedro es compatible con:

(1) la implicita asociada al mismo vértice32,

(2) 1a explicita asociada al vértice antipoda3?,

(3) la implicita asociada al vértice antipoda4,

(4) las 3 implicitas asociadas a sus 3 vértices adyacentes3, y

(5) las 6 explicitas asociadas a sus 6 vértices casi-adyacentes36;

y andlogamente, que cada proposicion implicita es compatible con:

32 [Zimba 93); [ Zimba-Penrose 93], p. 709.

53 [Penrose 92]; [Zimba 93); [Zimba-Penrose 93], pp. 703-704; [Penrose 94 b}, pp. 301-304 (pp.
321-325 de la versidn en castellano).

34 | Zimba 93}; [Zimba-Penrose 93], p. 709.

35 [Penrose 92]; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], p. 704; [Penrose 94 b], pp. 301-304 (pp. 321-
325 de 1a version en castellano).

36 [Penrose 921; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], pp. 700-702; [Penrose 94 b], pp. 301-304 (pp.

321-325 de 1a version en castellano).
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{17) la explicita asociada al mismo vértice,

(2’) 1a implicita asociada al vértice antipoda,

(3") laexplicita asociada al vértice antipoda,

(4°) las 3 explicitas asociadas a sus 3 vértices adyacentes, y

(6) las 6 implicitas asociadas a sus 6 vértices casi-casi-adyacentes3”.

Es decir, cada proposicion es compatible con otras 12. Ademds es posible formar 40
tétradas diferentes de proposiciones mutuamente compatibles:

—20 formadas por una proposicién implicita y las 3 explicitas asociadas a sus 3
vértices adyacentes.

-—10 formadas por las proposiciones explicita e implicita asociadas a un mismo
vértice y las proposiciones explicita e implicita asociadas al vértice antipoda.

—10 formadas por las 4 proposiciones implicitas asociadas a 4 vértices mutuamente

casi-casi-adyacentes (una por cada tetraedro inscrito en el dodecaedro)”8.

57 {Zimba-Penrose 93], p. 709.
38 1,05 10 tetraedros inscritos en el dodecaedro son, de acuerdo con la nomenclatura de la figura 2.
17, los de vértices AC*[J*, AD*G*H, BE*H*I, BD*F*I, CE*FG*, y los 5 cuyos vértices son

antipodas de los 5 anteriores.
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Por motivos de utilidad posterior, nombremos los 20 vértices de un dodecaedro de
acuerdo al siguiente criterio: Sean A, B, C, D, E los vértices de una de sus caras
pentagonales, descritos ciclicamente, y sean F, G, H, 1, J, los vértices adyacentes a

cada uno de ellos. Sean A*, ..., J* los vértices antipodas respectivos; ver la figura 2.
17.

Fig. 2. 17. Nomenclatura para los 20 vértices de un dodecaedro: A* representa la el

vértice antipoda de A, y andlogamente para las demas letras.

Habiendo nombrado los vértices del dodecaedro de la forma anterior podemos
denotar las 40 proposiciones de Q-40 de la manera siguiente: “A” representa la
proposicidn explicita asociada al vértice A, “A*” la proposicién explicita asociada al
vértice A*, “a” la proposicién implicita asociada al vértice A, y “a*” la proposicién
implicita asociada al vértice A*. Con esa nomenclatura y las reglas antes enumeradas de
compatibilidad entre proposiciones, en la figura 2. 18 se recogen explicitamente todas
las relaciones de compatibilidad entre las proposiciones de Q-40.

Para demostrar la no-coloreabilidad de Q-40 sélo son necesarias las relaciones de
compatibilidad que antes hemos llamado 2, 4 (o sus reciprocas 2° y 4’) y 5. Esta
demostracion puede encontrarse en [Penrose 92]; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], pp.
707-708; {Penrose 94 b], pp. 300-301 (pp. 320-321 de la versién en castellano).
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Fig. 2. 18. Relaciones de ortogonalidad completas entre las 40 proposiciones de Q-
4039, Un punto negro en la confluencia de las rectas que salen de dos proposiciones
quiere decir que esas proposiciones son ortogonales. La notacion para las proposiciones
es la descrita en el texto: mayusculas para proposiciones explicitas y mimisculas para

proposiciones 1mplicitas. La notacién para los vértices es la descrita en la figura 2. 17.

39 Como se sefiala en [Zimba-Penrose 93], p. 710, una de las propiedades curiosas de Q-40 es que
dos tétradas de proposiciones mutuamente compatibles comparten a lo sumo una de las proposiciones.
Mas adelante veremos que en P-24 hay tétradas que comparten dos proposiciones (luego P-24 no estd
contenido en Q-40). En la seccién 2. 4. 3. g volveremos sobre esta forma de expresar las relaciones de
compatibilidad entre proposiciones (o, equivalentemente, de ortogonalidad entre direcciones), ligeramente

diferente de los diagramas de KS y los diagramas de ortogonatidad empleados hasta ahora.




2. 4. Otras demostraciones aditivas 73

Una tltima observacién: El conjunto Q-40 contiene direcciones con componentes
complejas por la propia forma de construirlo a partir de estados de espin (expresados en
la base habitual [Schiff 68}, p. 203) propios con autovalor +1/2 segiin vectores
apuntando a los vértices de un dodecaedro. En principio podria pensarse que se podrian
implementar las mismas relaciones de ortogonalidad con direcciones tetradimensionales

de componentes reales pero esto no es asi®0.

c. Z-28

Estudiando las relaciones de ortogonalidad completas de Q-40, Zimba [Zimba 93],
[Zimba-Penrose 93] descubrié que existen subconjuntos no-coloreables de Q-40 de 28
elementos. Especificamente los subconjuntos criticos que descubrié Zimba son los que
contiene las 20 proposiciones explicitas y 8 proposiciones implicitas asociadas a los
vértices uno de los cinco cubos inscritos en el dodecaedro®!. Nos referiremos
genéricamente a cllos por Z-28. El argumento de Zimba para sospechar que Q-40
contiene subconjuntos criticos no-coloreables puede encontrarse en [Zimba 93] y
[Zimba-Penrose 93], pp. 710-715. La demostracién de que los Z-28 son no-coloreables
puede encontrarse en [Zimba 93] y [Zimba-Penrose 93], pp. 715-716.

d. Otros subconjuntos de Q-40 de 28 elementos

Considerando todas las relaciones de ortogonalidad de Q-40 hemos comprobado por
ordenador que Q-40 es no-coloreable pero no-critico y que no existen subconjuntos no-
coloreables de Q-40 con menos de 28 elementos. Sin embargo, hemos encontrado
muchos mds subconjuntos con 28 elementos de los que sefala Zimba; de hecho, hemos
encontrado subconjuntos no-coloreables con cualquiera de las combinaciones posibles
en nimero de proposiciones explicitas e implicitas que sumen 28: ademés de los 5
conjuntos Z-28 (con 20 proposiciones explicitas y 8 implicitas correspondientes a los
vértices de un cubo), hemos hallado conjuntos con 19 explicitas y 9 implicitas, 18
explicitas y 10 implicitas, etc. En particular, hay 5 conjuntos que son exactamente el

negativo de los descubertos por Zimba: los nuestros tienen 8 proposiciones explicitas y

60 [Zimba-Penrose 93], p. 698: “[Q-40] is the first that has been shown [Penrose 92] to be

essentially complex—that is, it cannot be expressed solely in terms of vectors with real components
(...) we remark that Penrose’s set of 33 rays in three dimensions [Penrose 92] is also complex, whereas
the other configurations listed {P-33, P-24, CK-31] can all be given in terms of real vectors.”

61 Con la notacién de la figura 2. 17, los 5 cubos son los de vértices ACIJ (y sus antipodas),
ADGH (id.), BDFIJ (id.), BEHI (id.), CEFG (id.)
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20 implicitas; en cada uno de ellos las 8 proposiciones explicitas estan asociadas a los
vértices de uno de los cubos inscritos en el dodecaedro.

El teseracto cudntico y sus subconjuntos
e. P-24: el “teseracto cuantico”

Llamaremos P-24 a cualquier conjunto de 24 direcciones que tenga las mismas
relaciones de ortogonalidad que el conjunto de 24 direcciones cuyos cosenos directores
al cuadrado son una de las combinaciones 0+0+0+1=0+0+ + s =1+1+5+1y
todas sus permutaciones. P-24 es un TNCS, y fue obtenido originalmente por Peres de
un modo distinto al que sugeriremos a continuacién (sobre cémo lo hizo Peres, ver la
nota 42 y la Sec. 2. 6. 1). Aqui, nuestra forma de llegar a P-24 es la siguiente:
Supongamos que estamos buscando un TNCS en dimensién 4; en dimensién 3 vimos
que las 13 direcciones “relevantes” de un cubo (que contenian 6 DPSs del tipo KS-8)
jugaban un papel fundamental en la construccién de P-33 (que podia interpretarse como
las direcciones relevantes de tres cubos rotados) y de los conjuntos CK-31; asi que

empezaremos por considerar el andlogo en dimensién 4 de ese conjunto de direcciones.
Recordemos primero que esas direcciones eran:

{(a) Las 3 direcciones que se obtienen al unir el centro del cubo —que suponiamos en
el punto (0, 0, 0)— con los centros de las 3 caras (figura 2. 19, izquierda) [si los ejes
son perpendiculares a las caras, esas direcciones se pueden representar por vectores con
una componente ! y dos 0’s: (1,0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1)].

(b) Las 6 direcciones que se obtienen al unir el centro del cubo con los centros de las
12 aristas (figura 2. 19, centro) [direcciones que se pueden representar por vectores con
dos U's (+1’s y/fo —1"s) y un O: (1, 1, 0), (1, -1, 0), (1, O, 1), (1, 0, -1), (O, 1, 1), (O,
I, -1)].

(c) Las 4 direcciones que se obtienen al unir el centro del cubo con los 8 vértices
(figura 2. 19, derecha) [direcciones que se pueden representar por vectores con todo 1°s
(+],S y/O _],S): (13 17 1)! (1s 1, —1)9 (ls ”_15 1)9 (_l: 19 1)]'
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<1

Fig. 2. 19. (a) Centros de cara (izquierda), (b) centros de arista (centro), y (c) vértices

(derecha) de un cubo.
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Fig. 2. 20. Proyeccién tridimensional de un teseracto. Los puntos en gris mas claro
representan centros de hipercaras opuestas, los puntos en gris mds oscuro representan

centros de caras opuestas, y los puntos negros representan vértices opuestos.

El andlogo tetradimensional del cubo tridimensional es lo que se llama un
teseracto®2; ver la figura 2. 20.

62 Un teseracto o hipercubo tetradimensional es un politopo (una figura geométrica limitada por
porciones de lineas, planos o hiperplanos; es decir, la generalizacién n-dimensional del concepto de

poligono bidimensional y de poliedro tridimensional) de § hipercaras (hexaedros, esto es, cubos
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Fig. 2. 21. (a) Centros de hipercara (izquierda), (b) centros de cara (centro), y (c)
vértices (derecha) de un teseracto.

Siguiendo con la analogia, nos fijaremos en las siguientes 24 direcciones

“relevantes” del teseracto:

(a) las 4 direcciones que se obtienen al unir el centro del teseracto —que
supondremos en el punto (0, 0, 0, 0)— con los centros de las 8 hipercaras (figura 2.
21, izquierda) [eligiendo adecuadamente los ejes, estas direcciones se pueden
representar por vectores con una componente 1y las demds cero: (1,0, 0, 0), (0, 1, 0,
0), (0,0, 1,0y (0, 0,0, 1],

(b) las 12 direcciones que se obtienen al unir el centro del teseracto con los centros
de las 24 caras (figura 2. 21, centro) [direcciones que se pueden representar por
vectores con dos 1’s (+1’s yfo ~1’s) y dos 0’s: (1, 1, 0, 0), (1, -1, 0, 0}, (0, 0, 1, 1),
0,0,1,-1),(1,0,1,0), (0, 1,0, 1), (1,0, -1, 0), (0, 1,0, =-D), (1, 0,0, ), (1, O,
0,-1), (0, 1, 1,0, (0, 1, -1,0],

tridimensionales), 24 caras (cuadrados bidimensionales), 32 aristas y 16 vértices; ver [Manning 141, pp.
239-241, 290-291, [Sommerville 29}, pp. 170-171, [Coxeter 48], p. 123. Se puede visualizar
proyectandolo en el espacio tridimensional de cuatro formas, descritas por primera vez en [Hall 93],
segun se de prioridad a vértices, aristas, caras o hipercaras. En la figura 2. 20 se presenta la proyeccién
“hipercara primero” [Coxeter 48], p. 243, que es la mds habitual, {Sommerville 29], p. 178; en ella, dos
de los 8 cubos son los cubos externo e interno de la figura, v los otros 6 aparecen en perspectiva como
troncos de pirdmide; los 24 cuadrados aparecen en la proyeccidn como 12 cuadrados (en perspectiva) y 12
trapecios. Un ejemplo de un teseracto proyectado tridimensionaimente es (esencialmente) el monumento
a la Constitucién que hay frente al Museo de Ciencias Naturales en Madrid. Para hacerse una idea mejor
de lo que realmente “es” un teseracto, en [Dewdney 86] se describe un programa de ordenador para
visualizar {mediante proyecciones tridimensionales que a su vez se representan en el plano mediante las

ieyes de la perspectiva) las rotaciones (en un espacio tetradimensionat) de un teseracto.
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(c) las 8 direcciones que se obtienen al unir el centro del teseracto con los 16
vértices (figura 2. 21, derecha) [direcciones que se pueden representar por vectores con
todo 1’s (+1’s y/o =1’s): (1, 1, 1, 1), (1,-1, 1, -1), (1, 1, -1, =1), (1, -1, -1, 1), (1,
1, 1,=D, (1,1, =1, D, (1, -1, 1, 1), (-1, 1, 1, 1)]63,

Vamos a probar que P-24 es efectivamente no-coloreable. En las secciones (f) y (g)
veremos que P-24 contiene sendos TNCS, lo cual nos asegura que P-24 es un TNCS,
sin embargo, también puede hacerse otra demostracion usando un argumento de simetria
andlogo al descrito para P-33. El argumento se basa en que eleccion explicita de
direcciones que hemos hecho para P-24 es invariante bajo el intercambio de los ejes
cartesianos y bajo los cambios de signo de cada eje; ello permite asignar arbitrariamente,
sin pérdida de generalidad, el valor | a una de las cuatro direcciones mutuamente
ortogonales de tipo (a), a otra direccidén de tipo (b) no ortogonal a la anterior, y a una

tercera de tipo (¢) no ortogonal a la anterior.

Tétrada ortogonal Otros vectores ortogonales al primero
1000 0100 0010 000! | 0011 OOl-f 0101 0O10-1 0110 01-10
1100 1-100 0011 001-1 |1-11-1 1-1-11 1-111 —-1111
1111 11-1-1 1-{1-1 1-]-11]10-10 100-1
1010 /0-10 010! 010-1 }11-11
111-1 7/-{1 1-111 1111 ] 1001
0110 01-10 100-1 1001

Tabla 2. 2. Demostracion de que P-24 es un TNCS. La contradiccién surge en la

tltima linea (en la que los cuatro vectores ortogonales han aparecido ya con valor cero).

63 En {Peres 93], p. 201, se dice que “the 24 rays are orthogonal to the faces of the regular polytope
known as the 24-cell”; esto no es correcto; lo que sucede es, [Penrose 92], p. 11, que “the 12 (b) points
- together with their reflections - constitute the 24 vertices of a regular polytope known as a “24-cell”,
made up of 24 regular octahedra, 8 of these octahedra coming together at each vertex (see [Coxeter 48]).
The centres of these octahedra form an exactly similar configuration, these points being given by the (a)
peints, and by the (¢) points at half distance out from the origin (and by the reflections of all these
points in the origin).” El 24-celdas tiene 24 hipercaras (octaedros, o bipirdimides, de dos tipos), 96 caras
(tridngulos equildteros), 96 aristas y 24 vértices; véase [Manning 14], pp. 295-297, [Sommerville 29],
pp- 171-172, [Coxeter 48], pp. 148-149 y (cuatro proyecciones distintas en) p. 243. Para ver la relacién
entre Ia interpretacién geoméirica de P-24 que propone Penrose (con el 24-celdas) y la nuestra (con el
teseracto), téngase en cuenta que los 8 centros de hipercaras y los 16 vértices del teseracto son vértices
del 24-celdas, [Sommerville 291, p. 179.
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La tabla 2. 2 prueba la no-coloreabilidad de P-24 para una asignacidn arbitraria de
partida. Analogamente al caso de la demostracidn para P-33, en la tabla 2. 1, los cuatro
primeros vectores de cada fila forman una tétrada ortogonal; los siguientes vectores son
ortogonales al primero de la correspondiente fila (al que se asigna el valor 1), y las
cursivas indican que el vector ya ha aparecido antes en la tabla. Se elige asignar el valor
1 a] primer vector de las tres primeras filas. Por tanto, los restantes vectores de las tres
primeras filas han de tener el valor 0. Las tétradas ortogonales de ia cuarta y quinta filas
estdn formadas cada una de ellas por tres vectores que ya han aparecido antes en la tabla
y a los que se ha asignado el valor 0. Consecuentemente hay que asignar el valor 1 al
cuarto de los vectores {el que ocupa el primer lugar en las filas cuarta y quinta). La
contradiccion surge entre la primera linea (en la que se ha elegido que 0110 tenga el

valor 0) y la dltima (en la que 0110 ha de tener valor 1)54.

64 Tanto en [Peres 91], como en [Peres 93], p- 201, se afirma que la contradiccién puede evitarse si
se elimina una sola de las 24 direcciones, es decir se dice que el conjunto de 24 es critico. Eso no es
correcto, como se verd a continuacién, En la lista de erratas sobre su libro que Peres envia (20 de marzo
de 1996), dice: “Table 7-2 p. 201 is now superseded: it is possible to find “uncolorable” sets with only
20 rays: see [Kernaghan 94}, or even 18 rays: see {Cabello-Estebaranz-Garcia Alcaine 96 a}. En la
reimpresién de 1995 de [Peres 93] ya estd corregido esle punto y, en la p. 201, hay una nueva tabla con

Tos 20 rayos de [Kernaghan 94].
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Entre esos 24 vectores hay 108 parejas ortogonales (tantas como puntos negros y
segmentos con circulos grises en ambos extremos) y 24 tétradas ortogonales (tantas

como rectidngulos en trazo grueso y segmentos conteniendo cuatro circulos grises).

R T Y P N e

5 6 7 8 9 10 11 12
—P —g o —3—¢
—0 —— p P—P—}—
o—Q — — ! —@—}—
AP} —— p ——@
- ¢ — :1 Q- PP
ﬁi—- -3 _— 'L @ ——
—® O-—--~P—qF @ p—
i { = —— @ P
—— ¢ P
—p— QD P——
— Q]
—@ O ! L D
Fig. 2. 22, Diagrama de ortogonalidad correspondiente a P-24.
(1, 1,0, 0 9:(1,0,0, 1) 17: (1,1, 1, 1)
(1, -1, 0, 0) 10: (1, 0, 0, 1) 18: (1, -1, 1, 1)
:(0,0,1, 1) 11: (0, 1, 1, 0) 19: (1, 1,-1,-1)
1 (0,0, 1,-1) 12: (0, 1, -1, 0) 20: (1,-1, -1, 1)
(1,0, 1,0) 13: (1,0, 0, 0) 21: (1, 1, 1, -1)
:(0, 1,0, 1) 14: (0, 1,0, 0) 22: (1, 1,-1, 1)
2 (1,0,-1,0) 15: (0,0, 1, O 23: (1,-1,1, 1)
- (0, 1,0, 1) 16: (0, 0, 0, 1) 24: (-1,1, 1, 1)

Cada vector es ortogonal a otros 9 vectores del conjunto.
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f. K-20

EI TNCS de 24 direcciones de Peres no es critico, como demuestra el hecho de que
existen subconjuntos que son también TNCSs; el primero en la literatura es un
subconjunto de 20 vectores debido a Kernaghan [Kernaghan 94]. Este subconjunto, al

que llamaremos K-20, se obtiene eliminando de P-24:

(d) tres direcciones que apunten a los centros de tres caras de una misma hipercara,
por ejemp]09 (1, 15 0, 0)5 (la 05 _11 0), (1; Ov 09 ])a

(e) y la direccién que apunta al vértice de esa misma hipercara por el que no pasa

ninguna de las tres caras anteriores, esto es, {1, -1, 1, ~1).

El conjunto resultante tiene 20 vectores que se pueden combinar en 11 tétradas
ortogonales que dan laugar a las siguientes 11 ecuaciones (las cursivas indican que el

correspondiente vector ha aparecido antes en otra ecuacion):

v(l, 0,0, 0)+v(0, 1, 0, 0)+v(0, 0, 1, 0)+v(0, 0, 0, =1, (2. 56)
v(l, 0,0, )+v(0, 1, 0, 0)+v(0, 0, 1, D+v(0, 0,1, —)=1,  (2.57)
v(l, 0,0, 0)+v(0,0, 1, 0)+v(0, 1, 0, D+v(0, L, 0, —)=1,  (2.58)
v(l, 0,0, 0)+v(0, 0, 0, I)+v(0, 1, 1, 0)+v(0, , =1, O)=1, (2. 59
=L L 1L, D4, =1, 1L, D+v(, I, =1, D+, 1,1, =D=1, (2. 60)
v(—1, I 1, D+v(l, I, =1, D+v(1, 0, [, 0O)+v(0, 1, 0, —1)=1, (2.61)
v(l, =1 1, D+v(l, I, =1, I)+v(0, I, 1, 0)+v(1, 0,0, —I)=1, (2.62)
vl I, =1, +v(l, L 1, —=1)+v(0, 0, 1, N+v(l, =1, 0, 0)=1, (2.63)
v(0, 1, =1, 0)+v(1, 0,0, —)+v(l, 1, |, D+v(l, -1, =1, D=1, (2.64)
v(0, 0, 1, —1)+v(l, =1,0,0)+v(l, 1, 1, D+v(l, 1, =1, =)=1, (2. 65)
v(l, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, D+v(l, I, =1, =1)+v(l, =1, =1, 1)=1. (2. 66)

La demostracion de que es un TNCS es inmediata: la suma de los miembros de la
derecha de (2. 56)-(2. 66) es impar (en concreto 11), mientras que la suma de los
miembros de la izquierda es necesariamente par, porque cada vector aparece dos o

cuatro veces.

g. CEG-18

El hecho de que K-20 (subconjunto de P-24) sea critico (cosa que se puede
comprobar por ordenador) podria inducir a la creencia de que no existen subconjuntos
de P-24 con menos de 20 vectores. Falso: si los hay. De hecho, las situacién es la

siguiente: P-24 tiene subconjuntos no coloreables de 20 vectores: 96 de ellos son
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criticos (uno de ellos es el de Kernaghan) y 240 son no-criticos. Estos tltimos contienen
96 subconjuntos no-criticos de 19 vectores que a su vez contienen 16 subconjuntos

criticos de /8 vectores, [Cabello-Estebaranz-Garcia Alcaine 96 a5,

Consideremos uno de estos conjuntos. Los 18 vectores se pueden combinar en 9
tétradas ortogonales que dan lugar a las siguientes ecuaciones (las cursivas indican, de

nuevo, que el correspondiente vector ha aparecido antes en otra ecuacion):

La demostracién de que es un TNCS es inmediata: la suma de los miembros de la
derecha de (2. 67)-(2. 75) es impar (es 9), mientras que la suma de los miembros de la

izquierda es necesariamente par, porque cada vector aparece dos veces.

65 Geométricamente, estos conjuntos, a los que llamaremos CEG-18, son subconjuntos de las 24
direcciones relevantes del teseracto (ver Fig. 2. 21). Se obtienen eliminando de P-24 una direccidn de

tipo (a), tres direcciones de tipo (b), y dos direcciones de tipo (¢) tal y como se hace en la Fig. 2. a.

Fig. 2. a. Puntos relevantes del teseracto eliminados de P-24 para obtener CEG-18. Izda.: 2 puntos
{una direccién] de tipo (a), centro: 6 puntos [3] de tipo (b), dcha.: 4 puntos [2] de tipo (c).

No es dificil ver que, por simetria, una eliminacién como la de la Fig. 2. a se puede hacer de 16

maneras diferentes.
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Fig. 2. 23. Diagrama de ortogonalidad correspondiente a CEG-18.

1: (1, 1,0,0) 7:(1,0,0, 1) 13: (1, 1, L, D
2: (1, -1, 0, 0) 8:(1,0,0,-1) 14: (1, -1, 1, =)
3:(0,0, 1, 1) 9: (0, 1, -1, 0) 15: (1,1, <1, 1)
4: (1,0, 1, 0) 10: (0, 1, 0, 0) 16: (1, 1, 1, 1)
5:(1,0,-1,0) 11: (0, 0, 1, 0) 17: (1, 1, -1, 1)
6:(0,1,0,-1) 12: (0,0, 0, 1) 18: (-1, 1,1, 1)

Entre esos 18 vectores hay 63 parejas ortogonales (tantas como puntos negros y
segmentos con circulos grises en ambos extremos) y 9 tétradas ortogonales (tantas como

rectangulos en trazo grueso). Cada vector es ortogonal a otros 7 vectores en ¢l conjunto.
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Hasta la fecha no se conoce ninguna demostracién mds econdémica (con menos
direcciones) del teorema de BKS que ésta®.

h. La simplificacion sugerida por Clifton

Rob Clifton%7 ha sugerido una modificacién de las “reglas del juego” que permite
reducir el ndimero de direcciones implicadas en las demostraciones del teorema de BKS.
Hay que hacer énfasis en que la propuesta de Clifton se basa en nuevas reglas y, por
tanto, es una nueva versién de demostraciéon y no es comparable a las anteriores. En
particular, vamos a ver cémo la idea de Clifton permite una demostracién del teorema de
BKS con 14 de los 18 vectores de CEG-18. Los resultados de esta seccidén pertenecen a
[Cabello-Estebaranz-Garcia Alcaine 96 b].

60 Esta sencilla demostracién (obtenida el 22 de noviembre de 1995) ha merecido varias
felicitaciones, por ejemplo: Lucien Hardy, 6 de febrero de 1996: “1 am particularly impressed with the
18 vector proof of Bell-KS. Have you sent copies to Peres, Mermin and Clifton?”; A. Peres, 14 de
febrero de 1996: “I checked your 18-vector proof, and 1 am very much impressed by it. I wonder why
Michael Kernaghan, who did a computer search starting from “my” 24 vectors, missed that set of 187;
A. Peres, en otro mensaje el 14 de febrero: *I sent the list of 18 vectors to Michael Kernaghan, and he
asked me to forward to you his warmest congratulations”; Rob Clifton, 19 de febrero de 1996: “...
congratulations on finding your 18 ray set in 41> — it seems to have eluded everyone but yourselves!”;
M. Kernaghan, 20 de febrero de 1996: “Because of time constraints (to finish my Ph.D.!} I did not get a
chance to check all ways of removing vectors from Peres 24, I could only check that there were no ways
to reduce the 20 that I had found. T am glad that you were able to do this”. M. Kernaghan, 21 de febrero
de 1996, “Your contribution should be of lasting value.” Jeffrey Bub, 21 de febrero de 1996: “T am
writing a book on foundations of quantum mechanics, to be published by Cambridge later this year, and
would like to include a reference to your paper.” Quiza este conjunto tenga ademas alguna otra utilidad;
M. Kernaghan, 20 de febrero: “The (...) purpose was to find a small enough set so that I could use it
easily for working out logical relations among quantum propositions; and this is what T am doing now
(...) for development of quantum computer systems [una de las direcciones de Kernaghan es: Pacific
Quantum Systems, pgs @mars.ark.com, http://mars.ark.com/~pgs]. The logical relations of your 18 are
very beautiful, given the strict parity of the vectors (each occurs twice, etc.)”

67 Comunicacién particular de Clifton del 19 de febrero de 1996. Aparentemente, Clifton ya habia
sugerido esta idea antes, posiblemente a raiz de la publicacidn del conjunto con 20 vectores de
Kernaghan [Kernaghan 943; asi se desprende de una comunicacion de Peres del 20 de febrero: “1 know of
Rob Clifton quasi-KS proofs with fewer vectors but more complicated rules. We were already with
fewer than 20 vectors when I met him and Michael Kernaghan in 1994. According to my personal taste,
if the rules are too complicated, the result is not interesting”. La sugerencia de Clifton estd implicita en
la distincién que se hace en [Fine-Teller 78], p. 634, entre “Sum rule: V(EA[) = ZV(A‘.), for
commuting A”, y “Finite sum rule: v(A+B) =v(A) +v(B), for commuting A and B”; sobre la

“regla de la suma” ver también {Redhead 81, 87].
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El teorema de BKS, recordémoslo, subraya la imposibilidad de las teorias de
variables ocultas que atribuyan respuestas definidas v(u,) a las proposiciones P,

representadas por los proyectores ]“; )(uil satisfaciendo los siguientes requisitos:

(a) En un sistema individual cada proposicion P, tiene un valor finico, 0 (“no”

o 1 (“s{”), que es independiente de cualesquiera otros observables compatibles que

se consideren conjuntamente (no-contextualidad).

(b) Para cada conjunto de proyectores conmutativos de rango 1 cuya suma es la
matriz identidad (en el espacio de Hilbert n-dimensional de los estados del
sistema), el valor de una y sdlo una de las correspondientes proposiciones es I, y

los valores de las restantes n~ 1 proposiciones son 0.

Estas son las “reglas de juego” habituales para determinar si un conjunto es

coloreable o no. Sin embargo, las condiciones (a} y (b) implican una tercera:

(¢) Dados dos conjuntos de proposiciones representadas por proyectores sobre
el mismo subespacio, Z|ui)(u,.|= 2|v,>(vi|, las sumas de los valores deben ser

iguales z v(u,) = Z % (V:).

4

La implicacion es evidente: Si tenemos dos conjuntos diferentes de proyectores que

sumen la matriz identidad, i‘ui)(uj = i|v Jv,|=1, y ambos conjuntos comparten

=1 i=1
un elemento comun, digamos w, =v,, la premisa (a) implica que el valor de la
correspondiente proposicion en ambos conjuntos de proposiciones debe ser el mismo (0
6 1); entonces la premisa (b) implica que la suma de los valores de ambos conjuntos de
proposiciones sobre el subespacio complementario también deben ser iguales (1 6 0,
1 n
respectivamente), ¥ |u,}u,|= Y |v,}v,|. El mismo argumento sc puede usar de nuevo
i=2 i=2

si hay mds vectores comunes.

Eligiendo entre las ecs. (2. 67)-(2. 75) cuatro parejas de ecuaciones, cada pareja con
un vector comun, ¢ igualando las sumas de los valores sobre los subespacios
complementarios a esos vectores comunes, podemos reducir (de muchas maneras) el
sistema a otro con s6lo 5 ecuaciones con 14 vectores, por e¢jemplo (la siguiente eleccion

estd justificada por motivos de conveniencia posterior, como se vera en el capitulo 4),
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v(0,0,1, \)+v(,, L, O, O)+v(, -1, 0,0 =

(2. 76)
v(0, 1, 0, 0)+v(l, 0, 1, O)+v(1, 0, =1, 0)
L, =L =1L, H+v(l, 1,0, 0)+v(0,0,1, I)=
v y+v( ) +v( ) 2. 77)
v, L 1, )+v(i, 0 -1, 0)+v(0, 1, 0, —1)
v(0, 0, 1, 0)+v(0, 1,0 O)+v(,0,0, 1) = 2.78)
v(l, =1, =1, D+v(l, I, 1, })+v(0, 1, -1, O) '
L1, =L D+v(l,0 1, 0)+v(0 1,0 -1)=
v( )+v( )+ v( ) 2.79)

v(l, 1, 1, =D)y+v(l, 0,0 1)+v(0, 1, -1, 0)
v(l, I, ~1, I)+v(l, 1,1, = 1)+v(l, =1,0, 0)+v(0, 0 1, I)=1. (2. 80)
Podemos ahora formular la siguiente version del teorema de BKS:

No existe ningiin conjunto de valores v(w,) que verifiquen las ecs. (2. 76)-(2.
80).

Demostracion. De nuevo se emplea un argumento de paridad: si sumamos esas
cinco ecuaciones, cada valor v(u,) aparece o bien dos veces en el mismo lado de la
ecuacién resultante, con una contribucién par (¢ 6 2), o una vez en cada lado, con
cancelacién de ambas contribuciones; el término adicional 1 en el lado derecho hace que

sea imposible que se satisfaga la ignaldad, g.e.d.

Este conjunto de 14 vectores (o cualquiera de los muchos otros que se pueden
obtener de forma similar) conduce a una demostracion del teorema de BKS basado en el
uso explicito de (c), siguiendo la sugerencia de Clifton. La condicién (¢) es una
consecuencia directa de (a) y (b), y no impone ningin requisito nuevo sobre las
variables ocultas. Su empleo no es un mero artificio para dejar fuera varias
proposiciones cuando se cuenta €l niimero de ellas necesario para la demostracion,
porque no se asume ningudn valor concreto para esas proposiciones que se desechan; la
demostracidn se mantiene, cualesquiera que sean los valores de las proposiciones
omitidas.
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2. 4. 3. Demostraciones aditivas en dimension n>3
a. Introduccion

En esta tesis las demostraciones del teorema de BKS en espacios de Hilbert de
dimensioén mayor que 3, especialmente en espacios de dimensién 4 (como el de los
estados de espin de dos particulas de espin 1/2) y 8 (estados de espin de tres particulas
de espin 1/2) van a jugar un papel fundamental como se verd en el capitulo 4 (donde se
trata el teorema de BKS en sistemas compuestos y su relacién con el teorema de Bell),
Por ello es preciso resolver primero el problema de construir demostraciones finitas del
teorema de BKS en espacios de dimensién superior a 3. Hasta 1991, todos los TNCSs
contemplados en la literatura se referian al caso de espacios de dimensién 3; desde
entonces han aparecido TNCSs en dimensiones 4 {como los que henos visto en las
secciones anteriores) y 8 [Kernaghan-Peres 95], y, como vamos a ver a continuacion,
diversos métodos para obtener TNCSs en dimensién arbitraria. El propésito de las
secctones siguientes serd estudiar estos métodos para construir conjuntos no-coloreables

(DPSs, PNCSs y TNCSs) en cualquier dimensién finita mayor (o igual) que 3.

Empezaremos, en la seccion (b), recordando la primera propuesta sistemética para
construir TNCSs en dimensiones superiores. Este resultado, debido a Jason Zimba y
Roger Penrose, permite construir TNCSs en cualquier dimension salvo, en dimensién
5. En las secciones (¢) y (d) se presenta un procedimiento explicito para construir
(DPSs, PNCSs y) TNCSs en cualquier dimensién (incluso en dimensién 5). El
procedimiento usa el esquema de tres pasos en que descompusimos al principio de este
capitulo la demostracién de Kochen y Specker. Veremos como ese esquema, la
construccion sucesiva de tres tipos de conjuntos, sigue siendo fructifero al aplicarlo en
dimension arbitraria. En las secciones (e) y (f) se prueba otro resultado mucho més
senciilo que permite construir un TNCS en dimensién » a partir de otro en dimension d
{3<d<n<2d). Enlaseccibén (g) se discute como atacar el problema de encontrar los
TNCSs minimos en cada dimensién. Por tltimo, en la seccion (h) se hace una primera
incursidn en el significado fisico de los conjuntos de proyectores en dimensién arbitraria
(recuérdese que uno de los puntos fuertes del articulo de Kochen y Specker de 1967 en
comparacion a otros trabajos, por ejemplo el de Bell, era el identificar los operadores en
dimension 3 con ciertos observables fisicos y dar una receta para su medida, ;qué
sucede en dimensiones superiores?, ;es posible hacer una correspondencia similar entre
operadores y observables?, ;como se miden estos ultimos?); se volverd sobre el

significado fisico de tales conjuntos en el capitulo 4.
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La seccidn (b) coincide esencialmente con la seccidén 6 de [Zimba-Penrose 93], las
secciones (c), (d) y (h) coinciden con, respectivamente, la seccion 3, el apéndice v la
seccion 5 de [Cabello-Garcia Alcaine 96 a], las secciones (e) y (f) coinciden con
[Cabello-Estebaranz-Garcia Alcaine 96 c].

b. El teorema de Zimba y Penrose sobre construccion de TNCSs

En [Zimba-Penrose 93], pp. 716-719, se enuncia un teorema elemental que permite
obtener un TNCS en dimensién 7 + m a partir de dos TNCSs, uno en dimensién n y

otro en dimension m. Este resultado es como sigue.

Sean®3

U={(hys coos th)s ooty ooy 10,,)] 2. 81)

V={, - V) oo (vq], s qu)} (2. 82)

sendos TNCSs en dimensién n y m, respectivamente. Definamos

UxV={u, .., 0,7, ..,¥V]} (2. 83)
donde
o=y, .0, 0, .., 0 (2. 84)
y
v, =(0, ... 0 vy, .., v,) (2. 85)

son vectores en un espacio »n + m dimensional.
Teorema: U *V es un TNCS n + m dimensional.

Demostracién: En un espacio de dimensién z la asignacién un valor (1 6 0) a cada
direccion debe verificar:

(a) Si dos direcciones son ortogonales el producto de los valores asignados a ellas es

68 Salvo cambios minimos, hemos respetado la notacidn del articulo original.



88 Capitulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker

(b) En cualquier conjunto de # direcciones mutuamente ortogonales, la suma de los
valores asignados es mayor que O (de hecho es 1, pero s6lo necesitaremos saber que es
mayor que 0).

Vamos a demostrar que si U *V fuese coloreable, es decir si existiese una aplicacion
v:U*V —={0, 1} que satisfaga (a) y (b), entonces U 6 V serian coloreables, es decir,
existirfan v, : U — {0, 1}, v, : V — {0, 1}, tales que al menos una de ellas satisface (a) y
(b). Por lo tanto, si no existen v, y v, (y eso es asi por la hipdtesis de partida), tampoco
puede existir v. Supongamos que existe v:U*V — {0, 1} satisfaciendo (a) y (b).
Definamos v, : U = {0, I} y v, : V= {0, 1} como

vi(u,)=v(w,), (2. 86)
v(v,)=v(v,). (2. 87)

Para ver que v, satisface (a), consideremos dos vectores ortogonalesen U, u, y u..
Entonces es fécil ver que w; y 1, son ortogonales en U *V, de manera que, como v
satisface (a), v(uv(u;)=0, es decir v,(u;)v,(u;)=0. Por tanto, v, satisface (a).

Andlogamente, v, también satisface (a).

Por otro lado, por la hipdtesis de que U es no-coloreable, debe existir algin conjunto
{u;}7., de n direcciones mutuamente ortogonales en U tal que fi(u)+...+ fi(u;) =0,

Entonces, bajo la hipétesis de que U *V es coloreable, cualquiera que fuera el conjunto
{viYe, de m direcciones mutuamente ortogonales en V, las direcciones

fa),...a, ¥, ...,¥ } formarian un conjunto de n+ m direcciones mutuamente

ortogonales en U/ *V tal que

V@D 4. A v@) +vED+ (V) >0, (2. 88)
¢s decir,

vi@)+.. @)+ v, (v + .+, (v) >0, (2. 89)

y como v, (uf)+ ...+v,(u)=0, entonces v,(v))+...+ vz(vfn) > 0. Pero como esto
seria cierto para cualquier conjun{o {vi}’;;l de direcciones ortogonales de V, llegamos a

que V, deberia satisfacer (b), g.e.d.

Este resultado indica que se pueden combinar dos TNCSs conocidos, uno con p

direcciones en dimensién s, y otro con g direcciones en dimension m, y obtener un
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nuevo TNCS con p+ ¢ direcciones en dimensién n + m%. Como, cuando Zimba y
Penrose escribieron su articulo, sélo se conocian TNCSs en dimensiones 3 y 4, el
teorema anterior dice cémo construir TNCSs en dimension k, siendo & un nimero que
se pueda obtener como suma de un niimero entero de treses mds otro ndmero entero de
cuatros. Es facil ver que cualquier entero k> 5 satisface esa condicion, lo que lleva a
Zimba y Penrose a concluir que existen TNCSs en cualquier espacio de Hilbert de
dimensién finita mayor o igual que 3, “excepto posiblemente en dimensién 57, aungue

“uno sospeche que también lo hay en dimensién 5779,

¢. Construccion en tres pasos de un TNCS en dimension arbitraria

En esta seccion se generaliza a RP", con n 2 3, la construccién original de KS de
un TNCS en RP’.

La construccion procederé en tres pasos. En el primer paso construiremos un
conjunto de direcciones tales que una eleccién particular de color para una de las
direcciones determina el color de otra de las direcciones del conjunto. En el segundo
paso usaremos estos conjuntos para construir otros conjuntos mayores que son no-
coloreables con una eleccion particular de color para una de sus direcciones. Finalmente,
en el tercer paso usaremos este segundo tipo de conjuntos para construir otros conjuntos

todavia mayores que no son coloreables de ninguna manera.
Construccion de un conjunto con una prediccion definida

Definicion: Llamaremos conjunto con una prediccion definida (definite
prediction set, DPS) a un conjunto S = {r,}/_, de direcciones tal que al menos para una
eleccion de valor para una direccion particular r; de §, el valor para otra direccién r, de

S estd determinado por las reglas (A) y (B)7L:

6% De hecho, definiendo & =@'P* y ' =%P', donde P’ es la matriz que permuta las
componentes de @'y V', se podrian obtener hasta (m+ n)! TNCSs distintos, ya que la ortogonalidad de
dos (o n) direcciones es invariante bajo una misma permutacién de las componentes.

[

70 Zimba y Penrose dicen textualmente: “... we include in Section 6 a simple proof of an
interesting fact, namely that finite non-colourable sets exist in Hilbert spaces of all finite dimensions
n z 3——except possibly for the n =5 case.”, p. 698; frase que se repite en las pp. 716 y 719, La dltima
frase de su articulo es: “Of course, one suspects that there is such a set in [a Hilbert space of dimension
51 as well, p. 719. La seccién 6 de [Zimba-Penrose 93] estd compuesta esencialmente por material de
[Zimba 93],

71 Admitiremos que también son DPSs aquellos que hacen una prediccién definida sobre el valor de
una direccién r, de S siempre y cuando se parta de una eleccién particular de valores para varias
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(A) Dos direcciones ortogonales no pueden tener ambas el valor 1 (el color
“blanco™).

(B) En cualquier conjunto de n direcciones mutuamente ortogonales en dimension n,

no todas pueden tener el valor O (el color “negro™).

Lema [: En RP", con n23, existen conjuntos S={r,},, tales que
wWr;)=1= v(r;)=1 si 1, y r, subtienden un dngulo ¢ menor o igual que un cierto
valor que ya discutiremos mds adelante; cualquier conjunto de este tipo es un ejemplo de
DPS.

Demostracion: Construyamos explicitamente un conjunto con las propiedades

arriba mencionadas; para simplificar la notacién omitiremos los coeficientes de
. ., = 7
normalizacién en algunos de los vectores. Sea S={r }'=' ', donde

[
r,=(1,0,0,0,...,0),
r, =(0, cosex, sinex, 0,..., 0), i, =(cot¢,1, —cotex, 0, ..., 0),
r, =(tan¢ cosecor, —sinw, cost, 0,..., 0); I, 1, y r, se obtienen, respectivamente,
apartirde r,, r, y r,, reemplazando ¢ — f,con a = f§; @, B # pm /2, con p entero;
r, . =(sin¢, —cos¢,0,0,...,0}, r,., =(0,0,1,0,...,0), ¥

I, ., =(cosg, sing, 0,0,...,0). Si nz4, {r}_' son direcciones de la forma

+6

r,=(0,0,0,a,,...,a,),cona_,=1ly a,.:O st ji—4.

direcciones {r,} de S, suponiendo que tales elecciones se pueda implementar mediante un estado fisico.
Por ejemplo, si preparamos un sistema en un estado cudntico describible por el vector (1, 0, 0) (que
representa, por ejemplo, el estado de espin de una particula de espin | propio de S, con autovalor +#)
entonces, por definicién, v(l, 0, 0)=1, y entonces, por ortogonalidad, v(0, 1, 0) =0 y también
v(0, 1, 1y=0; por tanto, la eleccion v(0, t, 0)=v(0, I, 1) =0 seria una eleccién de partida vdlida

para un DPS. Ver la nota 28,
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Fig. 2. 24. Una eleccién particular de colores para el DPS de n + 7 direcciones.

La figura 2. 24 representa las direcciones del conjunto Sy sus relaciones de
ortogonalidad. Cada punto representa una direccién, excepto el punto {r,.}:;;4 que
representa n — 3 direcciones {en el caso n =3 este punto no existe). Los puntos que
estdn sobre 1a misma recta representan direcciones mutuamente ortogonales. Si, como
dijimos antes, coloreamos de “blanco” las direcciones con valor | y de “negro” las
direcciones con valor 0, la figura 2. 24 representa una de las (dos) formas posibles de

asignar valores (colores) a todas las direcciones de S siguiendo las reglas (A) y (B).

Para que la direccion r, sea ortogonal a r, (tal y como se representa en la figura 2.

24), es necesario que
sinersin B cos( — B) =—tan” ¢ . (2. 90)
Y como el miembro izquierdo de (2. 90) estd acotado entre —1/8 y 1, entonces
|o| < arctan(1/4/8). (2. 91)

Para cualquier eleccién de ¢ consistente con esta desigualdad, elegiremos o y 8 de

manera que verifiquen (2. 90).

Con las relaciones de ortogonalidad consideradas en la figura 2. 24, w(r,)=1 (i.e.,
colorear r; de blanco) = v(r,) =v(r,)= {v(r,.)}?;;4 =v(r ..) =0, por (A) (i.e., todas
esas direcciones son negras). Ademas, v(r, )= {v(l‘!.)}:;;4 =0=v(r;) = v(r,), por (A)

y (B). Supbngase (como en la figura 2. 24) v(r;)=1; entonces v(r, ;)= 0, por (A).
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Finalmente {v(r, )}:;g" =0=v(x, ., )=I, por (B). La otra posibilidad (no representada

en la figura 2. 24) es: wr,)=0=v(r)=1=v(r,)=0, por (B) y (A),
respectivamente. Por tanto, v(r5)=v(r7)={v(r,.)}f:34=0:>v(r6):1:>v(rn+5):0,

por (B} y (A). De nuevo, {v(r)}73" =0= w(r

1

)=l ged.

En resumen: usando un conjunto de n + 7 direcciones hemos demostrado que si
y r, (f=n+7) subtienden un dngulo |¢| Sarctan(l/\lg), entonces

vr))=1= v( r,) =1. Este conjunto serd el “eslabon” en los siguientes pasos de nuestra

construccién.
Construccion de un conjunto parcialmente no-coloreable

Definicion: Llamaremos conjunto parcialmente no-coloreable (partially non-
colourable set, PNCS) a un conjunto T de direcciones tales que existe al menos una
eleccion de valor para alguna direccion de T que hace imposible asignar valores al resto
de las direcciones de T siguiendo las reglas (A) y (B).

Lema 2: En RP", con n2>3, se pueden construir PNCSs “encadenando”

adecuadamente varios DPSs.

Demostracion.: Sea S, = {r ,}1_, el conjunto S de la demostracién del lema 1, con la
eleccion particular (como en [Kochen-Specker 67]) ¢ = /10 (compatible con la
restriccion (2. 91) para ¢). Sea S, j=2, ..., 5, el conjunto que se obtiene a partir de
S;_; mediante una rotacién de dngulo 7 /10 en el plano x-y (por tanto r,, =r,, ...,
I, =r,, ,=(0,1,0,...,0),

r,=Rr, ,, (2.92. a)
=R"'r,, (2. 92.b)
donde R es la siguiente matrizn X n
cos( /10) —sin(z/10) ¢ ... O
sin(z /10) cos(x/10) 0O ... O
R= 0 0 I ... 0 (2. 93)
0 0 0o ... 1

Finalmente, definamos T = {r, } = {$, };=].

Aplicando cinco veces la propiedad del conjunto §,
y(r“)zl = v(r”.)(z v(rZI))=1 = v(rzf)(E v(rﬂ)):l =...=> WK, )=1; pero r;, y
I . son ortogonales y por tanto v(r ) yW(r;,) no pueden ser | simuitineamente, de



2. 4. Otras demostraciones aditivas 03

acverdo con (A). Concluimos que 7, con la eleccidn inicial v(r ,)=1, es no-coloreable,

g.e.d.

Nétese que la otra condicién inicial posible, v(r,,)= 0, no determina el resultado
final Wr; ) (de ahi que T sea sdlo parcialmente no-coloreable).

T contiene n + 38 direcciones diferentes. Esto es asi porque al nimero de
direcciones que se obtiene multiplicando 5 (el nimero de conjuntos Sen T) por n + 7 (el

nimero de direcciones en §), le tenemos que restar: cuatro direcciones, porque
L. =T, J=l .., 4; otras 4(n—2) direcciones, porque r, =r;,,,, con

Jj=1L ... 4,y k=8 ....n+4 y n+6;yotradireccion porque I, =ry, ., (Como se

puede comprobar usando 5. b).
Construccion de un conjunto totalmente no coloreable

Definicion: l.lamaremos conjunto totalmente no-coloreable (totally non-
colourable set, TNCS) a un conjunto finito de direcciones que no se puede colorear de

ninguna manera siguiendo las reglas (A) y (B).

Lema 3: En RP", n23, se pueden construir TNCSs “encadenando”
adecuadamente varios PNCSs.

Demostracion: Sea T, ={r,;} el conjunto T de la demostracién del lema 2, que

enlaza las direcciones ortogonales wu,=(1,0,0,...,0=r,, y
u, =(0,1,0,..., 0 =ry,,,; sea I, un conjunto similar que enlaza u, con u, , y

denotemos por U ={r,;,} = {T,}"_ . Entonces

5 =Pr,_ ., (2. 94. a)
=p! s (2.94. b)
donde P es la siguiente matriz » X n
0 0 O 0 1
1 0 0 ¢ 0
Pp=0 t 0 ... 0 0] (2. 95)
0O 0 0 ... 1 0

Usando (2. 92. b) y (2. 94. b), podemos escribir todas las direcciones del conjunto
U={r,,} (i=1,...,n; j=1,...,5: k=1, ...,n+7) como
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r, =P "'R7'r,,, (2. 96)

+7

=1

n

: M 7 [%3 e 1 M :
donde las direcciones {r,,};., son las del “eslabén™ original {r,}: de la

demostracion del lema 1.

A partir de la demostracién del lema 2 y de la identificacién «,, =r 5, ,, vemos
que la eleccién w(r,,)=1 implica w(r,,;)=1, lo que violaria la regla (A). Sin embargo,
si w(r;;)=0 entonces w(r,,) puede ser 1 & 0. En el primer caso,
v(ry,; )=1=w(r,,;,) =1 y esto es, de nuevo, imposible porque violaria (A); de manera
que v(r,,, )= 9. Aplicando el mismo razonamiento a todas las direcciones {r, }..,,
concluimos que wr,,)=0 para todo i=1,...,n. Pero esto es imposible porque

violaria (B); por tanto, U es un TNCS finito, g.e.d.

U contiene 39n direcciones diferentes. Esto es asi porque al nimero de direcciones

que se obtiene multiplicando n (el nimero de conjuntos 7 en U) por #n + 38 (el mimero
de direcciones en T), tenemos que restarle (z —1)n direcciones, porque el conjunto de
direcciones {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} €T., Vi, con i=1,...,n. En

particular, para n =3, U es el conjunto de 117 direcciones considerado por KS.

Si nz=4, ademas de las relaciones de ortogonalidad empleadas en nuestra
demostracién hay otras relaciones de ortogonalidad adicionales entre las direcciones de

U. Es fécil ver, que estas relaciones adicionales no invalidan la demostracién anterior.

Partiendo de DPSs distintos a los hasta ahora considerados, el mismo procedimiento

en tres pasos permite construir otros TNCSs.

d. Otros DPSs, PNCSs y TNCSs en dimension n=>3

Las figuras 2. 25 y 2. 26 representan otros dos posibles DPSs en RP" del tipo
wr;)=1= v(r,) =1. Los convenios son 10s mismos que se emplearon en la figura 2.

24. La eleccion inicial en ambos casos es wr;}=1 (“blanco”). La figura. 2. 25 (la

figura 2. 26) refleja una de las cuatro (cinco) formas posibles de asignar valores

(colores) a las restantes direcciones del conjunto.
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Fig. 2. 25. Una eleccién particular de colores para el DPS de »n + 10 direcciones.

El1 DPS de la figura 2. 25 tiene f = n + 10 direcciones. Las direcciones 1, a r, son
las mismas que en la demostracion del lema 1; la expresion de las direcciones r, ., a

T, ., coincide respectivamente con la de T,

n

; ar, ., enlademostracién del lema 1. Si

(B

. . 7 . . . 4
n24, las direcciones {r,}7 |, coinciden respectivamente con {r,}’; de la

demostracion del lema |. Aparecen tres direcciones nuevas, , =(0,1,0,0,...,0),
Y, =(sincoser, 0, —tan¢p, 0, ..., 0), y r,,, que se obtiene a partir de r, con el
cambio & — [, donde @ # 8 # pr /2, con p entero.

Para que la direccién r, sea ortogonal a r;,, (tal y como se representa en la figura 2.

25), es necesario que
sinasin Bcosocosf=—tan” ¢. (2.97)
Y como el miembro izquierdo de (2. 97) estd acotado entre —1/4 y 1, entonces
|¢| < arctan(1/2). (2. 98)

Para cualquier eleccién de ¢ consistente con esta desigualdad, elegiremos o0 y B de

manera que verifiquen (2. 97).
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Fig. 2. 26. Una eleccion particular de colores para el DPS de n +13 direcciones.

El DPS de la figura 2. 26 tiene f =n+13 direcciones. Las direcciones r, a r,

coinciden con las del parrafo anterior; las direcciones r, en

n+11 ar

n+13 con rn+5 ar

n+7
n+10

la demostracion del lema 1, respectivamente. Si n24, las direcciones {r,}. |,
coinciden con {r,}"_.* de la demostracién del lema 1. Las direcciones restantes son

r,, =(tan¢, 0, sincxcosex, 0, ..., 0), r;, =(0, cosy, siny, 0,..., 0), con

o2 f#y# prl2,conpentero,

r,, =(tan¢ cosec B sec(f —7), —siny, cosy, 0,...,0), y

r,; =(cot¢sin Bcos(B —vy), siny, —cosy, 0, ..., 0).

Para que la direccién r,, sea ortogonal a r,, (tal y como se representa en la figura 2.

26), es necesario gue
singcosorsin fcosy cos(f—y) =—tan’ ¢. (2. 99
Y como el miembro izquierdo de (2. 99) est acotado entre —3+/3/16 y 1, entonces

|¢| < arctan(3"*/4). (2. 100

Para cualquier eleccién de ¢ consistente con esta desigualdad, elegiremos &, f y y de

manera que verifiquen (2. 99).
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Enelcaso n=3, el DPS de la figura 2. 24 es KS-10 (ver la figura 2. 2); el conjunto
de la figura 2. 25 es B-13 (ver la figura 2. 5); y el conjunto de la figura 2. 26 es CG-16
(ver la figura 2. 6)72,

Una propiedad interesante de estos conjuntos es que, con s6lo unas pocas
direcciones mas, el dngulo ¢ entre las direcciones inicial y final, r; y r,, para las que

wr )=1= wr,)=1, es mayor que en el DPS de la figura 2. 24, a saber
|¢| <arctan(172)=0.464 en el conjunto de la figura 2. 25 y
,¢I5arctan(3m/4)=0.518 en el conjunto de la figura 2. 26, versus
|¢| < arctan(1/4/8) = 0.340 en el conjunto de la figura 2. 24. Esto es itil para algunas
de las versiones “probabilisticas” del teorema de BKS, ya que conducen a mayores

discrepancias con la MC.

Estos DPSs también pueden usarse para construir por el método de los tres pasos
otros PNCSs (y a partir de éstos otros TNCSs). Algunos de ellos tienen menos
direcciones que los descritos en la seccién anterior. Por ejemplo, se pueden encadenar
sucesivamente dos conjuntos como los de la figura 2. 25, eligiendo en ambos
¢ = arctan(1/2) (y portanto ¢t = —f8 =7 /4), y luego otros dos conjuntos como los de
lafigura 2. 24, el primero con ¢ = (27 /5)— 2arctan(l/2), y el segundo con ¢ =x /10,
obteniendo un PNCS con n + 34 direcciones (en lugar de n + 38) y luego un TNCS.
Un célculo explicito muestra que ¢l TNCS asi obtenido tiene 96 direcciones si n = 3,
136 direcciones si n =4,y 35n direcciones si n =5 (en lugar de 39n para cualquier #,

como ocurria con el conjunto U de la seccidn anterior).

72 &j eliminamos las tltimas dos direcciones en los DPSs de las figuras 1-3, tenemos otros DPSs
{con f'=n+5, n+8 y n+ll, respectivamente) tales que v(r)=1= v(r,) =0; los dngulos

formados por r, y r,. son m/2—¢, donde ¢ son los dngulos previamente discutidos. En n =3 esos

DPSs son, tespectivamente, KS-8, B-11 y CG-14.
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e. Método recursivo para construir TNCSs en dimensiéon arbitraria

Sea A:={a, ‘,.":l, a,=(a,, ..., a,), un TNCS en dimensién 4. Para todo
n=d+m, 1<m<d, definamos dos conjuntos de vectores n-dimensionales,
B :={b,},., C":={c,}L,, que se obtienen afiadiendo a cada vector a, m componentes
cero a la derecha y a la izquierda, respectivamente; b, :=(qa,, ..., a,,, 0, ..., 0),
¢, =, ..., 0, g, ..., a,). Definamos también los siguientes conjuntos de vectores

: H > f+m . . . f+m ‘o .
n-dimensionales: B:={b}'7,, b,:=0,_ ., C:={c;} L, ¢;:=06_
B:=BuUB={}YI" C:=CuC={c)"

j=1 i=1

Lema: B es coloreable si y sélo si

f+m

Y vib,)=1. 2. 101)

f=1+1

Demostracion: Los conjuntos de d vectores mutuamente ortogonales en A se

convierten en conjuntos de # vectores mutuamente ortogonales en B, compartiendo los
dltimos m vectores, bj €B, j=f+1, ...,f +m. Si se satisface la condicién (2. 101),

podemos colorear B simplemente asignando los valores v(b,)=0, j=1, ..., f; las

condiciones (a) y (b) de la Sec. 2. 4. 2. h se satisfacen automiticamente. Por ¢l
contrario, si (2. 101) no se verifica, entonces v(b,)=0, j=f+1 ....f+m; la

imposibilidad de colorear el conjunto A en dimension d siguiendo (a), (b) implica la
imposibilidad de colorear B en dimensién n, g.e.d.”

El mismo razonamiento se puede aplicar al conjunto C: C es coloreable si y sélo si
Y vie)=1. (2. 102)
j=1

Teorema: D:= B C es un TNCS.

Demostracion. Si d <n <2d, entonces B C =3 las condiciones (2. 101) y (2.

102), necesarias para colorear B y C, implicarian la existencia de dos vectores
mutuamente ortogonales, b, € B, ¢ € C, con valores v(b,) =1, v(¢,)=1; esto impide

que D= Bu ( sea coloreable siguiendo (b); por tanto D es un TNCS, g.e.d.

El nimero g de vectores distintos en el conjunto D es g <2(f +m); el extremo se

alcanza sélo si BN C={J. En general, el conjunto D es no-critico (algunos

73 B es un PNCS: si asignamos el valor v(b,}=1 a un vector cualquiera b, € B, entonces

vib)=0, j=f+1 ...f+m,yBes no-coloreable.
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subconjuntos de D son también TNCSs). En la seccion siguiente, para buscar
subconjuntos criticos emplearemos una generalizacién a dimension arbitraria del
programa de ordenador que aparece en [Peres 93], pp. 209-211 (ver también la seccién
titulada “Computer program for testing Kochen-Specker colourings” en [Kernaghan
95)).

A continuacion presentaremos varios resultados obtenidos este “método n < 2d”, y

los compararemos con {os que se obtienen con otros métodos.

El método n <2d nos permite construir TNCS en cualquier dimensiéon n =4,
partiendo de un TNCS en dimensién 3 (primero nos permite construir un conjunto en
dimensiones 4, 5, y 6; luego nos permite llegar hasta dimensién 12 usando los
conjuntos generados en el primer paso, etc.): podriamos empezar con CK-31, o con P-
33 en dimensién 3; sin embargo, se pueden obtener conjuntos mis pequefios en
dimensiones 7 = 5 empezando por TNCSs en dimensién » = 4. En general, empezando
con un TNCS de f vectores en dimension d, este método produce TNCSs con, como
mucho, g <2*(f +kd) vectores en dimensién 2°d.

Dimension n 5 6 7 8 |

Meétodo n < 2d, empezando de P-| 39 (29) 44 (31) 47 (34) 48 (36)
24en d=4.

Método n <2d, empezandode S,| 31 (29) 35 (32) 37 (34) 38 (36)
(CEG-18)en d=4.

Método de Zimba-Penrose usando
CK-3lend=3y §,en d=4.

62 49 36

Tabla 2. 3. Nimero de vectores de algunos TNCSs en dimensiones 5 a 8 que se
obtienen por distintos métodos. Entre paréntesis estan los cardinales de los
subconjuntos criticos mas pequefios respectivos obtenidos con ordenador. Los récords
en cada dimensién aparecen en negrita (en la siguiente seccidn se dan ejemplos de tales

conjuntos).

La primera fila de la tabla 2. 3 muestra el nimero de vectores de los TNCSs en
dimensiones 5 a 8 que se obtienen partiecndo de P-24 en dimensién n=4. Entre
paréntesis aparecen los cardinales de sus subconjuntos criticos mds pequefios (hallados
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mediante una bisqueda con ordenador). Para n =35, 6, 7 éstos son los actuales récords
(escritos en negrita). En dimensién n =8, el TNCS de 48 vectores que se obtiene con
este método contiene 256 subconjuntos criticos diferentes con 36 vectores igualando el
récord de [Kernaghan-Peres 95]. En la seccién siguiente se incluyen ejemplos explicitos
de TNCSs récord en dimensiones 4 a 8.

Alternativamente podemos empezar a partir de un conjunto CEG-18 particular en
dimensién n =4, al que llamaremos S, (que aparece explicitamente en la seccién
siguiente): entonces el nimero de vectores de los TNCSs resultantes, que se muestra en
la segunda fila de la tabla 2. 3, esta razonablemente préximo al récord en cada
dimension; los cardinales de sus subconjuntos criticos mis pequefios se muestran entre

paréntesis.

El método de Zimba y Penrose (ZP), descrito en la seccidn 2, necesita, en general,
dos TNCSs iniciales (uno en dimensién 3 y otro en dimensién 4}, y no cubre el caso
n =5. Componiendo dos TNCSs con fy g vectores in dimensiones d ¢ m, este método
produce un TNCS con f + g en dimensién d +m, conjunto que es critico si los dos
TNCSs iniciales eran criticos. El nimero de vectores de los conjuntos que se obtienen
con el métado de ZP se incrementa linealmente si la dimension es un maltiplo de la
dimension inicial; partiendo de un conjunto critico con f vectores en dimensién d, el
método de ZP produce conjuntos criticos con hf vectores en dimensidn ad (ndtese que,
aungue esfos conjuntos no contengan ningin subconjunto que sea TNCS, el nimero Af
es solo un limite superior del tamafo de los TNCSs mds pequefios posibles en
dimension id). En particular, partiendo de un CEG-18 particular, el método de ZP
produce 2" conjuntos criticos diferentes con 9x 2**' vectores en dimensién n =2,
k=1, 2, ..., en comparacién con el TNCS no critico con g vectores siendo
9x 28 < g < (9+2k)x 2" que se obtiene por el método n < 2d.

La tercera fila en la tabla 2. 3 representa el nimero de vectores de los TNCSs que se
obtienen con el método de ZP, empezando con los TNCSs mds pequefios conocidos en
dimensiones 3 y 4 (CK-31 y CEG-18). Los TNCSs en dimensiones 6 y 7 asi obtenidos
son mas grandes que los antes discutidos (y no contienen subconjuntos no-coloreables
mas pequefios, porque son criticos). En dimensiéon n=38, empezando por dos
conjuntos CEG-18 el método de ZP produce 256 conjuntos criticos diferentes de 36
vectores (que son los mismos 256 conjuntos récord que se obtenian por el método
n<2d).
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Otros métodos producen conjuntos no-coloreables mayores: En la p. 212 de la
reedicién de 1995 de |Peres 93|74 se construye un TNCS en dimensién  +1 a partir de
uno en d; sélo es necesario un TNCS inictal para llegar de forma recursiva a cualquier
dimensidn r, pero el tamario de tos TNCSs obtenidos crece rdpidamente en general, y es
necesaria una biisqueda con ordenador para evitar conjuntos grandes. Finalmente, el
método de las secciones 3 y 4, la generalizacién a dimension arbitraria de la
construccidn en tres pasos original de Kochen y Specker de la seccién 3, que mostraba
explicitamente la relacion en dimensidn arbitraria entre los distintos tipos de conjuntos
no-coloreables, es, a cambio, muy ineficiente respecto al nimero de vectores que

aparece (96 endimensién n =3, 136en n=4.,y 351 s1 n25).

f. Algunos TNCSs criticos récord en dimensiones 4 a 8

En esta seccidon se presentan ejemplos explicitos de los TNCSs criticos mas
econdnticos conocidos en dimensiones 4 a 8. El primero, en dimensidn 4, es un ejemplo
de CEG-18; los otros tres, en dimensiones 5-8, se han obtenido aplicando el método
n<2d a P-24 y luego buscando, con ordenador, sus subconjuntos criticos mas
pequefios. Para simplificar la notacién hemos expresado los conjuntos en dimensiones

5-8 en términos del de dimension 4.

8,:={(1,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1), (1,~-1,0,0),
(0,1,-1,0), (1,0,1,0). (0,1,0,1), (0,1,0,-1), (1,0,0,1), (1.-f,1,=1), (1,1,-1,-1), (1,
-b=1,1), (1,1,1,=1), (1,1,-1,1), (~1,1,1,1)}. §, es uno de los 16 subconjuntos
criticos de 18 vectores de P-24 (uno de los que hemos llamado CEG-8). Se pueden
formar 9 tétradas de vectores mutuamente ortogonales en términos de los 18 elementos
de §,: cada vector es ortogonal a otros 7 del conjunto y aparece en 2 tétradas (como se
ve en la figura 2. 23). La no-coloreabilidad del conjunto se demuestra mediante un
argumento de paridad: la suma de los valores de cada tétrada es 1; por tanto la suma de
los valores de las 9 tétradas debe ser 9, pero cada valor aparece dos veces y por tanto la
suma es par. Hemos elegido un conjunto diferente al que elegimos en la Sec. 2. 4. 2. g
porque el TNCS en n =15 que se deriva del conjunto de la Sec. 2. 4. 2. g tiene 33
vectores, en lugar de 31 como ocurre empezando con S, .

S;:={(a,0), (Q,a): ae§,}-{(0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0}}. Se pueden formar 16
péntadas de vectores mutuamente ortogonales en términos de tos 29 elementos de §5. 1.a

no-coloreabilidad de S, se puede demostrar mediante un test exhaustivo de ordenador

74 Percs, en una comunicacion del 16 de febrero de 1996, nos hizo notar este afadido a la edicion de

1993 de su libro, ¥ nos envié un archivo post-script de esa pdgina.
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(no hemos encontrado ninguna demostracién analitica de la no-coloreabilidad de éste ni
de los siguientes conjuntos S, y S,). Este es uno de los 120 subconjuntos criticos
similares con 29 vectores del TNCS de 39 vectores que se obtiene (por aplicacién del
método n <2d) a partir de P-24.

S.:={(a,0,0), (0,0.a): ae§, }u{(0,1,0,0,0,0), (1,0,-1,0,0,0),
(1,1,1,1,90,0)}-{(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,0), (1,1,0,0,0,0), (0,0,1,-1,0,0), (1,
-1,~1,1,0,0}, (0,1,0,1,0,0)}; los dos vectores en negrita son los que aparecen cuando
se aplica el método n <2d a P-24, pero no cuando se aplica a §,. Se pueden formar 16
héxadas de vectores mutuamente ortogonales en términos de los 31 elementos de §,. La

no-coloreabilidad de S, se ha demostrado mediante ordenador. Este es uno de los 128

subconjuntos criticos similares con 31 vectores del TNCS de 44 vectores que se obtiene
(por el método n <2) a partir de P-24.

§,:={(a,0,0,0), (0.0,0,a): ae§,}-{(0,0,0,1,0,0,0)}. Se pueden formar 28
héptadas de vectores mutuamente ortogonales en términos de los 34 elementos de §,. La
no-coloreabilidad de S, se ha demostrado con ordenador. Fste es uno de los 144
subconjuntos criticos similares con 34 vectores del TNCS de 47 vectores que se obtiene
(por el método n <2d) a partir de P-24.

8, :={(a,0,0,0,0), (0,0,0,0,a): a S, }. Se pueden construir 81 éctadas de vectores
mutuamente ortogonales en términos de los 36 elementos de S§,; cada vector es
ortogonal a otros 25 del conjunto y pertenece a 18 dctadas. La no-coloreabilidad de S
puede demostrarse mediante un argumento de paridad: el nimero de Sctadas es impar,
pero cada vector aparece un niimero par de veces (ademads, la no-coloreabilidad de S, es

una consecuencia de la no-coloreabilidad de §, y de la aplicacion del método de ZP). S,

es uno de los 256 subconjuntos criticos similares con 36 vectores del TNCS de 48

vectores que se obtiene (por el método n <2d) a partir de P-24.

g. Busqueda de la demostracién minima

Como hemos visto, muchos autores han ido construyendo conjuntos no-coloreables
con cada vez menos direcciones; ;se puede reducir atin mas el nimero de direcciones?
. Cual o cuales son los TNCSs minimos en cada dimensién?. El interés de este problema

es, por lo que sabemos, esencialmente matemitico”?. Este es un problema que estamos

75 por ¢jemplo, Jelirey Bub [Bub 95], p. 1257, dice: “The problem of how small we can make the
set of observables and still generate a Kochen-Specker contradiction is interesting mathematically and

important in reveling struetural features of Hilbert space, but of no immediate significance for the
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estudiando en la actualidad; indicamos a continuacion algunas ideas de como podia

resolverse.

Actualmente con un programa de ordenador se puede comprobar muy rdpidamente si
un cierto conjunto de direcciones es 0 no coloreable (es o no un TNCS). De hecho, lo
unico que comprueban los programas de [Peres 93], pp. 209-211, y [Kernaghan 95] es
si el correspondiente conjunto de relaciones de ortogonalidad es o no coloreable; estos
programas no trabajan con las direcciones explicitas sino con sus relaciones de
ortogonalidad (por ejemplo, no hay que introducir los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0), etc.
sino decirle al programa que el primer vector es ortogonal al segundo, etc.).

Llamaremos a un programa de este tipo un fest de coloreabilidad.

Un problema distinto, pero relacionado con el anterior, es el de si cierto conjunto de
relaciones de ortogonalidad es o no factible (es decir, si esas relaciones de ortogonalidad
son o no implementables por un conjunto de n direcciones en la dimensién
correspondiente). Para resolver este segundo problema también es de ayuda el
ordenador de la manera siguiente: de los 2""™"'* conjuntos de relaciones de
ortogonalidad posibles en principio el ordenador puede descartar aquellos conjuntos
de relaciones de ortogonalidad que contengan subconjuntos no factibles (por ejemplo,
en dimension 3 no puede haber dos direcciones distintas que sean ortogonales a otras
dos que a su vez son ortogonales entre si; ni tampoco puede haber cuatro direcciones
distintas mutuamente ortogonales; ni seis direcciones tales que tres A, B, C, sean
mutuamente ortogonales, las otras tres a, b, ¢ también sean mutuamente ortogonales, y
ademas A es ortogonal a a, B a b, pero C no es ortogonal a c, etc.); cuanto mas
exhaustivas sean las reglas de no-factibilidad y cuanto mayores sean los subconjuntos

que estudia el ordenador, mds cerca estaremos de que los conjuntos que salvan esta

interpretation of quantum mechanical probabilities”; la relacién entre el nimero de direcciones
(proposiciones) y el ndimero de observables en otras demostracionesn de BKS se tratard en la Sec. 2. 6
para el caso de ciertos TNCSs en dimensién 4 y en dimensién 8. El problema, en cierto sentido inverso,
de cudn grande puede hacerse un conjunto de direcciones siendo todavia coloreable si ha sido considerade
interesante por ciertos autores en relacién con interpretaciones alternativas de la MC, en particular en
relacién con las interpretaciones llamadas modales, ver {Bub 951, bibliografia sobre las interpretaciones
maodales se da en la nota 52 del capitulo 3.

76 Este niimero se obtiene de la manera siguiente: un conjunto de relaciones de ortogonalidad entre
#n direcciones se puede representar por una tabla con n entradas horizontales y n verticales; como la
ortogonalidad es una propiedad simétrica y no-reflexiva solo tendremos que rellenar m=n(n—1)/2
casillas de esa tabla —un ejemplo de este tipo de tabla es el que aparece en la figura 2. 18 para Q-40—;
por tanto, el nimero de conjuntos de relaciones de ortogonalidad estd acotado superiormente por el
nimero de variaciones con repeticion de dos elementos (“ortogonal” vy “no ortogonal”) tomados de m en

m.
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criba sean efectivamente factibles”’. A un programa que hace esto lo llamaremos un fest
de factibilidad,

Aplicando ambos tests en cada dimensién podriamos (en principio) encontrar los
TNCS minimos’8. El ultimo paso seria encontrar un ejemplo explicito con direcciones
sencillas y ver si su no-coloreabilidad puede probarse por un argumento méis elegante

(sin recurrir a tests con ordenador).

En resumen, el problema (matemdtico) de encontrar los TNCSs minimos es, en
principio, abordable, aunque sea “a fuerza bruta” (con ayuda de ordenador). Por

supuesto, seria mas deseable encontrar un método elegante de resolverlo’?.

77 Una ordenacién adecuada de las proposiciones (por ejemplo, seglin el nimero de relaciones de
ortogonalidad que tengan) puede evitarnos tener comprobar mds de una vez conjuntos equivalentes de
proposiciones.

78 En particular asi comprobariamos si se puede bajar de i§ direcciones en dimensidn 4. Varios
autores han manifestado su interés por esta cuestion: Por ejemplo, Hardy, e-mail del 6 de febrero de
1996: “Do you think that <18 vectors will be possible?”; Clifton, e-mail del 19 de febrero de 1996: “Do
you have any intuitions about whether 18 rays is the minimum in 4D (i.e. the minimum with respect
to the sum rule applied to orthogonal resolutions of the identity on the whole space only)?”.

79 Los TNCSs construidos por elegantes métodos geométricos (los de KS y Penrose) son elegantes
pero no minimos (a veces ni siquiera econdémicos). Una de las conclusiones de la tesis doctoral de
Kernaghan [Kernaghan 95] es: “One conclusion of this thesis is that the configurations of subspaces of
Hilbert space that support the Kochen-Specker theorem are not characterizable as simple polytopes. On
the basis of earlier results, it is plausible to suggest a characterization. However, I have shown that the
polytope structures of configurations, such as the Coxeter 24-simplex associated with the eigenstates of
the EPR [P-24], contain many smaller configurations sufficient to support a Kochen-Specker argument
[K-20]. This result reveals that it is not trivial to characterize the sets of rays of Hilbert space that

support 2 Kochen-Specker theorem.”
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h. Interpretacion fisica de las demostraciones

Hasta este momento hemos centrado nuestra atencidén en los aspectos matemaéticos

del problema, evitando deliberadamente dos cuestiones fisicamente relevantes:

I. ;Cudl es la interpretacion en términos de proposiciones fisicas de los operadores

de proyeccién que se usan en las demostraciones?

II. ;Cémo se puede medir simultaneamente cualquier conjunto completo de

proposiciones compatibles?

El objetivo de esta seccidn es contestar ambas preguntas. Para ello, primero
revisaremos las interpretaciones fisicas de algunas de las pruebas publicadas; y después
veremos que, aunque en general la respuesta a ambas preguntas no es frivial, existen
sistemas fisicos descritos por espacios de Hilbert de dimension finita arbitraria n > 3 y
medidas factibles, en principio, sobre ellos que permiten implementar las proposiciones
necesarias para la demostracion y medir conjuntamente cualquier conjunto de ellas.

KS [KS 67] sefialaban que en » = 3 existe una aplicacidn biyectiva entre el conjunto
de direcciones r. en RP y el cuadrado de la componente de espin en esa misma
direccién de una particula de espin 1, S”. La relacién es r' ®r, =7 — 22§ (2. 23}, y
tiene la siguiente propiedad: [5’,.2, S‘f] =01, -r,=0. Podemos medir una S?
individual usando aparatos de Stern-Gerlach ordinarios, y una medida conjunta de un
conjunto compieto de este tipo de observables (por ejemplo, una medida conjunta de
Sf, Sf, y S:) puede lograrse mediante un campo electromagnético con simetria
ortorémbica (ver la nota 26). Por tanto el teorema de KS se puede enunciar fisicamente

diciendo que no es posible asignar valores de variables ocultas consistentemente a un
conjunto finito de observables S’ .

En n=4, 20 de los vectores de Q-40 vimos que podian identificarse con
proyectores del tipo P :lSi = hIZ)(S,. = h/2|, donde S, representa la componente de
espin de una particula de espin 3/2 en la direcciénr, (estos proyectores tienen la
propiedad: [P,, ff;] =0 &, 1, =1/3)y los otros 20 con proyectores ortogonales a tres

mutuamente ortogonales del tipo anterior; ver la Sec. 2. 4. 2. b,

Otros TNCS en n=4 y n =28 se han obtenido a partir de proyectores “multi-
dimensionales” (o proyectores de rango mayor que 1, en contraposicién a las
proposiciones “unidimensionales” consideradas hasta ahora); estos conjuntos son no-
coloreables de acuerdo a reglas similares a (A) y (B); ver la Sec. 2. 5. Estos observables

se obtienen como producto tensorial de componentes de espin de varias particulas de
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espin 1/2 (dos particulas para n =4, tres para n = 8). La interpretacién fisica de estos
observables es inmediata, pero la cuestién de la medicién conjunta de todos los
conjuntos compatibles todavia no ha sido resuelta [Peres 92 a]. El teorema de BKS

aplicado a sistemas compuestos se tratard en profundidad en el capitulo 4.

Una vez revisados estos resultados previos, vamos a dar una respuesta a las dos
cuestiones planteadas al principio de esta seccion para el caso de espacios de Hilbert de

dimension arbitraria finita. Esta respuesta se basa en dos resultados.

Primero, un teorema muy conocido de von Neumann [Von Neumann 31] y
Varadarajan [ Varadarajan 62], afirma que dado un conjunto de observables compatibles
{0,}, existe un observable O y un conjunto de funciones Borel {f.} tal que O, = f.(O).
En particular, si {O,} es un conjunto completo de observables compatibles, el
observable O es maximal (no-degenerado)®0. Pero, tal como seftala Jauch [Jauch 681, p.
103, “The significance of this theorem is more mathematical than practical. The reason
is that it is often easy to describe physical arrangements which measure a set of
commuting observables, while it may be practically impossible to describe such an

arrangement for the observable O of which they are all functions.”

Swift y Wright [Swift-Wright 80] proporcionan el segundo resultado importante
para nuestro propdsito: “Modulo the ability to create in the laboratory any
electromagnetic field consistent with Maxwell’s equations, ... using a generalized Stern-
Gerlach apparatus, every Hermitian operator acting on the Hilbert space of a spin-s
particle can be measured and a beam of particles can be produced in the state

corresponding to any given ray in the Hilbert space.”

Ambos resultados nos proporcionan una solucion a las cuestiones planteadas al
inicio de esta seccién. Identificando H” con el espacio de Hilbert de los estados de
espin de una sola particula de espin s=(n —1)/2, obtenemos un ejemplo fisico en el
cual cualquier conjunto completo de proposiciones que aparezca en las demostraciones
del teorema BKS en cualquier dimensién n 2 3 puede expresarse (von Neumann y
Varadarajan) en términos de un Gnico observable maximal, y éste a su vez puede

medirse, al menos en principio (Swift y Wright), usando un Stern-Gerlach

80 [l teorema de von Neumann-Varadarajan no es méds que una extensién del teorema de von
Neumann-Neumark [Von Neumann 31], [Neumark 54], p. 227, que dice que los observables
representados por operadores conmutativos son conmensurables (esto es, se pueden medir conjuntamente
sobre un mismo sistema individual). Una demostracién del teorema de von Neumann-Neumark para

espectro discreto puede encontrarse en [Park-Margenau 68}, pp. 231-232,
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“generalizado” adecuado. Otra solucién a las cuestiones planteadas en esta seccion se
daré en e] capitulo 4, alli con sistemas de varnias particulas.

2. 5. Demostraciones multiplicativas
2. 5. 1. Demostraciones aditivas vs. multiplicativas

Las demostraciones aditivas del teorema de BKS son aquellas que se basan en

resoluciones de la identidad®! como suma de proyectores ortogonales:

d

I=YP, (2. 103)

J=1

¥

[

siendo d es la dimensién del espacio de Hilbert. ““Se basan” quiere decir que los valores
que las variables ocultas asignan a las correspondientes proposiciones cumplen un caso

particular de la condicién (BKS4) que se conoce como la regla de la suma:
d
1=Y v(P).32 (2. 104)
j=1

En tal caso decimos que un conjunto de proposiciones es totalmente no-coloreable si no
existe ninguna asignacién de valores, que verifique las condiciones (BKS1)-(BKS3) y
la regla de la suma.

Las demostraciones multiplicativas®3 del teorema de BKS son aquellas que se
basan en descomposiciones de la identidad como producto de operadores mutuamente
conmutativos:

i=I]¢,. (2. 105)
i

81 Del operador identidad de todo el espacio de Hilbert o del operador identidad de subespacios del
espacio de Hilbert, como propone Clifton. Ver la Sec. 2. 4. 2. h.

82 Ef 1 de la izquierda se justifica porque debe cumplirse (BKS3), v el iinico valor propio de la
matriz identidad es 1.

83 Bl nombre es el que se usa en [Peres 96 b]; la distincidn entre unas y otras estd implicita en la
distincién que se hace en [Fine-Teller 78] entre 1a “Sum rule: V(EA‘.) = Zv(A'.), for commuting
A7, p. 034, y la “Product rule: v(AB) =v(A)v(B), for all commuting A and B.”, p. 635.
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Es decir, los valores que las variables ocultas asignan a los correspondientes
observables®* cumplen otro caso particular distinto de la hipétesis (BKS4) que se llama

la regla del producto:

1= wo,). (2. 106)

Un conjunto de observables permite una demostracion del teorema de BKS si no es
posible asignaries valores de manera que verifiquen (BKS1)-(BKS3) y la regla del
producto.

2. 5. 2. La tabla de Peres-Mermin

En [Peres 90] se presenta una demostracion del teorema de Bell-EPR con “elementos
de realidad recursivos” sobre un sistema de dos particulas de espin 1/2 que veremos en
la Sec. 3. 4. 3; al final de ese articulo hay una nota afiadida durante las pruebas de
imprenta, en la que se comenta una extension de la demostracion propuesta por Mermin;
¢sa misma extension se presenta en [Mermin 90 d]. La propuesta de Mermin permite
convertir la demostracién de Peres del teorema de Bell-EPR con elementos de realidad
recursivos, en una demostracion independiente del estado del teorema de BKS. Esta
demostracidn es el primer ejemplo de una demostracién multiplicativa del teorema de
BKS#3,

La extension de Mermin del argumento de Peres, contiene 9 operadores que forman
6 descomposiciones multiplicativas de la identidad distintas. Esos operadores y sus

descomposiciones los podemos escribir en la siguiente tabla :

6r@I? IY®67Y 6V®67Y =17
I(l) ®6_£2) 6.21) ® 1{2) O"_il) ®O".i2) - I(1+2)

~ ~ ~l ~ {2 ~(1 (2 TU+2
V®6P V@Y FVREY =]
— I(1+2) — I(1+2) — [(1+2)

Tabla. 2. 4. La tabla de Peres-Mermin.

84 En todos los casos gue consideraremos serdn observables con dos autovalores distintos, ambos
degenerados.
85 Lo que hace Mermin es afiadir a los operadores 6 operadores que considera Peres otros 3:

~(2) ~ {1 ~L2) ~ (Y at)

6';”®01 , 8" ®6 , 6 ®o-y ; ver la Sec. 3. 4. 3.
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En la tabla 2. 4, cada fila y cada columna estd formada por tres operadores
mutuamente conmutativos. Ademds, el producto matricial ordinario de cada fila y de
cada columna da la matriz identidad 4 x4 (que hemos denotado por o ), salvoen la
ultima fila en la que da menos la matriz identidad. Si suponemos las hipétesis (BKS1)-
(BKS3) y la regla del producto, es decir, si dados tres operadores conmutativos A, B,

C tales gue su producto es la identidad,

A

ABC=1, (2. 107)
entonces el producto de los valores de variables ocultas asociados deben satisfacer,
v(AYxv(BYxv(C)=1, (2. 108}

o, analogamente, —1, si el producto de los tres operadores es menos la identidad. Con

estas hipétesis, y leyendo de izquierda a derecha las columnas de latabla | y de arriba a

abajo sus filas, se obtienen las siguientes 6 ecuaciones:

Las ecs. (2. 109)-(2. 114) son incompatibles como prueba el siguiente argumento:
Cada valor (+1 6 —1, por BKS3) aparece dos veces, luego el producto de todos los

lados izquierdos debe ser +1, sin embargo el producto de fos lados derechos es ~1.
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2. 5. 3. La estrella de Mermin

En [Mermin 90 d] se hace una extensién de la demostracién del teorema de Bell-EPR
de GHZ-Mermin que veremos en la Sec. 3. 4. 2, de manera que se convierte en una

demostracién multiplicativa independiente del estado del teorema de BKS86,

Las hipétesis son completamente similares a las de [a seccidn anterior. La extensién
de Mermin se basa en 5 descomposiciones multiplicativas de la identidad, que

representaremos en la figura 2. 27.

Como antes, leyendo 1a figura obtenemos las siguientes 5 ecuaciones:

Las ecs. (2. 115)-(2. 119) son incompatibles, el argumento es el de la seccién anterior:
Cada valor (+1 6 —1) aparece dos veces, luego el producto de todos los lados izquierdos

debe ser +1, sin embargo el producto de los lados derechos es —1.

Desde este punto de vista Ia demostracion de GHZ-Mermin admite una lectura
adicional como una demostracién multiplicativa dependiente del estado del teorema de
BKS#7,

86 Al principio de [Mermin 90 d] se hace la siguiente atribucién de méritos: “The discussion that
follows is inspired by a new version of Bell’s [Bell-EPR] theorem due to Greenberger, Horne, and
Zeilinger (GHZ}), by the observation of [Allen] Stairs [private communication] that GHZ can also be
made the basis for a KS theorem, and by a further simplification of GHZ version of the KS theorem due
to Peres” La tabla de Peres-Mermin y la estrella de Mermin se recogen también en [Bohm-Hiley 93], pp.
118-123. Para una explicacién de por qué la teoria de Bohm clude éste tipo de demostraciones véase
{Dewdney 92, 93], [Pagonis-Clifton 95].

87 Para comparar la estrella de Mermin con la demostracién del teorema de Bell-EPR de GHZ-
Mermin de la Sec. 3. 4. 2, téngase en cuenta que en la Sec. 2. 5. 3 hemos hecho una eleccién de hase

distinta a la que se hace alli. La eleccidn de base de la Sec. 2. 5. 3 es la adecuada para que aparezcan sélo
las compenentes O, © (reales en la representacitn habitual); la eleccion de base de la Sec. 3. 4. 2 es la
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x1

ZXX XXZ X7ZX (¥ XA

z3 x3

Fig. 2. 27. La estrella de Mermin es una estrella de cinco puntas con un operador en
cada interseccion de dos rectas. Los cuatro operadores que estin en una misma recta son
mutuamente conmutativos, y el producto matricial de los cuatro es 1a matriz identidad
8 x 8, salvo en la recta horizontal (1a que contiene los cuatro operadores no-locales) en

la que el producto es menos la matriz identidad. La notacién es:

x1: 60 @1 @[ zxx: 67 @6 ® 61
z1: 6" ® eI xzx: §V' @67 @Y
x2: 1®@6P@1Y xxz: 61" ®6° @Y
22: [V @6V IV zzz: 6" ® 6 @GV

x3: V@I @6

z3: IV® 1Y @6

adecuada para conservar la forma habitual del estado de GHZ-Mermin. La relacién entre ambas bases es
(Sec. 3. 4. 25 8ec. 2. 5. 3): x>z, y—>x, z— y. De esta manera, ¢l estado de GHZ-Mermin

explicitamente considerado en 3. 4. 2 se obtiene deshaciendo el cambio en uno de los 8 vectores propios

comunes a los cuatro operadores no-locales de esta seccidn; ver la ec. (4. 43).
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Notese que, a diferencia de en la tabla de Peres-Mermin, en la estrella de Mermin
todos los operadores no-locales (los operadores zxx, xxz, xzx, zzz) son mutuamente
conmutativos (con lo cual existe una base de vectores propios comunes a cllos; por el
contrario, no existe ningln vector propio comin a los 5 operadores no-locales, xz, zx,

¥y, 2z, xx, de la tabla de Peres-Mermin).

2. 5. 4. Generalizacién a n particulas de espin 1/2

En [Pagonis-Redhead-Clifton 91] se presenta una generalizacion de la estrella de

Mermin a n particulas de espin 17288,

Notacién:

6V®6" @6t
Vs ee"
= A1) o A(2) o A (2. 120)
o, ' ®0"7"®0;
5V ®6% @6

N =N
NN = ow

NSRS N e

Pagonis, Redhead, y Clifton ven que una tabla formada por los operadores no-
locales de (2. 120) y los correspondientes operadores locales (por ejemplo, para la
primera fila de (2. 120), 6" ® @9 Y621, V@I ®a6™) da lugar

a una contradiccion si y sélo si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

(i) L.a diferencia entre ¢l ndmero de z's entre dos filas cualguiera es un nimero par

(esto asegura que los operadores sean conmutativos dos a dos).

(i1) Cada columna tiene un nimero par de x’s y z’s (esto asegura que el producto de

los operadores no-locales por los correspondientes operadores locales sea la identidad).

(111} El producto de las componentes de espin de cada columna es menos la identidad
en un numero impar de columnas (esto asegura que el producto de los operadores no-

locales es menos la identidad).

Llaman contradiccion global a aquella en la que al quitar de una sola particula ya no
resulta una contradiccién (de manera que en una contradiccion global todas las particulas

involucradas lo estan de una forma necesaria).

Consideran cuatro ejemplos de contradiccion global:

88 En el mismo articulo se estudia el limite 7 — oo. Un tratamiento similar se hace en [Cereceda

93],
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(a) Para n=3, 7,11,... la tabla (2. 121) de n+1 operadores no-locales (y sus

correspondientes operadores locales) proporciona una contradiccion global.

X

X
X

Z

X

(2. 121)

(b) Para n impar, n 23, la tabla (2. 122) de cuatro operadores no-locales (y sus

correspondientes operadores locales) proporciona una contradiccion global.

] - = M

X
X
Z
Z

X
X
Z
Z

X
X
Z
Z

(2. 122)

Nétese que en los ejemplos (a) y (b), en el caso n =3 se recuperan los resultados de

la seccidn anterior,

(c) Para n par, n=4, la tabla (2. 123) de 6 operadores no-locales (y sus

correspondientes operadores locales) proporciona una contradiccion global.

Z X X
X X
X Z X
X X 2z
X X X
x Z Z

A

N = o = =

MM W = R R

(2. 123)

(d) Para cualquier n>3 la tabla (2. 124) de 6 operadores no-locales (y sus

correspondientes operadores locales) proporciona una contradiccién global.

Z X X 7 X
Z X X X Zz
Z X X X Xx
X Z X Z X
X X I X Z
Z Z X X

N = N R R

R N R R N

b

WM = N

X
X

=

(2. 124)
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En cada una de esas tablas al multiplicar cada operador no-local por sus
correspondientes operadores locales se obtiene la identidad, y el producto de todos los
operadores no-locales da menos la identidad. Un argumento de paridad como el de las

secciones anteriores revela, en cada caso, la contradiceion.

2. 6. Relacion entre las demostraciones aditivas y
las multiplicativas

2. 6. 1. P-24 a partir de la tabla de Peres-Mermin

Vamos a ilustrar la relacion entre las demostraciones aditivas y las demostraciones
multiplicativas en un caso concreto; veremos como Peres obtuvo el conjunto de 24
proyectores unidimensionales que nosotros llamamos P-24 [Peres 91], a partir de la
tabla de Peres-Mermin de 9 operadores en dimensién 4 [Peres 90}, [Mermin 90 d]. En
la tabla de Peres-Mermin hay 6 conjuntos completos de operadores conmutativos; para
cada uno de ellos existe una base formada por cuatro vectores propios comunes (0
equivalentemente, por cuatro proyectores unidimensionales); la idea es sencilla: puesto
que las hipétesis del teorema de BKS impiden asignar valores definidos a los
operadores, también impedirdn asignar valores a los proyectores en que podemos
descomponer cualquier conjunto completo de los operadores. Es sencillo comprobar que
1a eleccion explicita de vectores que usamos para implementar P-24 en la Sec. 2. 4. 3
estd formada precisamente por los vectores propios comunes a cada conjunto completo
de operadores de la tabla de Peres-Mermin de la Sec. 2. 5. 1. Por ejemplo, los vectores
comunes al conjunto de operadores conmutativos { " ® I, [V ® 67, 6V ® 6™}
son los vectores de la base canénica {|++)=(1, 0,0, 0), |+-)=(0, 1, 0, 0),
|-+)=(0, 0, 1, 0), |~=—=y=1(0, 0, 0, 1). En particular, los vectores propios comunes a
uno de los dos conjuntos completos de operadores que contienen operadores no locales

estdn formados por vectores entangled; por ejemplo, los vectores propios del conjunto
{(6V®67, GV®6P, 6®6) son  {|[++)%[--)=(1 0,0, £,

[+ =)£|-+)=(0, 1, £1, 0}}. Por eso en P-24 hay 16 vectores factorizables y 8

vectores entangleds?.

89 (Cada uno de los vectores entangled representa un estado sobre el que se puede hacer una
demostracion del teorerna de Bell-EPR con una definicién recursiva de elementos de realidad como la que

veremos en la Sec. 4, 3. 3. Nétese que uno de ellos, el (0, 1, ~1, 0}, es el singlete.
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2. 6. 2. KP-36 a partir de la estrella de Mermin

Aplicando el mismo procedimiento de la seccion anterior (para pasar de la tabla de
Peres-Mermin a P-24) a la estrelia de Mermin, Kernaghan y Peres jKernaghan-Peres
95] obtuvieron una demostracién aditiva con 40 direcciones en dimension 8 (puesto que
la estrella de Mermin se refiere a estados de espin de un sistema de 3 particulas de espin
t/2). El argumento es igual al anterior: en la estrella de Mermin hay cinco conjuntos
completos de operadores, por tanto cada uno de ellos tendrd una base formada por 8
vectores propios comunes, lo que hacen un total de 40 direcciones. Las 40 direcciones
explicitas de ese conjunto, al que llamaremos KF-4(), asi como sus relaciones de

ortogonalidad completas se itustran en la figura 2. 28,

A diferencia de la tabla de Peres-Mermin, la Estrella de Mermin sélo tiene un
conjunto completo de operadores compatibles que contenga mas de up operador no-
local, luego de los 40 vectores sdlo 8 seran entangled”?. Kernaghan y Peres demuestran
ademads que existe un subconjunto de KP-40 con 36 direcciones, al que [lamaremos K P-
36, que también es no-coloreable. De hecho, hemos comprobado por ordenador que

existen 320 subconjuntos criticos no-coloreables de KP-40 con 36 direcciones.

Nétese gue los subconjuntos criticos no-coloreables de 36 vectores de KP-40 son
distintos que los conjuntos criticos de 36 vectores de la Sec. 2. 4. 3 g. Los KP-36
tienen {1 éctadas ortogonales y cada direccion pertenece a 2 6 4 de ellas (con o que se
puede demostrar la no-coloreabilidad mediante un argumento de paridad), los de la Sec.
2. 4. 3 tenian 8! 6ctadas y cada direccion pertenece a 18 de ellas (por lo que también

funciona el argumento de paridad).

90 Cada uno de cllos 8 vectores representa un estado de GHZ sobre el que se puede hacer una
demostracién det teorema de Bell-EPR comao la que veremos en la Sec. 3. 4. 2. De hecho, el estado que

sc emplea en esa scecion es upo de estos con ¢f cambio de vanables adecuado.
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Fig. 2. 28. Relaciones de ortogonalidad entre las 40 direcciones de KP-40. Las
direcciones explicitas estdn en la pagina siguiente. Por ejemplo, la direccidn 1 es
ortogonal a las direcciones 2-8, 33, 36, 38, 39, 18, 19, 21, 24, etc. Cada conjunto de 8
direcciones (las direcciones 1-8, 9-16, etc.} estd formado por vectores propios comunes
a uno de los cinco conjuntos de operadores conmutativos de 1a estrella de Mermin. Por
ejemplo, los vectores 1-8 son propios de los operadores zxx, XXz, XzX, zzz; la notacién
para los operadores es la de la figura 2. 27. K-40 contiene 25 éctadas ortogonales. Hay
320 subconjuntos criticos no-coloreables de 36 direcciones { por ejemplo, uno se obtiene
prescindiendo de las direcciones 9, 29, 36 y 4, y otro eliminando 9, 29, 36 y 24 —estos

son los dos tinicos que se obtienen eliminando 9, 29 y 36-). Cada uno de ellos
contiene 11 6ctadas ortogonales y cada direccion aparece en dos 6 cuatro de ellas, por lo

que se puede demostrar la no-coloreabilidad mediante un argumento de paridad.
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ol A ey

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24

ZXX, XXZ, XZX, ZZZ:

0,1, 1,0,1,0,0-1)
(1,0,0,1,0,1,-1,0)
(1,0,0,1,0,-1, 1, 0)
(0,1,1,0-1,0,0, )
(1,0,0-1,0,1,1,0)
0, 1-1,6,1,0,0, 1)
(0-1,1,0,1,0,0, 1)
(-1,0,0,1,0,1,1,0)

zl, 22,23, z22:

(1,0,0,0,0,0,0,0)
0,1,0,0,0,0,0,0)
0,0, 1,0,0,0,0,0)
0,0,0,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,1,0,0,0)
(0,0,0,0,0,1,0,0)
0,0,0,0,0,0, 1, 0)
(0,0,0,0,0,0,0, 1)

x1,72, 23, xzz:

(1,0,1,0,1,0, 1,0
0,1,0,1,0,1,0, )
(1,01, 0, 1, 01, 0)
0, 1,01, 0, 1, 0~1)
(1,0, 1, 01, 01, 0)
0, 1,0, 1,01, 0-1)
(1,01, 01,0, 1, 0)
©, 1,01, 0,-1, 0, 1)

25
26:
27:
28:
29:
30:
31:
0 (1,1,0,0,1, 1,0, 0)

33
4.
3s:
36:
37:
38:
39:
40:

x1,z2, x3, xzx:

©,0, 1-1,0,0-1, 1)
0,0, 1,1, 0,011
(1~1,0,0-1, 1, 0, 0)
(1,1, 0,0~1,~1, 0, 0)
0,0, 1,-1,0, 0, 1,-1)
0,0,1,1,0,0,1, 1)
(1~1,0,0, 1,-1, 0, 0)

zl, x2, x3, zxx:

(0,0,0,0, | ,~-1,-1, 1)
0,0,0,0,1, 1,-1-1)
(0,0,0,0, 1,-1, 1,-1}
(0,0,0,0,1,1,1, )

(1,-1-1, 1,0, 0, 0, 0)
{1, 1-1,-1,0,0,0, 0
(1-1,1,-1,0,0, 0, 0)
(1,1,1,1,0,0,0, 0)
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2. 6. 3. Clasificacion de las demostraciones de BKS

En la tabla 2. 5 figuran, ordenadas alfabéticamente por autores, algunas
demostraciones del teorema de BKS propuestas en la literatura. Cada una estd

clasificada de acuerdo a los siguientes criterios:
(1) Dimensionalidad del espacio de Hilbert.
(2) Finita (f) o continua (c). Ver la Sec. 2. 3. 5.
(3) Aditiva (a) o multiplicativa (m). Ver la Sec. 2. 5. 1.

(4) Basada en descomposiciones de la identidad del espacio de Hilbert total del
sistema o en descomposiciones de la identidad de subespacios del espacio de Hilbert
total; afiadiremos (s) en las del segundo tipo. Ver la Sec. 2. 4. 2. h.

(5) Independiente del estado (1) o dependiente del estado. En el segundo caso la
demostracion puede ser no-probabilistica (d) o probabilistica (p) (Ver la Sec. 2. 3. 6).

(6) Nimero de operadores. En ¢l caso (1) escribiremos s6lo el nimero de operadores
necesarios para la demostracién; en el caso (d) escribiremos el nimero de proposiciones
de partida con valor definido y a continuacién el nimero de operadores (entre ellos
pondremos un “+”); en el caso (p) escribiremos el nitmero de proposiciones de partida
con valor definido, el numero de operadores, y el niimero de proposiciones que tienen

que tener valor bien definido en la postseleccion (y entre ellos sendos “+7).

(7) Con (sélo) proyectores de rango uno o con operadores mds generales; en el

segundo caso afiadiremos entre corchetes el rango de los proyectores.

(8) Si se propone una interpretacién fisica explicita en términos del estado de espin

de un sistema de » particulas de espin s afiadiremos { 7 X s).

Por ejemplo, [Cabello 94]: 3, f, a, d, 1437, 1 x1, es una demostracién en dimensién
3, (Dinita, (a)ditiva, (d)ependiente del estado, con 38 proyectores unidimenstonales (en
la que la contradiccion se alcanza asignando un valor particular a uno de ellos; ver la
Sec. 2. 3. 4) y que se puede interpretar en términos de los estados de espin de una
particula de espin 1.
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H @ G4 6 (6D (8)

[Bechmann Johansen 94] 3 f a P 14941 1x1
[Belinfante 73], p. 17 3 c a Ix1
[Bell 66] 3 c a
[Cabello 94} 3 f a d 1437 1x1
[CG95b] 3 f a p 1+12+1 1x1
[CEG 96 a] 4 f a i 18 2X172
4 f a d 1+10 2%1/2
4 f a p I+7+1  2x1/2
[CEG 96 b] 4 f a(s) i 14
4 f a d 1+5 2X1/2
[CEG 96 c} 5 f a i 29
6 f a i 31
7 f a i 34
8 f a i 36
CK, ver [Peres 93], p. 198 3 H a i 31
[Clifton 93] 3 f a P 1+11+1 I1x1
Friedberg, ver [Jammer 74], p. 324 3 f a d 1+7 1x1
[Galindo 75] 3 c a
[Gill-Keane 96] 3 o a
[Gleason 57] 3 c a
[Hultgren-Shimony 77] 3 C a
[Kernaghan 94} 4 f a i 20 2X1/2
[Kernaghan-Peres 95] 8 f a i 36 3x1/2
8 f a d 1+13 3X1/2
8 f a i 14[2]+16 3x1/2
[KS 67] 3 f a 1 117 1x1
[Mermin 90 d] 8 f m d 1+6{2] 3x1/2
8 f m i 10[2] 3x1/2
[de Obaldia-Shimony-Wittel 88] 3 f a | 138 1x1
[Penrose 92] 3 f a 1 33 1x1
4 f a i 40 1x3/2
[Peres-Ron 88] 3 f a d 40 (71) 1x1
[Peres 90 a] 4 f m d 1+6{2]  2xi1s2
4 f m i 9121 2x1/2
[Peres 91] 3 f a i 33 1x1
3 f a i 24 2X1/2
{Peres 96 b] 4 f a i 9[21 2%x1/2
[Stairs 83], pp. 588-589 3 f a P 1+6+1 1x1
[Vermaas 94] 3 f a P 2+5+1 1x1
[Zimba-Penrose 93] 4 f a i 28 1x3/2

Tabla 2. 5. Clasificacién de demostraciones de BKS.
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“Once upon a time everybody knew why measurements in quantum mechanics don’t
reveal preexisting properties. It was because the act of acquiring knowledge
unavoidably messes up the object being studied (...). In 1935 this state of happy
innocence was forever dispelled by Einstein, who with Boris Podolsky and Nathan
Rosen discovered how to learn about an object by messing up only some stuff it left

behind in a faraway place.”

[Mermin 94 a], p. 9.

“What can they [EPR] mean? Do you understand it?”

Bohr a Rosenfeld, 1935, [Wheeler-Zurek 83], p. 142.

“Bell’s theorem is the most profound discovery of science.”

[Stapp 75], p. 271.

“We believe this proof [GHZ] makes the case against local realism the strongest it

has been since John Bell’s ground-breaking work over 25 years ago.”

[Clifton-Redhead-Butterfield 91 a], p. 181.

“The work of Greenberger, Horne and Zeilinger (GHZ) has opened a new chapter
of the over 60 years old discussion on the hidden variables problem.”

[Zukowski 91 a], p. 198.

“How did something this simple and powerful [la demostracién de Hardy] go

undiscovered during the 30 years since John Bell proved his theorem?”

[Mermin 95 a], p. 618.



“Many commentators have been troubled by gaps in the EPR argument. The most
significant lacuna is encountered at the place where the simultaneous reality of two
conjugate parameters of the first system is inferred from the possibility of measuring
either of the corresponding parameters of the second system. In general, the relevant
parameters of the second system are themselves conjugate and so cannot be measured

simultaneously.”

[Howard 85], p. 174.

“Es curiosa (...) la demostracién que hacéis de que puede haber tres observables no
compatibles que, sin embargo dan lugar a elementos de realidad fuertes simultédneos. En
mi opinién eso refuerza notablemente el argumento de EPR de que la mecénica cuantica

es incompleta, porque libra al argumento de la critica mds importante.”

Emilio Santos, e-mail del 25 de mayo de 1995.



Capitulo 3
El teorema de Bell-EPR

3. 1. Introduccidén

Este capitulo esta dividido esencialmente en cuatro partes. En la primera se
reexamina el argumento de Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) sobre la “incompletitud”
de la MC. El objetivo es presentar una formulacion fiel y completa del argumento y al
mismo tiempo sefialar aquellos puntos de la propuesta original que han sido
considerados poco claros o problemdticos: elio es pertinente ya que las contribuciones
originales de este capitulo tienen que ver con estos aspectos. En la segunda parte se
enuncia el teorema de Bell-EPR sobre imposibilidad de variables ocultas locales que da
titulo al capitulo; como demostracién del mismo se presentan tres de las formas mds
habituales de las desigualdades de Bell, asi como una demostracién simplificada (sin
desigualdades, pero que exhibe el mismo tipo de contradiccion que las demostraciones
anteriores) del teorema de Bell-EPR debida a Mermin: esta parte se justifica
esencialmente por motivos de completitud. En la tercera parte, la mas larga del capitulo,
se introducen las demostraciones algebraicas (también llamadas “sin desigualdades™)
més caracteristicas del teorema de Bell-EPR: la versién de Mermin, usando tres
particulas de espin 1/2, de la demostracién original de Greenberger, Horne y Zeilinger
(GHZ), una simplificacién con solo dos particulas (y una definicidn recursiva de
elementos de realidad) propuesta por Peres, y la versidn con dos particulas de espin 1/2
de la demostracién de Hardy; la relacidn entre las demostraciones algebraicas del
teorema de Bell-EPR y las demostraciones del teorema de BKS se verd en el capitulo 4.
La dltima parte del capitulo estd dedicada a comprobar que es posible reformular el

argumento de EPR en términos de elementos de realidad inferidos a partir de medidas

123
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efectivamente realizadas en el mismo sistema individual (elementos de realidad fuertes);
ademds, también es posible demostrar que la MC y los elementos de realidad fuertes son
incompatibles (teorema de Bell-EPR con elementos de realidad fuertes).

Salvo la dltima parte, las otras tres son esencialmente de revisién mds o menos
detallada de resultados conocidos (la revisién del argumento de EPR es particularmente

detallada, dada su importancia para la ltima parte del capitulo).

3. 2. El argumento de EPR
3. 2. 1. Introduccion

En las siguientes secciones se resume y comenta aquellos pasajes del articulo de
EPR [EPR 35] que son esenciales para comprender el argumento. Las sucesivas
secciones tratan de: la hipétesis de validez de la MC (Sec. 3. 2. 2), la condicién
necesaria de completitud de una teorfa fisica (Sec. 3. 2. 3.), la condicién suficiente de
existencia de elementos de realidad (Sec. 3. 2. 4), la diferencia entre separabilidad y
localidad (Sec. 3. 2. 5), la diferencia entre la interpretacién en sentido fuerte y la
interpretacion en sentido débil de la condicién de elemento de realidad (Sec. 3. 2. 6), la
objecién 16gica mas importante al argumento de EPR (Sec. 3. 2. 7), el ejemplo original
de EPR y su modificacion por Bohm (Sec. 3. 2. 8), y, por ultimo, la conclusién de
incompletitud de la MC (Sec. 3. 2. 9). Las Secs. 3. 2. 6 y 3. 2. 7 preparan el camino
para la reformulacién del argumento de EPR con elementos de realidad fuertes que se
har4 en la Sec. 3. 5. 31

' Sobre 1a concepcion del articulo de EPR hay bastantes oscuridades: por ejemplo Jammer escribe,
[Jammer 74], p. 185: “We do not known precisely what part of the paper is due to each of the three
authors or whether it was written by all three without “division of labor.” Professor Rosen, when asked
about this point, did not remember the detail but had the impression that the latter was the case. There
seems, however, to be no doubt that the main idea was due to Einstein. For in the letter to Epstein [de
1943}, it will be recalled, Einstein wrote explicitly: “I myself arrived at the ideas starting from a simple
thought-experiment.” [“Ich selber bin auf die Uberlegungen gekommen, ausgehend von einem einfachen
Gedankenexperiment.”] What was needed to produce the paper was to translate these ideas into the
language of quantum mechanics and to illustrate them in terms of a fully calculated example.” Sin
embargo, en [Fine 89], p. 454, se dice que: “The EPR paper was actually written by Podolsky,
following several discussions among the three collaborators (see [Fine 86]). We do not know what
Einstein’s own relation was to the published version, for, unlike other manuscripts in this period, no
drafts or typescripts of the original exist in the Einstein Archives [el de EPR fue el segundo articulo
publicado por Einstein en los Estados Unidos]. We do know that immediately after its publication

Einstein expressed serious reservations about the paper, complaining to Schrédinger that Podolsky had
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3. 2. 2. Hipoétesis de validez de la MC

No es una hipétesis que aparezca explicitamente en el articulo de EPR2, pero que si

hay que tenerla en cuenta en cualguier presentacion del argumenio que pretenda ser

completa. Asi, siguiendo a Jammer, [Jammer 74], p. 185, supondremos que:

“smothered” [vershiittet] the central ideas (see [Fine 86]). The two items of Podolsky’s text that are
more often cited in connection with hidden variables never occur subsequently in any of Einstein’s
numerous publications relating to the topics of EPR. He never uses the “criterion of reality” (which
posits nondisturbance of a probability-one prediction as a sufficient condition for an observable to have
a value), nor does he makes use of strict correlations between the coupled systems to assign
simultaneous positions and momenta,” La carta de Einstein a Schrodinger (del 19 de junio de 1935),
puede encontrarse en [Howard 85, p. 175, en ella se dice: “I was very pleased with your detailed letter,
which speaks about the little essay [EPR]. For reasons of language, this was written by Podolsky after
many discussions. But still it has not come out as well as [ really wanted; on the contrary, the main
point was, so to speak, buried by erudition.” [“Ich habe mich seher gefreut mit Deinem ausfiihrlichen
Briefe, der iiber die kleine Abhandiung handelt. Diese ist aus Sprachgriinden von Podolsky geschrieben
nach vielen Diskussionen. Es ist aber doch nicht so gut herausgekommen, was ich eigentlich wollte;
sondern die Hauptsache ist sozusagen durch Gelehrsamkeit verschiittet.”TEn una carta a Popper (del 2 de
septiembre de 1935), reproducida en {Combourieu 92] {en las pp. 1319-1322 estd la carta manuscrita en
alemdn, y en las pp. 1316-1318 la traduccidn inglesa), Einstein si usa el criterio de realidad “de
Podolsky”. Ver también, [Hdjek-Bub 92)]. Argumentos posteriores de Einstein para probar la
incompletitud de la MC pueden encontrarse en [Einstein 36], [Einstein 48], Otras referencias sobre
aspectos histéricos del articulo EPR son: [Jammer 66] (Apéndice B), [Jammer 74] (Cap. 6), [Fine 86)
(todo un libro sobre Einstein y el realismo), [Sellert 88], [Deltete-Guy 91] (Einstein sobre EPR). En
[Jammer 80] pueden encontrarse fotos de EPR (de 1935} vy la reproduccién de un articulo del New York
Times del 4 de mayo de 1935 en el que se avanza su articulo. Sobre la postura de Einstein hacia la MC,
véase: [Ballentine 72], [Deltete-Guy 90], [Guy-Deltete 90], [Fine 91]. Muchas de las sentencias mds
explicitas sobre la postura de Einstein ante la MC pueden encontrarse en [Born-Einstein 69]. Nathan
Rosen, el dltimo de los autores del articulo EPR con vida, murié ef 18 de diciembre de 1995; ver [Peres
96 a], [Rosen 94].

2 Como se desprende de Ia siguiente cita, EPR no cuestionan la validez de la MC: “It is the second
question [“Is the description given by the theory complete?”, y no la primera: “Is the theory correct?”]

that we wish to consider here, as applied to quantum mechanics.” [EPR 35], p. 777.
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3. 2. 3. Condicién necesaria de completitud

El argumento de EPR es un argumento para probar la “incompletitud” de la MC;
necesitan pues un criterio para decidir cuando una teoria es “completa”. Segiin EPR,

“Whatever the meaning assigned to the term complete, the following requirement for a

complete theory seems to be a necessary one:

We shall cali this the condition of completeness.” [EPR 35], p. 7773

3. 2. 4. Condicion suficiente de elementos de realidad

Esta es la parte clave del articulo. Segin EPR, [EPR 35], p. 777, “The elements of
the physical reality cannot be determined by a priori philosophical considerations, but
must be found by an appeal to results of experiments and measurements. A

comprehensive definition of reality is, however, unnecessary for our purpose. We shall

be satisfied with the following criterion, which we regard as reasonable.

It seems to us that this criterion, while far from exhausting all possible ways of
recognizing a physical reality, at least provides us with one such way, whenever the
conditions set down in it occur. Regarded not as a necessary, but merely as a sufficient,
condition of reality, this criterion is in agreement with classical as well as quantum-

mechanical ideas of reality.”

3 A algunos autores no les parece suficientemente explicita esta condicién. Por ejemplo, para
Hooker, “This argument fel de EPR] is actually invalid as it stands. To render it valid, we would need,

for example, to strengthen [la condicidén de completitud] so that it reads: If a theory is complete, then
every element of the physical reality must have a precisely defined counterpart in the physical theory.”

[Hooker 70}, p. 857, nota 4. La de EPR y otras dos condiciones de completitud de una teoria fisica sc

estudian en [Elby-Brown-Foster 93].
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Nétese la diferencia entre el concepto general de “variables ocultas” y la
caracterizaciéon concreta de “elementos de realidad” que proponen EPR. Las variables
ocultas en su versién “determinista” mas habitual se postulan: “a physical quantity has a
pre-existing definite value before a measurement”, [Czachor 94], p. 2231; y detrds de
este postulado estd 1a pretensién de rescatar la idea clasica de realidad. Sin embargo, la
MC es mucho mads severa con la “realidad” que la fisica clasica; es por eso que EPR se

ven en Ja obligacion de ser mds finos, y se conforman con un criterio suficiented.

En las Secs. 3. 2. 5y 3. 2. 6 se deshacen algunas ambigiiedades y se desvelan
algunas sutilezas escondidas en el enunciado de EPR de la condicidn suficiente de
elementos de realidad.

4 Redhead sefiala lo siguiente: “Notice that we are not claiming that all elements of reality have
predictable values—a thesis of determinism—only that, if it is predictable, then there must exist an

element of reality to explain this possibility.” [Redhead 87), p. 72.
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3. 2. 5. Separabilidad y localidad

¢ Qué significa “sin perturbar en modo alguno el sistema”?. Para asegurarse que el
sistema no es perturbado de ninguna manera, se suele suponer que no existe posibilidad
de conexion causal entre “el sistema” y las posibles fuentes de “perturbacién”. Para eso
lo habitual es considerar que el sistema estd separado de las posibles fuentes de
perturbacién (que suelen ser otros sistemas sobre los que se hacen mediciones) por
intervalos de género-espacio®. Es comiin también en la literatura advertir que detrds de

esta explicacidn de lo que significa “sin perturbar...” hay dos hipdtesis diferentes:

separabilidad y localidad, por ejemplo Howard, [Howard 85], p. 173, define:

El que EPR mezclen la localidad, y la separabilidad, con el criterio de realidad,
oscurece la estructura l6gica del argumento de incompletitud®. Sobre esto se sigue

hablando en la préxima seccion.

3 Esto es lo que entenderemos cuando digamos que dos sistemas estdn “espacialmente separados”.
Esta condicién suficiente (también} para asegurar que se cumple el requisito de “sin perturbar en modo
alguno al sistema” estd de acuerdo con la observacién de EPR de que si “since at the time of
measurement the two systems no longer interact, no real change can take place in the second system in

consequence of anything that may be done to the first system.” [EPR 35], p. 779, y también con una
observacion posterior de Einstein segin la cual, al considerar dos sistemas 5, y S,, ... the real factual
situation of the system S, is independent of what is done with the system 8, which is spatially

L1

separated from the former.” [*... Der reale Sachverhalt (Zustand) des Systems 5, ist unabhingig davon,

was mit dem von ihm rdumlich getrennten System S, vorgenommen wird.”] [Einstein 49], Vol. 1, p.
85 [84].

6 Howard, [Howard 85], p. 173, dice que “There is no necessary connection between the two
principles [separabilidad y localidad], though they are frequently stated as if they were one. Some
theories conform to both principles, general relativity being an example of such a separable, local
theory. Other theories conform to just one or the other. Quantum mechanics is, on my interpretation, a
non-separable, local theory [véase la misma conclusion en [Garcfa Alcaine-Alvarez 87]]. Examples of
the opposite sort, namely, of separable, non-local theories, are to be found among the non-local hidden-
variable theories {en mi opinién la teoria de Bohm es de este tipo].” Sobre si Einstein distinguia o no

entre separabilidad y localidad hay diversas opiniones, por ejemplo, [Paty 95], p. 202, nota 51: ... 1
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3. 2. 6. Elementos de realidad en sentido fuerte y débil

¢, Qué significa “podemos predecir”?. Como se sefiala con frecuencia en la literatura
la expresion “podemos predecir” en el criterio de elemento de realidad es ambigua,
porque se puede entender en dos sentidos, por ejemplo, siguiendo a Greenberger,
Horne, Shimony y Zeilinger (GHSZ), [GHSZ 90], p. 1142, nota 107:

maintain that a sharp distinction like Howard’s cannot be found in Einstein’s writings, even in [Einstein
48], which gives the clearest definition of his understanding of these concepts. Clearly, in my opinion,
Einstein considers that nonseparability and nonlocality are one and the same concept.” Otra discusién
paralela es la de qué entendia Einstein por localidad y cuantos tipos de “localidades™ hay, por ejemplo
[Fine 89], p. 455: “... the locality condition proposed by Einstein requires that influences on the
hypothetical “real states” be local. It does not require local influences on the outcomes of measurement
of the quantum observables. That is Bell’s condition of locality. Hence if that condition were implicated
in the violation of the Bell inequalities, it would not necessarily invalidate Einstein’s locality, which
stands or falls only with the new physics of which it was to be an ingredient.” Esta distincién (un tanto
filosdfica) entre la localidad “de Bell” y Ia localidad “de Einstein” (con definiciones no siempre
coincidentes) es comiin en la literatura. Como ejemplo de lo fino que se puede llegar a ser en estas
discusiones, en [Redhead 87] se distinguen hasta 8 acepciones diferentes del término “localidad”.

7 Las cuatro opiniones siguientes: (i) Hay una ambigiiedad en la expresién “podemos predecir”, (it)
Hay dos posibles interpretaciones: la fuerte (a veces llamada restringida} y la débil {a veces llamada
amplia), (iii) EPR emplean la débil, (iv) Si no empleasen la interpretacidn débil su argumento no
tuncionarfa; se presentan explicitamente en: [Clauser-Shimony 78], p. 1885 (también reproducida en
[Stapp 911, p. 12); [GHSZ 90], p. 1142, nota 10; [d’Espagnat 93], pp. 142-143; (Shimony 93], p. 187.
En [Clauser-Shimony 78] y [Stapp 91] se habla de “broad” frente a “narrow”, mientras que en {Hajek-
Bub 92}, [GHSZ 90}, [d’Espagnat 93] y [Shimony 93], se habla de “weak” frente a “strong”: hemos
elegido esta segunda notacién. Hay muy pocas dudas sobre cudl era la salida que Einstein (no EPR)
hubiese dado a la ambigiiedad, como queda claro, en el siguiente extracto de [Einstein 48] (tomado de la
version en inglés de [Born-Einstein 69], p. 172): “the complete measurement on S, represents a
physical operation which only affects part R, of space. Such an operation, however, can have no direct
influence on the physical reality in a remote part R, of space. It follows that every statement about §,
which we arrive at as a result of a complete measurement of 8, has to be valid for the system §,, even
if no measurement whatsoever is carried out on S, . This would mean that all statements which can be

deduced from the settlement of y, or ¥, [dos funciones de onda diferentes adscribibles a S, dependiendo

de qué se elija medir sobre S, ] must simuitaneously be valid for S,.”
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Hay acuerdo en que “EPR assume the weak sense, and indeed unless they did so
they could not argue that an element of physical reality exists for all components of spin
[en la variante de Bohm del argumento de EPR#], those which could have been
measured as well as the one that actually was measured.”{GHSZ 90]. También hay
unanimidad en que “The EPR argument goes through only if “can predict” is understood
in the weak sense.” [Shimony 93], “If the narrow sense [el sentido fuerte] is accepted,
then the argument of EPR clearly does not go through, since the experimental
arrangements for measuring the position and momentum of a particle are incompatible.”
[Clauser-Shimony 78]. Hay pues una clara coincidencia sobre en qué sentido ha de
deshacerse la ambigiiedad. Por ejemplo, d’Espagnat [d’Espagnat 93] dice: “... if we
want to be quite explicit on this point and remove the above said ambiguity we must
replace the standard EPR formulation by the following one:

De hecho, los propios EPR al final de su articulo dicen: “One could object this

conclusion {la incompletitud de la MC, ver la Sec. 3. 2. 9] on the grounds that our
criterion of reality is not sufficiently restrictive. Indeed, one would not arrive at our
conclusion if one insisted that two or more physical quantities can be regarded as
simultaneous elements of reality only when they can be simultaneously measured or
predicted. On this point of view, since either one or the other, but not both
simultaneously, of the quantities P and Q can be predicted, they are not simultaneously
real. This makes the reality of P and Q depend upon the process of measurement carried

8 Esta cita hace referencia al ejemplo de Bohm para ilustrar el argumento de EPR (dos particulas de
espin 1/2 preparadas en el estado singlete), la siguiente cita se refiere al ejemplo original del articulo de
EPR {dos particulas en un estado en el que la posicion relativa y el momento total tienen valores

definidos); ambos ejemplos los veremos en la Sec. 3. 2. 8.
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out on the first system, which does not disturb the second system in any way. No
reasonable definition of reality could be expected to permit this.” [EPR 35}, p. 780°.

En la préxima seccién nos ocuparemos con mayor profundidad en tas consecuencias

que tiene el adoptar la versién débil de elemento de realidad!?.

3. 2. 7. La laguna mas significativa

Esta seccién se ocupa de consignar la objecién 16gica mas importante del argumento

de EPR; veremos de dénde sale y como se podria eludir.

A menudo se ha sefialado que en el argumento de EPR existe un “problema”: “There
is the problem that one cannot make both measurements [la de la posicién y la del
momento de una de las particulas|, and hence both predictions [la posicion o el
momento de la otra particula}, simultaneously.” [Hdjek-Bub 92], p. 318. Dicho de otra
manera el “problema” es que EPR no tienen reparo en suponer la existencia conjunta
(“stmultdnea”) en el mismo sistema individual de elementos de realidad que
corresponden a dos observables incompatibles A y B basandose sélo de la posibilidad
de, después de medir A” 0 B’ (siendo A’ y B’ también observables mutuamente

incompatibles) sobre otro sistema espacialmente separado, inferir (respectivamente) los

9 Para Pais, [Pais 82], p- 4536 (p. 457 en la edicidn en castellano), “The only part of this article that
will ultimately survive (...) is this last phrase [“No reasonable definition of reality could be expected to
permil this”], which so poignantly summarizes Einstein’s views on guantum mechanics.”

10 Hay muchos otras matizaciones posibles (pero de menos relevancia para esie trabyjo) en la
condicion sufictente de EPR para caractlerizar elementos de realidad. Por cjemplo: ,Qué significa
“predecit con certeza”™?. Una prediceidn “con certeza (i.e. con probabilidad igual a Ja unidad)” solo es
posible después de infinitas repeticiones del mismo experimento. Como el nimero de repeliciones
posibles en un cxperimento real es necesariamente {inito, se debe entender “con certeza” como “con
probabilidad tan proxima a la unidad como se desee”; como se hace, por ejempto, en |Redhead 871, p.
72. En |Eberbard-Rosselet 95], p. 101, se propone modilicar el criterto pura gue cubra cantidades que
pueden ser predichas con cast certeza. Sobre las diversas interpretaciones del término “probabilidad” en
relacion con la MC, véase [Balientine 90], Sec. 1. 5. Una delinicion adecuada para nuestros propasitos
del término “prediccion” es la que se da en [Pitowsky 911, p. 137: “A prediction is a statement of the
form: “If a futurc experiment E is conducted on a system S the result will be @', What makes the
prediction valid is the fact that i’ E 18 conducted (without ntervening or interfering measurements) the
result will tndecd be a Note, however, that E may never be conducted, or thut some other experiment E’
may be performed instead. This does not render the prediction invalid. It simply makes it untestable.”
Otra fucnte de posibles malizaciones liene que ver con la pregunta ;En qué momento podemos asegurar
que existe un elemento de realidad y desde cuando existia?; como schala [Redhead 871, p. 78, ¢l criterio

de EPR 1ampoco es explicito sobre este punto.
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valores concretos de A y B. Esta ha sido la objecién por excelencia al argumento de

EPR, como queda particularmente claro en la siguiente cita, [Howard 85], pp. 174-175:

“Many commentators have been troubled by gaps in the EPR argument. The most
significant lacuna is encountered at the place where the simultaneous reality of two
conjugate parameters of the first system is inferred from the possibility of measuring
either of the corresponding parameters of the second system. In general, the relevant
parameters of the second system are themselves conjugate and so cannot be measured
simultaneously. Additional assumptions are therefore required to license the inference
from the possibility of measuring either parameter of the second system, to the actual
simultaneous reality of both conjugate parameters of the first.

One way to repair the defect is just to assume that all physical systems at all times
possess definite, observer-independent properties which are revealed to us by
observation, including the kind of indirect observations which lie at the heart of the EPR
Gedunkenexperiment |Essentially the same prosthesis is recommended in [Clauser-
Shimony 78[]. But this common maneuver is objectionable on two counts. First, it
reduces the EPR argument to a petitio principii. The aim of the EPR argument is to
prove, via the reality criterion, the existence of elements of physical reality not
represented in quantum mechanics, and thereby to prove quantum mechanics
incomplete. However, the suggestion under consideration is that we simply assume the
existence of these (and many other) elements of physical reality. Second, and more
importantly, this proposal naively and tacitly presupposes that we know what counts as
a physical system, and that we know what is meaunt by talk of the “independence” of a

system’s properties.”

Concretamente, estas “suposiciones adicionales” de las que habla Howard, toman en
la literatura el nombre de “definitud contrafactual”. Por tal entenderemos, siguiendo a
Ballentine, [Ballentine 90], p. 453:

“Counterfactual definiteness. This term (abbreviated CFD) is used to describe the
character of statements about “what would have occurred” in a measurement that we
could have performed, but did not actually perform. CFD occurs in the EPR argument
when they assert that if we had measured the position of particle 1 we could have
learned the positions x, of particle 2, and if we had measured the momentum of particle
1 we could have learned the momentum p, of particle 2. Although only one of these
measurements can actually be carried out in a single case, the conclusion that both

values x, and p, are well defined in nature is an instance of CFD.”!!

11 Ballentine y otros autores discrepan de la opinidn previamente citada de Howard acerca dcl

cardcter adicional de csta hipdtests. [Ballentine 90], p. 453: “EPR do not assume CFD; rather they



3. 2. El argumento de EPR 133

En nuestra opinidn, esta (necesaria) hipotesis de definitud contrafactual traiciona el
proposito expresado por EPR al principio de su articulo de que: “The elements of the
physical reality cannot be determined by a priori philosophical considerations, but must
be found by an appeal to results of experiments and measurements.”, y cuestiona

también la aparente inocencia del criterio de elemento de realidad!?.

Cémo se pueden minimizar esos aspectos controvertibles?. Bastaria tomar el
criterio de EPR en sentido fuerte o restringido!? (cosa que, segin algunos autores,
incluso Bohr habia aceptado!4). Pero entonces, como antes se ha sefialado, ni el
ejemplo explicito que usan EPR en su articulo, ni la versién de Bohm del mismo,
permiten rehacer un argumento de incompletitud. De hecho, incluso EPR parecen ser de
la opinién de que }a conclusion de su argumento depende esencialmente de la adopcién

de la versién débil elementos de realidad (“One could object to this conclusion on the

deduce it from locality and some results taken from quantum mechanics.” Otra cita en el mismo
sentido, [Stapp 91], p. 12: "The key move in the EPR argument is precisely the resolution of the
ambiguity in the phrase “can predict.” It is, in fact, the narrow sense [el sentido fuerte, definido en la
Sec. 3. 2. 6] that must be used initially, since it is only if one can actually predict the value with
certainty that the claim that this value has physical reality carries any conviction. However, the key
maove of EPR is then to point out that since the choice made in A cannot disturb in any way whether or
not something is real in B, the two realities must both exist simultaneously. Thus EPR deduce from
locality the applicability of the broad sense of “can predict”.”

12 Una lectura aisiada del criterio de elemento de realidad pudiera sugerir que el sentido fuerte del
enunciado era el pretendido por EPR. La forma en que [EPR 35] lo aplican revela que esto no es asi.
Dada 1a ambiguedad en el enunciado, hay que ser especialmente cauto ante afirmaciones como la de que
el argumento de EPR es tan “sorprendente” debido a la propia “inocencia” de la condicién suficiente; por
gjemplo, [Mermin 9¢ e}, p. 177,

I3 También puede haber un cierto tipo de contrafactualidad en los elementos de realidad en sentido
fuerte, cuando en un sistema individual asignamos un elemento de realidad a una propiedad predecible
con certeza, sin verificarla. Pero en este caso, la contrafactualidad se referiria a la falta de
comprobacién, y no a la ausencia de datos necesarios para predecir el valor concreto del elemento de
realidad, como en la definicién previamente citada de Ballentine, para la que reservaremos el nombre de
CFD. Véase en la nota 10 el comentario de Pitowsky sobre c¢6mo la no comprobacién de una prediccién
no invalida ésta.

14 Hay autores que piensan que Behr habria aceptado 1a interpretacién fuerte del criterio de EPR. La
cita mds explicita en este sentido es [GHSZ 90], p. 1142, nota 10: “Bohr’s famous answer to EPR
[Bohr 35} can be read as a challenge to EPR on this point, maintaining that the reality assumption [el
criterio de existencia de elementos de realidad] is correct only if the strong sense of “can predict” is
used.” Esto es dificil de decidir, en parte porque, como se sefiala en [Stapp 85], p. 307: “Most of Bohr’s
reply was not directed at the EPR argument itself.” Para un andlisis mds amplio sobre la postura de
Bohr véase {Stapp 85], pp. 307-308, [Stapp 91], p. 8, [Bohm-Hiley 93], pp. 136-137. Un anélisis
critico de la respuesta de Bohr a EPR es [Kog 81] (ver también [Kog 80, 82]).
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grounds that our criterion of reality is not sufficiently restrictive. Indeed, one would not
arrive at our conclusion if one insisted that... ”, citada en la Sec. 3. 2. 6). En la Sec. 3.
5. 2, veremos que se puede rehacer un argumento de incompletitud compietamente
similar al de EPR pero usando la versién fuerte del criterio de elementos de realidad.
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3. 2. 8. Ejemplos: EPR y Bohm

Terminemos ¢l razonamiento. EPR basan su argumento en un ejemplo concreto; un
resumen del mismo, adecuadamente conciso y fiel para nuestros propdsitos, es el de
[Ballentine 90], p. 438:

I5 En [EPR 35] se propone un ejemplo de un estado con estas caracterfsticas, ver también [Jammer
741, pp. 182-184, pero que es no-normalizable; reciéntemente se ha hecho un célculo explicito, en
términos de operadores de creacién y destruccidn, de una base de vectores propios comunes
(normalizados) de los operadores posicién relativa Q -—Qz ¥y momento total fl’ + f32 de un sistema de dos
particulas, [Hong-yi-Klauder 94]. En [Hong-yi-Xiong 95] se calculan los vectores propios comunes de
los operadores posicién del centro de masa g0 + .0, y momento relativo ,uzf:’ _—,LL|132, siendo
= m Km + m, ) la masa reducida de la particula i.

L6 En [De la Torre 94] se presenta un ejemplo particularmente simétrico al ejemplo original de

jemp g
EPR, pero usando una sola particula que se mueve en ¢l plano x-y. El argumento se basa en que los
operadores correspondientesa g —g, y p, + p, conmutan. A cambio de usar una sola particula, la
versidn de de la Torre necesita un criterio para caracterizar elementos de realidad construido sobre la

hipétesis de no-contextualidad en lugar de uno construido sobre fas hip6lesis de separabilidad y localidad.,
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Nétese que el razonamiento de EPR no es que puesto que sobre la particula 2
podemos predecir con certeza p, y simultineamente podemos medir x,, ambos son
elementos de realidad. En su razonamiento se es elemento de realidad si se es predecible
con certeza: el hecho de que al medir la poscidn de la particula 2 se encuentre un valor
x, no confiere a dicho resultado x, el caricter de elemento de realidad; si se lo confiere
en cambio, el hecho de que se pueda predecir su valor tras una medida de x,. En
particular, en el argumento de EPR no es necesario suponer que el valor obtenido en una

medicién “revela” un elemento de realidad preexistente!”.

El ejemplo de EPR, con variables continunas {posicidén y momento), presenta
dificultades teéricas (ver la nota 15) y experimentales'8. En [Bohm 51}, p. 614 y
siguientes, se propone una version “considerably casier to treat mathematically” del
ejemplo de EPR. El ejemplo de Bohm usa dos particulas de espin 1/2 preparadas

inicialmente en el estado singlete de espin!®

17 De todas formas, EPR no son absolutamente claros sobre este punto, ya que en [a frase ... one
would not arrive at our conclusion if one insisted that two or more physical quantities can be regarded as
simultaneous elements of reality only when they can be simultaneously measured or predicted”,
aparentemente ponen en pic de igualdad “medir” y “predecir”. Pese a esta frase, creemos que la
interpretacién correcta del criterio es la que se obtiene usando sélo las predieciones. El motivo
fundamental es que en una medicidn sobre un sistema individual no se puede saber si el valor obtenido
es el dnico que era posible, o solamente uno entre varios posibles, seleccionado gizds por una
interaccion entre el sistema y el aparato de medida. Suponer que la medicidén “revela” un valor
preexistente en el sistema individual es una peticién de principio (acorde con la idea de variables ocultas
deterministas) de las que el argumento de EPR intenta precisamente evitar.

18 Lag primeras discusiones sobre posibles tests experimentales del argumento de EPR usando
fotones correlacionados en polarizaciones son {Bohm-Aharonov 57, 60], [Peres-Singer 60]. Una de las
cosas que se querian comprobar es la hipétesis de [Furry 36 a, b] de que las correlaciones se perderian al
estar las particulas espacialmente separadas; [Bohm-Aharonov 57], p. 1071, "In fact, Einstein has (in a
private communication) actually proposed such an idea; namely, that the current formulation of the
many-body problem in quantum mechanics may break down when particles are far enough apart.” Ver
también [Schrodinger 35 a, b, 36].

19 Un singlete de dos particulas de espin 1/2 puede obtenerse en la desintegracién espontdnea de un
sistema con J = 0 en dos particulas de espin 1/2 con momento angular relativo nulo. Ejemplos de este

tipo de desintegraciones son la desintegracidn del pién cero en un par electrén-positron.
0 + -
T —De +e, (3.a)
o0 la desintegracién del mesén 17 en un par de muones

n -p +p. (3.b
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lw )=+ - 1-+W/2, 3.1

sobre las que se pueden medir, en regiones espacialmente separadas, sendas
componentes de espin que, en el estado (3. 1), estan correlacionadas en cualquier
direccién. El argumento es paralelo al de EPR pero usando componentes del espin de

cada particula, en lugar de posicidn y momento.

3. 2. 9. La conclusion de EPR

Las alternativas a las que se enfrentan EPR al principio de su articulo son: “(1) the
quantum mechanical description of reality given by the wave function is not
complete or (2) when the operators corresponding to two physical quantities do not
commute the two quantities cannot have simultaneous reality.” {EPR 35], p. 778.
Al final del articulo dicen: “Starting then with the assumption that the wave function
does give a complete description of the physical reality, we arrived at the conclusion that

two physical quantities, with noncommuting operators, can have simultaneous reality.

Thus the negation of (1) leads to the negation of the only other alternative (2)20.

Y conciuyen diciendo: “we left open the question of whether or not such a
description exists. We believe, however, that such theory is possible.” [EPR 35}, p.
780.

Desafortunadamente estas desintegraciones son muy raras (la primera tiene un “branching ratio” de
(7,542 0) x 10", [Particle Data Group 94], p. 1449, y la segunda de (5,70, 8) x 10™°, [Particle
Data Group 94], p. 1451). Segin [Sakurai 94], p. 224, en un contexto mas realista se pueden obtener
singletes en el scattering de protones a bajas energfas cinéticas. En ese caso, el principio de exclusién de
Pauli {Pauli 26} hace que los protones que interaccionan estén en el estado 'S, (momento angular orbital
0, estado singlete de espin}); ademas los estados de espin de los protones tras el scattering se mantienen
correlacionados incluso cuando se encuentran separados por una distancia macroscépica.

20 (1) y (2) son alternativas por la condicién necesaria de completitud de una teoria fisica (Sec. 3.
2. 3) y por la condicién suficiente de elementos de realidad (Sec. 3. 2. 4); 1a negacion de (1) es la
hipétesis de partida: suponer que “la descripcién mecanocudntica... es completa”. La negacion de (2) es
el resultado del argumento: “dos cantidades fisicas con operadores no-conmutativos pueden tener

simultincamente realidad fisica”.
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Es habitual la opinién de que el interés del articulo de EPR estriba no sélo en sefialar
un conflicto entre la MC y ciertas concepciones absolutamente “razonables” sobre la
realidad, sino en sugerir ademds un programa para completar la MC. En ese sentido, €l
teorema de Bell-EPR, que veremos a continuacién, muestra la incompatibilidad entre ese

programa y ta MC?1,

60 F

50

40

™TererrT-T T T T

30T
2 0 ﬂ 5:%*" .

10 |

A A i

1850 19460 1870 1580 15990

Fig. 3. 1. Evolucién entre 1945 y 1994 del ntimero de menciones anuales en ¢l
Science Citation Index a las tres publicaciones mds citadas de Einstein: en negro, las
citas a [EPR 35], en gris oscuro las citas a [Einstein 06]: la tesis doctoral de Einstein, en
la que describia un nuevo método tedrico para determinar radios moleculares y el
ntimero de Avogadro (ver [Pais 82], Sec. 5¢), y en gris claro las citas a [Einstein 05]: el

primer articulo de Einstein sobre el movimiento browniano (ver [Pais 82], Sec. 5d).

21 para, Pais, autor de la quizd mejor biografia cientifica de Einstein [Pais 82], *“The conclusion {del
articulo de EPR] has not affected subsequents developments in physics and it is doubtful that it ever
will,” [Pais 82], p. 456 {p. 457 de la edicién en castellano). Sin embargo, es indudable que este articulo
ha sido el detonante de cientos de trabajos tedricos y experimentales en fisica en los 4ltimos 60 afios; de

hecho, en los dltimos afios es Ia publicacién més citada de Einstein (ver la figura 3. 1).




3. 3. El teorema de Bell-EPR 139

3. 3. El teorema de Bell-EPR

3. 3. 1. Enunciado del teorema

John Bell22 dio la vuelta al argumento de EPR y demostré en [Bell 64] que: “In a
theory in which parameters are added to quantum mechanics to determine the results of
individual measurements, without changing the statistical predictions, there must be a
mechanism whereby the setting of one measuring device can influence the reading of
another instrument, however remote. Moreover, the signal involved must propagate
instantaneously, so that such a theory could not be Lorentz invariant.”, [Bell 64], p.
199.

Dicho de otra manera, Bell descubrié que, en ciertos casos, las predicciones
estadisticas de la MC y las de una teoria de variables ocultas /ocales son inconsistentes.
Llamaremos “teorema de Bell-EPR” a aquél que sefiala la imposibilidad de construir una
teoria de variables ocultas locales compatible con todas las predicciones de la MC.
Entenderemos por localidad la definicién de la Sec. 3. 2. 5. El significado preciso del
enunciado del teorema de Bell dependera en cada caso de a qué tipo de variables ocultas
locales nos estemos refiriendo. En general, en este trabajo sélo consideraremos
variables ocultas deterministas (aquellas en las que el resultado concreto de un
experimento en un sistema individual estd predeterminado), en la creencia de que la
mayor parte de los resultados pueden extenderse a tipos mds generales de variables

ocultas.

La demostracion de Bell procede de la siguiente manera: (i) Sobre el ejemplo de
Bohm del argumento EPR, considera una teoria de variables ocultas que satisface los
requisitos de EPR. (ii) Para una teorfa de este tipo, deriva unas desigualdades entre las
funciones de correlacion de experimentos alternativos (realizados sobre distintos
subconjuntos de sistemas preparados en el mismo estado cuéntico). (iii) Hace la
hipotesis de que esas funciones de correlacion se corresponden con los valores medios
calculados con la MC. (iv) Muestra que al sustituir esos valores esperados cudnticos en
la desigualdad obtenida en (ii), la correspondiente desigualdad, en ciertos casos, se

viola.

22 1a mayor parte de los articulos de Bell sobre fundamentos de MC se recogen en [Bell 87] (y los
mismos ¥ dos mds en [Bell 95]). Sobre aspectos histéricos que rodearon la génesis de las desigualdades
de Bell, véase [Jammer 74] (p. 302 vy siguientes); ver también [Jammer 90, 93]. Una entrevista con Bell
pueden encontrarse en {Davies-Brown 86]; en [Bernstein 89] hay un capitulo basado en entrevistas con
Bell.
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La demostracion de [Bell 64] es la primera de una larga cadena de desigualdades
propuestas en la literatura, y conocidas bajo el nombre genérico de desigualdades de
Bell. Estas desigualdades han venido desempeifiando un doble papel en fisica:

(a) Inicialmente surgieron como un estudio tedrico de las consecuencias que tendrian
las hipdtesis de EPR y, durante afios, fueron la forma méas habitual de hacer una
demostracion tedrica del teorema de Bell-EPR23.

(b) A diferencia del argumento de EPR (que se basa en el supuesto teérico de que se
puede predecir con certeza un resultado, y que se puede formular para un sistema
individual), las desigualdades de Bell involucran magnitudes estadisticas, lo cual hace
mas factible su traduccién a experimentos reales (en los que dificilmente se logra esa
condicion de predictibilidad con certeza). Asi, en desarrollos posteriores, las
desigualdades de Bell se fueron adaptando al propésito de hacer una verificacion
experimental del teorema de Bell-EPR.

Nuevas demostraciones simplificadas han desplazado a las desigualdades de Bell de
su papel (a). Veremos algunas de ellas en las Secs. 3. 3. 5 y 3. 4. Sin embargo ninguna
de estas demostraciones alternativas ha conseguido todavia desplazar a las desigualdades
de Bell de su papel (b). Por esto, y aunque no hemos realizado aportaciones originales
en este tema, en las Secs. 3. 3. 2 a 3. 3. 4 empezaremos mostrando algunas de las

desigualdades de Bell més caracteristicas?4.

3. 3. 2. Las desigualdades originales de Bell

Considérese la versién de Bohm del ejemplo de EPR: un par de particulas de espin
172 creadas de algtin modo en el estado singlete de espin (3. 1). Supongamos que las
dos particulas se mueven libremente en direcciones diferentes, hacia sendos aparatos de
Stern-Gerlach situados en regiones separadas por un intervalo de género-espacio. En

todo momento supondremos que la parte espacial del estado no afecta al argumento?>.

23 Porque, como recuerda Santos, “[El teorema de Bell-EPR] is a mathematical statement which, as
such, does not require any real experiment to be proved or disproved” [Santos 95], p. 1.

24 Dada la ingente literatura sobre este tema, nuestra seleccién de referencias no pretende ser
exhaustiva. Como fuentes de bibliografia adicional pueden consultarse: [JTammer 74], [Pipkin 78],
[Clauser-Shimony 78], [Selleri-Tarozzi 81], [Wheeler-Zurek 83], [Ballentine 87], [Selleri 88, 90],
[Home-Selleri 91].

25 Un estudio detallado de la parte espacial de la funcién de onda para el ejemplo de Bohm puede
encontrarse en [Santos 95). En este trabajo se afirma que: “(1} the standard proofs of Bell’s theorem are

incomplete because no care is taken of the space part of the wave function, (2) according o non-
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Los Stern-Gerlach miden una componente del espin de cada particula. Denotaremos por
" la componente segtin el vector unitario a del espin de la primera particula
(multiplicada por 2/#), y por 0',,(2) la componente segiin el vector unitario b del espin de

la segunda particula. Los resultados de esas medidas son siempre +1 6 —1.

Si se mide ¢! sobre el estado singlete y se obtiene el resultado +1 (~1), entonces,

seglin la MC, la medida de ¢’ debe dar el valor —1 (+1). Como es posible predecir con
(2)

a

certeza ¢l resultado de ¢ a partir del resultado de la medicién de ¢ (v viceversa), y

como ademds las particulas estin espacialmente separadas, concluimos que el valor de
o'? (de 0'") es un elemento de realidad (en sentido débil) de acuerdo con el criterio de
EPR. En el singlete esto ocurre cualquiera que sea a; por tanto, todas las componentes

de espin de cada una de las dos particulas son elementos de realidad (débiles).

Introduzcamos la siguiente notacion: v(()'il ', 1) indica el valor (+1 6 —1) que tendria
el resultado de la medicion de 0'”(') sobre la particula 1; andlogamente, v(O',EZ) , A} indica
el valor del resultado de medir 0’,,(2) sobre la particula 2. Supondremos que para cada
componente de espin, esos valores estin determinados por las variables ocultas del
sistema, a las que denotaremos colectivamente por A. La localidad requiere que
v(o’:” , A) no dependa de qué se mida sobre la segunda particula, ni que v(o;ﬁz), A)

dependa de qué se mida sobre la primera particula.

Supondremos que las variables ocultas tienen una distribucion de probabilidad p(A)

que satisface la siguiente condicién de normalizacién:
[payaa=1. 3. 2)

En todo lo que sigue, nos fijaremos sélo en las funciones de correlacién entre los

resultados de mediciones sobre las dos particulas. Para elecciones fijas de ¢’ y o la

[

funcién de correlacion se define como

c@”, 6y:=[vwe™, Av(e®, Hp(L)da. 3.3)

relativistic quantum mechanics some spin singlet states are able to violate a Bel! inequality, but not all
such states do so, (3) EPRB [EPR-Bohm] experiments are extremely difficult due to several constraints
[p. 2] (...) but no fundamental difficulty exists [p. 6].” En [Ben-Aryeh 93], p. 317, se dice: “Locality is
not violated for the singlet state. (...) Due to superselection rules the singlet spin state is entangled with
spatial spherical wave functions. Bell inequalities are violated only for subensembles which are not pure
states.” La mayoria de los autores supone, sin embargo, que la parte espacial de la funcidn de ondas no

afecta esencialmente al argumento.
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Sea ¢ é una medicién alternativa sobre la particula 2. En general, las medidas o,.°’
y o ;2) no pueden hacerse simultdneamente sobre un mismo sistema individual, pero si
se puede hacer cada una de ellas sobre un subconjunto distinto de sistemas
idénticamente preparados. En ese contexto tiene sentido considerar Ia diferencia entre
dos funciones de correlacion,

C(o.(l) (2)) C(O.(l) (2))

—Hv(O'(” Mvie?, Hy—v(o, (e, H]p(A)rda G- 4

Como hemos dicho, en el estado singlete al medir la misma componente en ambas

particulas se obtienen siempre resultados opuestos, por tanto,
v(o,?, Ay =—v(o;", ), vo, Ay =-vo}y’, A), (3. 5)
lo que permite escribir (3. 4) como

C(O.(l) (2)) C(O.(l) (2)

a ?

=-[[v(e", (e, M=v(a", Mv(a, L] p(A)dA

g

(3. 6)

Teniendo en cuenta que V(O'“) A 6(” AY=1, entonces también podemos escribir

(3. 6) como

C(o_(l) (2)) C(O,(]) (2))

_—_—jv(dil),l)V(O'b(l),l)[]-v(o-bn l)v(O‘“) l)]P(ﬂ.)dR 3.7

Teniendo en cuenta que v(o.’, A)v(c,’, 1) es +1 6 -1, luego tiene valor absoluto 1,

y que [I v(O'(” PL)V(O'(” A)] es no negativo, y por lo tanto igual a su valor absoluto;

tomando los valores absolutos de ambos lados de la ec. (3. 7) se llega a que

oV, 6i2)-C@!”, o)< [[I-via”, (e, b]prdr. (3. 8)

En (3. 8), el segundo término de la derecha es, C(O';,”, 0';2)), con lo que, teniendo en

cuenta la condicién de normalizacion (3. 2), llegamos a

Esta es la desigualdad de Bell de 1964. A partir de esta desigualdad vamos a demostrar
que las variables ocultas deterministas y la MC son incompatibles Por reduccion al
absurdo: Supongamos que el valor medio del producto v(0' l)v(cm A) que en una
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teoria de variables ocultas viene dado por la funcién de correlacion (3. 3), coincide con

el correspondiente valor medio cudntico,

(ol ® of?Z))w =—cos8,, (3. 10)

Sustituyendo (3. 10) en la desigualdad (3. 9) resulta

|cos 6,5 ~cosf,,| S 1—cosB,,, (3.11)

designaldad que no siempre se verifica (tomese por ejemplo a-B=43,
a-b=b-B=1/42), ged.

3. 3. 3. Las desigualdades de CHSH

Clauser, Horne, Shimony y Holt (CHSH) proponen en [CHSH 69] una versién
mas general de las desigualdades de Bell.

@) @)
» O, 7, Oy

.. . s g - . p 1
seccion anterior) una nueva medicién alternativa sobre a primera particula, 0'; ) , la ec.

Considerando (ademés de las mediciones de &' consideradas en la

a

(3. 4) se puede escribir como

Co!", 6,)-C(al", o)

4

= [ v, M, V(1 ve, Hve®, )| p(r)da (3. 12)
~[ e, mve®, M1 £v(c, e, 1) pn)aa

En lugar de suponer, como hasta ahora, que v(c''’, A)e {+1, —1}, por motivos de

conveniencia posterior, supondremos que
(m
lva", »<1. (3. 13)
Lo que nos permite, tomando valores absolutos en (3. 12), escribir

(e, of)-C@”, o)< [ftx v, Mve®, H]p(a)di
(3. 14)
+{ 1+ v, Mo, L]p(a)da

pero el lado de la derecha de (3. 14) no es mds que 2+ [C(c", 6{)+ C(ay", o],

por tanto, podemos escribir (3. 14) como
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Estas son las desigualdades de CHSH de 196926, Nétese que la desigualdad (3. 15) se

ha derivado sin hacer ninguna alusion a la MC, en particular sin ni siquiera usar (3. 5).

Sustituyendo en (3. 15) las funciones de correlacién por los correspondientes
valores medios que la MC predice para el singlete (3. 10), y eligiendo cuatro vectores a,
A, b, B coplanares, tales que b=A, y a y B formen un mismo angulo 6 con A y b,
se obtiene la desigualdad

2cos@ —cos(20) <1, (3. 16)

que se viola maximamente para 8 = 7z /3, para el que el miembro de la izquierda de (3.
16) es 3/2.

La limitacién mds importante para traducir a un experimento real las desigualdades
de Bell tiene que ver con la ineficiencia de los detectores: la mayoria de las particulas no
son detectadas. Para modelizar esto, representaremos por v(o.'') =0 los casos en los

. . LR B |
que la primera particula no fue detectada cuando se midié Oj( )

a4

(es decir, supondremos
que v(o."ye {0, +1, —1}); es por ello que resulta itil la generalizacién introducida por
CHSH en (3. 13).

En experimentos con eficiencias perfectas en los detectores, y siendo

. . . 1 2
N, +(0‘f,” . crf,z) } el nidmero de sucesos en los que las mediciones de 0 y o}

} e
; han
dado ambas el resultado +1, etc.; el valor experimental de Ia funcidn de correlacion se
calcula como
(1) (2)
C (Ga ’ Gb )

exp

N, (0 oY+ N (6. cHY-N_ (¢ oY~ N (¢ c®y (3.17)

1 2

En experimentos sin eficiencias perfectas en los detectores, siendo (para cada par
P 4 p P
", 6;”)VN=N,,+N_+N,_+N__+N, +N, +N_,+N,_+N,, (donde

26 Cuando en la literatura se habla de “desigualdades de Bell” sin especificar cudles, se suelen referir
a éstas, que son las que utiliza Bell a partir de [Bell 71] (por ejemplo, en los capitulos 7, 10, 13 y 16 de
[Bell 87]). Una comparacion entre las hipdtesis de [Bell 64] y las de [CHSH 69] puede encontrarse en
[d’Espagnat 93]. El lado izquierdo de (3. 15) es lo que se llama el “operador de Bell” asociado a las
desigualdades de CHSH [Braunstein-Mann-Revzen 92], p. 3259.
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el subindice O indica que la correspondiente particula no se ha detectado), y haciendo la
hip6tesis de que las particulas detectadas son una muestra estadisticamente
representativa del conjunto?’, el valor experimental de la funcién de correlacién se
convierte en

2y _ N++ + N—M_N+—_N—+

Co0, 0,7 = (3. 18)

++ - +- -+

En los experimentos reales esta cantidad (o su andloga en experimentos con fotones) se
ha encontrado que coincide con la MC y viola la desigualdad de Beli-CHSH?28. Sin

27 1o que en la literatura se llama hipétesis de “fair sampling”. Puede enunciarse de la siguiente
manera, [Home-Selleri 911, p. 31: “given that a pair of photons emerge from two regions of space
where two polarizers can be located, the probability of their joint detection from two photomultipliers is
independent of the presence and the orientation of the polarizers.” Esta hipétesis es dispensable si la
eficiencia de los detectores estd por encima de un cierto umbral [Garg 83], [Mermin 86 b], [Garg-
Mermin 87] {estos autores ilegan a la conclusién de que “For the conventional experiment with particles
in the singlet state (or its photon analogue), the data predicted by the quantum theory do not violate [the
necessary and sufficient condition for compatibility with local realism] unless the quantum efficiency of
the detectors exceeds 83%.” [Garg-Mermin 87], p. 3831).

28 Casi todos los experimentos realizados hasta la fecha estdn en buen acuerdo con las predicciones
de la MC vy violan las desigualdades de Bell. Todos ellos necesitan hipétesis adicionales; basandose en la
necesidad o no de hipdtesis adicionales, en la literatura se distingue entre desigualdades fuertes y débiles,
por ejemplo, [Home-Selleri 91], p. 33: “Weak inequality: An inequality exclusively deduced from local
realism and violated by quantum mechanics in the case of nearly perfect instruments. Strong inequality:
An inequality deduced from local realism and from certain additional assumptions, such as the CHSH
(...), and violated by quantum mechanics in the case of actual instruments.” Las siguientes referencias
tratan de propuestas experimentales ideales y experimentos realizados sobre desigualdades de Bell. Hemos
clasificado la referencias en tres grupos (en cada grupo las referencias estdn dispuestas en orden
cronolégico):

(a) Experimentos reales: [Kocher-Commins 67], [Papaliolios 67], [Freedman-Clauser 72] (con
fotones correlacionados en polarizaciones emitidos en el decaimiento J = 0— 1 — 0 de dtomos de Ca;
ver también [Freedman 72], [Clauser 92]), [Holt-Pipkin 72] (id. con 4tomos de Hg; uno de los pocos
gxperimentos que mostrd acuerdo con las desigualdades de Bell), [Clauser 76 aj, [Clauser 76 b] (Hg),
[Fry-Thompson 76] (Hg), [Lamehi Rachti-Mittig 76] (scattering protén-protén a baja energia), [ Aspect-
Grangier-Roger 81] (con fotones de Ca y polarizadores de un solo canal; ver también [Aspect 76]),
[Aspect-Grangier-Roger 82] (Ca y polarizadores de dos canales), {Aspect-Dalibard-Roger 82] {(con
dispositivos dpticos que cambian la orientacion de los polarizadores, durante el vuelo de los fotones; ver
también [Aspect 83]), [Perrie-Duncan-Beyer-Kleinpoppen 85] (con fotones correlacionados emitidos
simultdneamente por deuterio atomico metaestable), [Rarity-Tapster 90] (con fase v momento), [Kwiat-
Vareka-Hong-Nathel-Chiao 90} (con fotones emitidos por un cristal no lineal y correlacionados en un

doble interferémetro; siguiendo la propuesta de [Franson §9]), [Ou-Zou-Wang-Mandel 90] {id.), [Qu-
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embargo, es posible construir modelos de variables ocultas locales en los que las
particuias detectadas no son una muestra representativa del conjunto y en las que (3. 18)
viola las desigualdades de Bell-CHSH pero (3. 17) no?.

3. 3. 4. Las desigualdades de CH

Clauser y Horne (CH) [Causer-Horne 74] hacen dos mejoras respecto a las
desigualdades de CHSH: (i) Derivan unas desigualdades en las que no es necesario
suponer que las variables ocultas determinan cada resultado concrero de una medida,
sino solo las probabilidades de cada resultado3?. (ii} Las desigualdades de CH
permiten una traduccién experimental en la que sélo hacen falta los resultados
detectados.

(1) La situacién experimental considerada por CH es ligeramente distinta de 1a de

Bohm: Una fuente emite pares de fotones correlacionados en polarizacion, cada uno de
. . - . 1 1

ellos atraviesa un polarizador que puede tener dos orientaciones: a"’ y A"’ para el

primer fotén y b®’ y B® para el segundo. Introduzcamos la siguiente notacion:

Pereira-Kimble-Peng 92] (con fotones correlacionados en amplitud), [Tapster-Rarity-Owens 94] (con
fotones en fibra dptica).

(b) Experimentos ideales: [Lo-Shimony 81] {disociacién de una molécula metaestable), [Horne-
Zeilinger 85, 86, 88] (interferémetros de particulas), [Horne-Shimony-Zeilinger 89, 90] (id.) (ver
también [GHZ 93], [Wu-Xie-Huang-Hsia 96]), [Franson 89] (con posicion y tiempo), o en los que
intervienen simultdneamente observables de espectro discreto y de espectro continuo [Zukowski-
Zeilinger 91] (polarizaciones y momentos), {propuestas experimentales sobre desigualdades de Bell sin
hipétesis adicionales:) [Fry-Li 92), [Fry 93, 94}, [Fry-Walther-Li 95], [Kwiat-Eberhard-Steinberger-
Chiao 94], [Pittman-Shih-Sergienko-Rubin 95], [Fernidndez Huelga-Ferrero-Santos 94, 95] (propuesta de
un experimento con pares de fotones con deteccidn del dtomo en retroceso), [Freyberger- Aravind-Horne-
Shimony 961.

{c) Articulos de revision: [Clauser-Shimony 78], [Pipkin 78], [Duncan-Kleinpoppen 88], [Chiao-
Kwiat-Steinberg 95] (revisién de los experimentos propuestos por estos autores con fotones emitidos
por un cristal no-lineal en un proceso de parametric down conversion).

29 Algunos ejemplos de referencias criticas: [Marshall-Santos-Selleri 83] (“el realismo local no ha
sido refutado por los experimentos de cascada dtomica™), [Marshall-Santos 89], [Santos 91], [Santos 92
¢] (modelo de variables ocultas locales que estd de acuerdo con las predicciones ideales de la MC en los
experimentos con fotones emitidos en una cascada atémica, como los de Aspect), (critica a los
experimentos con fotones generados en un proceso de parametric down conversion:) [Garuccio 95 a,
[Santos 96].

30 Esta es una de las dos tinicas incursiones que se hacen en esta tesis sobre variables ocultas no-
deterministas o estocasticas (la otra se hard en la Sec. 5. 4. 2); en el resto de la tesis supondremos que

las variables ocultas son de tipo determinista.
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(1}

p(a*’, A) es la probabilidad de detectar el primer fotén cuando el correspondiente
.

polarizador estd orientado seglin a"’; ésta es la probabilidad que las variables ocultas
asignan al primer fotén3!; andlogamente p(b‘>’, 1) indica la probabilidad de detectar el

segundo fotén cuando el correspondiente polarizador estd orientado segin b®’, y
pa"”’, b"”, 1) es la probabilidad de detectar ambos fotones cuando los polarizadores

estan orientados segin a’ el del primer fotén y segtin b* el del segundo.

La probabilidad de detectar el primer fotén con el polarizador en la situacién a'’ se

obtiene promediando sobre las variables ocultas

P@")=[p@a™, M)p(R)di. (3. 19)

Anélogamente,
P :Jp(bm, Mp(A)da, (3. 20)
P, bV)=[p@”, b, A)p(A)dA. 3. 21)

Suponiendo que p(a‘"’, 1) no depende de qué orientacién tenga el polarizador del
segundo fotén y que p(b‘”’, 1) no depende de qué orientacién tenga el polarizador del

primer foton,
p@, b, Ay=p@@"”, L)p?, 2). (3. 22)
Para deducir las desigualdades, CH consideran el siguiente lema.
Lema: Dados 6 niimeros reales a, A, o, b, B, [3, tales que
0<a,A<a; 0<bh,B<f, (3. 23)
siempre se verifican las siguientes desigualdades:
—aff<ab—aB+Ab+ AB-AfB —ab<0. (3. 24)

Justificacion: La expresion del medio en (3. 24) es lineal en cada una de las cuatro
variables a, A, b, B, luego sus extremos deben estar entre los de esas variables por la

propia definicién de infimo y supremo [(Gleason 66]. La demostracién de la desigualdad

31 En una teoria de variables ocultas deterministas el que el foton atraviese o no el polarizador estd

predeterminade; en cambio, en una teoria de variables ocultas probabilisticas, en un experimento

individual s6lo estd definida 1a probabilidad de atravesar el polarizador.
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derecha (la relevante para el argumento posterior) puede verse en [Ballentine 901, p.
446.

Haciendo el cambio de variables: a= p(a'”’, 1), A=pA'"", 1), b=p®"™, 1),
B=pB”, 1), a=p=1en (3. 24), multiplicando por p(1), e integrando sobre A,

obtenemos

que son las desigualdades de CH32.

(11) Los datos de un experimento son el nimero de detecciones que ha registrado
cada detector N(a'), N, y el nimero de detecciones conjuntas (o
coincidencias) N (a”), bm), para varias orientaciones de los polarizadores: En un
experimento real, N@" VN, NOPYYN, y N@", by N, hacen,

. bm). El ndmero N es el

respectivamente, los papeles de P@a"y, P(b™), y P(a
mimero total de pares de particulas emitidos por la fuente, nimero que es desconocido
(puesto que es el nimero de particulas no detectadas es desconocido), pero N no

aparece en el equivalente experimental de la desigualdad

P@", b™)-P(aV, B?)+ P(AP. b))+ P(A, BP)

P(A )+ P(bD) <1, (3. 26)

que se obtiene a partir de la segunda desigualdad de (3. 25)33, y que también es violada
en ciertos casos por las correspondientes predicciones cuanticas.

Dada su importancia, las desigualdades de Bell han dado lugar a muchos trabajos de

tipo tedrico de los que no podemos ocuparnos aqui’4.

32 {Home-Selleri 91], p. 34: “Inequalities like the previous (...) are sometimes also called
“inhomogeneous inequalities” since they are based both on double and single probabilities.
“Homogeneous inequalities” (...) are based on double detection probabilities only.”

33 También un test experimental de las desigualdades de CH requiere hipétesis adicionales, en
particular lo que se ltama en la literatura hipdtesis de “no-enhancement”, que se puede enunciar de la
siguiente manera, [Home-Selleri 91], p. 34: “for every photon in the state A the probability of
detection with a polarizer placed on his trajectory is less than or equal to the detection probability with
the polarizer removed.” Una eritica a las desigualdades de CH es [Angelidis 83].

34 Sin dnimo de ser exhaustivos, damos a continuacién una lista de referencias a articulos de

investigacion entorno a las desiguaidades de Bell. Hemos clasificado las referencias en 5 grupos:
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3. 3. 5. La demostracion estadistica de Mermin

La demostracién que vamos a ver a continuacién encierra el mismo tipo de
contradiccion entre MC y variables ocultas locales que hay detrds de la violacién de las
desigualdades de Bell: una contradiccién estadistica; esto es, una contradiccion entre
las distribuciones de probabilidad de los hipotéticos resujtados de mediciones sobre un
conjunto de sistemas preparados idénticamente. Por otra parte, por su simplicidad se
asemeja mas a las demostraciones algebraicas (en las que las contradicciones se dan
entre los hipotéticos resultados de un sistema individual) que trataremos en las

secciones siguientes.

Consideremos dos particulas de espin 1/2 preparadas en el estado singlete (3. 1).
Sobre cada particula i (i =1, 2) consideremos tres observables incompatibles: tres
componentes de espin segin tres vectores coplanares que forman entre si angulos de
120°; por ejemplo,

AV =g, (3.27 a)

(a) Desigualdades de Bell para dos particulas de espin s: [Mermin 80, 86 a], [Garg-Mermin 82, 83,
84], [Mermin-Schwarz 82] (espin 1 y espin 3/2), [Degren 83], [Sanz-Sénchez Gémez 901, [Sanz 90] (Cap.
4), [Ardehali 917, [Gisin-Peres 92}, [Geng 92] (para dos espines diferentes), [Peres 92 d], [Wédkiewicz
92].

(b) Desigualdades de Bell para » particulas: [Mermin 90 c], [Belinsky-Klyshko 93], [Belinsky 94].
Ver mds referencias en la Sec. 5. 5. 2.

{c) Para qué estados se violan las desigualdades: (Las desigualdades de Bell-CHSH se violan para
todos los estados puros entangled:) [Capasso-Fortunato-Selleri 73], [Gisin 91 a] (correcciones a este
dltimo en [Barnett-Phoenix 921}, (maxima violacién para estados puros:) [Popescu-Rohrlich 92], (la
viplacién es mdxima para estados méximamente entangled:) [Kar 95], [Cereceda 96 b]. Para estados
mez¢la: [Braunstein-Mann-Revzen 92] (mdxima violacidn para estados mezcla), [Mann-Nakamura-
Revzen 92], [Beltrametti-Maczynski 93], [Horodecki-Horodecki-Horodecki 95] (condicién necesaria y
suficiente para que un estado mezcla viole las desigualdadaes de CHSH), [Aravind 95].

(d) Otras desigualdades; [Baracca-Bergia-Livi-Restignoli 76] (desigualdades de Bell para observables
no dicotémicos}, [Cirel’son 80} (mientras que las desigualdades de Bell dan limites a las correlaciones en
una teorfa de variables ocultas, la desigualdad Cirel’son da el limite superior a las correlaciones
cudnticas y por tanto la mayor violacion posible de las desigualdades de Bell segin la MC; en particular
Cirel’son prueba que el valor absoluto de la combinacidn de las funciones de correlacion en las
desigualdades de CHSH (3. 15) est4 acotado por 2\5 en MC vy por 2 en una teoria de variables ocultas
locales; ver también [Chefles-Barnett 96]), [Braunstein-Caves 88, 89, 90] (desigualdades de Bell
encadenadas, con mds de dos observables alternativos). [Ou-Pereira-Kimble-Peng 92], p. 3666, dicen que

“there is no generalizaion of the Bell inequalities for continuous variables”. Ver mas referencias en la
Sec. 5. 5. 3.



150 Capitulo 3. El teorema de Bell-EPR

B = (300012, 6.27b)
C? = (30" +0)/2. (3.27 ¢)

En una teorfa de variables ocultas locales deterministas (basada en la interpretacion débil
del criterio de EPR), cada particula debe poseer un resultado definido (+1 6 -1) para
€sos tres observables. Siguiendo la terminologia de Mermin, cada par de particulas debe
tener asociado un “conjunto de instrucciones” que le indica cémo responder a los

distintos experimentos posibles. Por ejemplo, un conjunto de instrucciones definidas

AL g C(l) ++—
A2 g co [T 4 (3. 28)

que indica que si se midiese sobre la particula | el observable A" se obtendria el

podria ser33

resultado +1, si (en lugar de A'") se midiese B se obtendria +1, y si (en lugar de A"
6 B") se midiese C"" se obtendria —1; si se midiese sobre la particula 2 el observable
A" se obtendria el resultado —1, si (en lugar de A'*’) se midiese B'” se obtendria —1, y

si (en lugar de A’ 6 B*®) se midiese C'¥ se obtendria +1.

Vamos a considerar dos tipos de experimentos: los experimentos en los que se
miden los mismos observables para las dos particulas, experimentos a los que
Nlamaremos XX, y los experimentos en los que se miden observables distintos,
experimentos a los que llamaremos XDy P (donde X, Y=A,B, C; X#VY).

En el singlete, los experimentos X X siempre dan resultados opuestos,
P (X" =-X%)=1, (3. 29)
lo cual reduce el niimero de conjuntos de instrucciones admisibles a los 8 siguientes:
+++| [(——=) [++-] [——+) [+=+] [-+-] [-++] [+--
, , , ; . , , (3. 30)
—— ++4+] |——+] |++-] |-+ |+ [+ —++
(i) Bs ficil ver que todos los experimentos X"¥*” que se hagan sobre uno de los

dos primeros conjuntos de instrucciones daran resultados opuestos.

35 Como toda la informacién relevante se puede almacenar en una matriz (2 X 3 en este caso), estas
teorias reciben a veces el nombre de teorias de variables ocultas “matriciales™; véase, por ejemplo [Hnilo

93].
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(I)Y(Z)

(it) En los experimentos X gue se hagan sobre uno de los otros 6 conjuntos de

instrucciones se deberian obtener resultados opuestos en 1/3 de las veces.

Demostracion. Consideremos los posibles experimentos sobre el conjunto de
instrucciones {t & F} (tercer conjunto en (3. 30)): se obtendrdn resultados opuestos
siempre que se hagan experimentos AB®, 6 BVA"™ | y resultados iguales en los
experimentos AVC?, BPC®, CPA® 6 CVB®. Si suponemos que los 6
experimentos de tipo X'¥® se dan con la misma frecuencia, para este conjunto de
instrucciones se deberian obtener resultados opuestos 1/3 de las veces; un razonamiento
analogo se puede hacer para e! cuarto, quinto, ..., y octavo conjunto de instrucciones,
g.e.d.

Luego, considerando todos los conjuntos admisibles de instrucciones, de (i} y (ii)
concluimos que, independientemente de la frecuencia con que aparezcan los distintos
conjuntos de instrucciones, en los experimentos de tipo X’¥® deberian obtenerse
resultados opuestos al menos 1/3 de las veces36. Sin embargo, la MC predice una
probabilidad menor:

P (X" =-Y®)=cos"(m /3)=1/4. (3.31)

Por tanto, la MC no es compatible con la existencia de conjuntos de instrucciones
definidas?”.

36 De hecho, si hacemos la hipétesis adicional de que los 8 conjuntos posibles de instrucciones se
dan con la misma frecuencia, en los experimentos X'Y*’ se obtendrian resultados opuestos 1/2 de las
veces.

37 Esta demostracién aparecid originalmente en [Mermin 81 a]. Cuenta Mermin en {[Mermin 90 ¢],
p. xv: “That paper (...} did bring me the finest reward of my entire career in physics —a letter from
Richard Feynman (coincidentally sent on my birthday) that begins “One of the most beautiful papers in
physics that [ know of is yours in the American Journal of Physics... .” But the AJP article turned out
to be only the first step in a chain of papers.” La misma demostracién (o variantes de ella) puede
encontrarse en [Mermin 81 b, 85], [Penrose 89] (pp. 358-360 de la edicién en castellane), [Mermin 90
e] (Caps. 10-12). En [Cabello-Garcia Alcaine 95 a] se compara esta demostracién (estadistica, con
elementos de realidad débiles) de Mermin con otra demostracién distinta (algebraica, con elementos de
realidad fuertes) que veremos en la Sec. 3. 5. 4. En [Kunstatter-Trainor 84] se trata la demostracién de
Mermin en el contexto de la interpretacién estadistica de la MC. En [Yurke-Stoler 92 b] hay una
propuesta experimental para implementarla con dos fuentes separadas de particulas. Comentarios
[Mermin 85] son: [Aspect 85], {Marshall-Santos 85], [Rohrlich 85], [Feingold-Peres 85], [Mirman 85],
[Gardner 85], [Ekstrand 85]. Otros articulos criticos son: [Vogt 89], [Allen 92], [Marmet 93]. Otra
demostracion (estadistica pero sin desigualdades) sencilla es la de Wigner, [Wigner 70] (ver también

[Yammer 74], pp. 309-310). Una desigualdad cuya derivacién es breve es la de Herbert, [Herbert 75, que
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3. 4. Demostraciones algebraicas
3. 4. 1. Introduccion

En las siguientes secciones se trata lo siguiente: En la Sec. 3. 4. 2 se reproduce la
version de Mermin con tres particulas de espin 1/2 de la demostracién de Greenberger-
Horne-Zeilinger (GHZ). En la Sec. 3. 4. 3 se discute una simplificacién debida a Peres
con dos particulas de espin 1/2 que requiere una definicién “recursiva” de elementos de
realidad. En la Sec. 3. 4. 4 se trata la version con dos particulas de espin 1/2 del

argumento de Hardy.

En estas secciones consideraremos sistemas de dos, tres o mds particulas de espin

172 que supondremos se encuentran mutuamente separadas por intervalos de género
espacio; asimismo, denotaremos por v(A) el valor predeterminado (en una teoria

determinista de variables ocultas locales) del resultado de una medicién del observable
A. En todos los casos tratados, los observables son observables de espin representados
por matrices de Pauli o productos tensoriales de matrices de Pauli, y por tanto esos

valores sélo seran +1 6 -1,

3. 4. 2. La version de Mermin de la demostracion de GHZ

En 1989, Daniel Greenberger, Michael Horne y Anton Zeilinger (GHZ),
propusieron una demostracion del teorema de Bell-EPR “sin desigualdades™ sobre
sistemnas individuales [GHZ 89] (ver también [GHSZ 901). En esta seccidn veremos una

versién simplificada debida a Mermin [Mermin 90 a, b] de la demostracién original38.

también puede encontrarse en: [Stapp 85], [Mermin 89], {Penrose 89] {(pp. 573-574 de la edicién en
castellano), [Ballentine 90}, p, 440.

38 [ a demostracion original de GHZ, sobre un sistema de cuatro particulas, la veremos en la Sec. 5.
2. 1. La bibliografia sobre el argumento de GHZ (y variantes del mismo) es especialmente amplia;
ademads de las referencias citadas en esta seccidn y la siguiente y en 5. 2, véanse: [Clifton-Redhead-
Butterfield 91 a, b} (generalizacion de la demostracién original de GHZ a “factorable stochastic theories,
theories in which apparatus hidden variables are causally relevant to measurement results, and theories in
which the hidden variables evolve indeterministically prior to the particle-apparatus interactions”),

[Pitowsky 91, 92}, [Herbut 923, | Clifton-Pagonis-Pitowsky 92], [Stapp 93 a].
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Consideremos un sistema de tres particulas de espin 1/2 preparadas inicialmente en el

estado de espin

De (3. 33)-(3. 36) se deduce que, midiendo un observable local (¢%’ 6 &) sobre dos

de las particulas (es decir, midiendo 6’ 6 61,y 6 6 6", con i# j), se podria

-

“predecir con certeza” el valor de un observable local de la tercera particula (o 6

0'.5"”). Por tanto atendiendo al criterio de elemento de realidad (en sentido débil) de EPR,

debe haber un elemento de realidad (débil®®) asociado a cada uno de los 6 observables
c'”, o, i=1, 2, 3. Dicho de otra manera, los resultados de las mediciones de esos

x ? y ?
observables debe estar predefintdos en una teoria de variables ocultas locales.
Llamaremos a estos resultados v(c'”), v(cri”). De acuerdo con (3. 33)-(3. 36), esos

resultados deben verificar respectivamente que

vict x vy x (o) =1, (3. 37)
vioyxv(e)xv(eM) =1, (3. 38)
v(e!xv(ePyxv(ot) =1, (3. 39)
v(ieMyxv(eP)yxv(ie®) =-1. (3. 40)

La demostracion “algebraica” del teorema de Bell-EPR concluye viendo que las
ecuaciones (3. 37)-(3. 40) son incompatibles. Esto se demuestra mediante un sencillo

argumento: cada valor (+1 6 —1) aparece dos veces en los lados izquierdos de las

39 Son elementos de realidad débiles porque no hay ningdn experimento que permita inferir los 6

conjuntamente sobre un sistema individual,
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ecuaciones; por tanto el producto de todos los lados izquierdos es 1; sin embargo, el
producto de los lados derechos es -1, g.e.d.

En la Sec. 3. 5. 4 veremos cémo es posible obtener la misma conclusién (la
incompatibilidad entre MC y elementos de realidad) sin necesidad de inferir
alternativamente elementos de realidad (para observables incompatibles), utilizando
unicamente elementos de realidad (para observables compatibles) inferidos mediante
medidas conjuntas en el mismo sistema fisico individual {elementos de realidad en
sentido fuerte, con la notacién de Sec. 3. 2. 6).

3. 4. 3. La demostracion de Peres con ERs recursivos

Peres [Peres 90 a], propone una simplificacién con s6lo dos particulas del
argumento anterior. Consideremos dos particulas de espin 1/2 en estado singlete (3. 1).
Es ese estado,

P (o) =-07)=1, (3. 41)

es decir, al medir 6" y ¢’ sobre cualquier sistema individual preparado en estado
singlete siempre se obtienen resultados opuestos (+1 y -1, 6 -1 y +1), por tanto
suponiendo que tales resultados estin predeterminados (en una teoria de variables

ocultas), debe ocurrir que

v(icMy=—v(c). (3. 42)
Analogamente, como

P (ol =-07)=1, (3. 43)
también debe ocurrir que

v(o")=—-v(c'?). (3. 44)

~ ~ A (] ~ (7 .
Por otro lado, como los operadores &' ®S% y 6" ®6% son conmutativos,

)

supondremos, como en MC, que los observables 6 ®c'” y ¢’ ® 0¥ se pueden

medir conjuntamente sobre un sistema individual*?, Ademds el estado (3. 1) verifica

. . .., . 2 1 2
40 No estd claro cémo puede hacerse una medicién conjunta de Ji” ®0’§ Ty 0'2 ’ ®0'i

. T 2) 13 2 . .
(evidentemente no se puede hacer midiendo los observables (Ti”, o‘i , O‘i , 0': ! y multiplicando entre
- . . . s . 2
si los dos primeros y los dos segundos, ya que O'i” y 0‘?’ son incompatibles y también lo son " y

Uiz}. Esto ha dado lugar a clertas confusiones; véase [Nogueira-dos Aidos-Caldeira-Domingos 921). Un
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(Cfi”‘g)d\';z) +6’§”®6’£2))|W)=0, (3. 45)

y por tanto,

v(o"®cPy=—v(c" ®@c?). (3. 46)

En este punto Peres introduce una extension del criterio de elemento de realidad de
EPR4!. La idea consiste en suponer que “elements of reality which correspond to
commuting operators can be combined algebraically, and thereby generate new elements
of reality, in a recursive manner4Z (...) Therefore, if commuting operators A and B
correspond to elements of reality with numerical values v(A) y v(B), respectively (...),
any algebraic f (/Al, B) also corresponds to an element of reality, with numerical value
F(v(A), v(B)). This is the spirit, if not the letter, of the EPR criterion. One may
distinguish primary elements of reality (obtained by observations performed on distant
systems) from secondary ones (obtained recursively), but both kinds are considered
equivalent in the present argument.” [Peres 92} y [Peres 93], p. 151. En particular

supondremos que
v(o)" ®o)=v(e,")xv(0;”), (3. 47)

V(o ®cPy=v(c)xv(c®). (3. 48)

Pero las cinco ecs. (3. 42), (3. 44), (3. 46)-(3. 48) son incompatibles, como se ve
mediante un argumento de paridad: cada valor (+1 6 —1) aparece dos veces, bien en ¢l
mismo lado de la igualdad, bien en lados opuestos; al multiplicar las ecuaciones, en el
primer caso el producto de los dos valores es 1, en el segundo caso los valores se
cancelan; de manera que en el lado izquierdo de la igualdad resultante queda un 1

mientras que en el lado derecho queda un —1 que viene de la ec. (3. 46), g.e.d.

intento (fallido) de resolver ¢l problema de esa medicién conjunta puede encontrarse en [Garcia Alcaine
92].

41 Fista extensién no se hace explicitamente en [Peres 90 a] pero si en [Peres 92) y [Peres 93], p.
151.

42 La razén para hacer esta suposicién es que si los operadores A y B conmutan, la MC nos
permite en principio medir simultineamente los correspondientes observables A y B, junto con cualquier
funcién univaluada f(A, B), y entonces los resultados numéricos de estas tres medidas estdn
relacionadas funcionalmente como lo estdn los operadores. Nétese que si dos operadores A y B tienen
un estado propio comin y, con valores propios a y b respectivamente; entonces ¥ es automdaticamente
propio del operador f(/i, B) con autovalor f(a, b), independientemente de que A y B sean o no

conmutativos {es decir, basta que y sea estado propic de A y B para que f(A, é)uf = fla, Hyy),
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Para Peres esta contradiccién muestra que “the result of a measurement of A cannot
depend only on A and on the state of the system (unless the wave function is an
eigenstate of A). It also depends, in a way not yet understood, on the choice of other
quantum measurements that may possibly be performed.” [Peres 90 a]. O también
muestra que “our recursive definition of elements of reality, which appeared almost

obvious, is incompatible with quantum theory.” [Peres 93], p. 151.

Como admite Peres, la definicién recursiva de elementos de realidad estd en “el

espiritu [pero no en la letra] del criterio de EPR”. En particular, es imposible medir
o’ ® ¢ sin interaccionar con ambas particulas y con ello inferir un clemento de

realidad “primario” para 6’ ® ¢'? “sin perturbar el sistema”. Por lo cual, estrictamente
hablando, no consideremos que la de Peres sea una demostracién del teorema de Bell-
EPR sino, més bien, una nueva demostracién del teorema de BKS#3: una demostracién
dependiente del estado con observables tetradimensionales doblemente degenerados en

lugar de con proposiciones.

3. 4. 4. La demostracion de Hardy
a. Introduccion

En estas secciones nos ocuparemos de la versiéon con estados de espin de la

demostracién algebraica del teorema de Bell-EPR propuesta por Lucien Hardy*4.

43 Bstaes la opinion de Mermin [Mermin 90 d, 93 a, b]. Mermin ha convencido también a Peres de
que su argumento no es una demostracidn del teorema de Bell-EPR; véase la nota 42 del capitulo 2, y
fos agradecimientos de [Peres 96 b].

44 El argumento inicial de Hardy [Hardy 92 a] era un argumento contra fa existencia de elementos de
realidad invariantes Lorentz y empleaba, en lugar de estados de espin, un par electrén-positron que
atravesaban dos interferémetros de Mach-Zehnder solapados. En este trabajo eludiremos la interpretacién
del argumento de Hardy como argumento contra los elementos de realidad invariantes Lorentz
(interpretacion criticada en [Clifton-Niemann 92}, [Vaidman 93], [Berndl-Goldstein 94]; ver también
[Schauer 94 a]); en lugar de esto, consideraremos la propuesta de Hardy simplemente como una
demostracién del teorema de Bell-EPR de imposibilidad de variables ocultas locales (de hecho, la de
Hardy es “The best version of Bell's theorem”, como dice el titulo de [Mermin 95 a]). En el capitulo 5
veremos el experimento ideal en el que Hardy basé su primer argumento. La primera versidn con espines
del argumenio de Hardy es la propuesta en [Clifton-Niemann 92], posteriormente también Hardy
reescribié su argumento para sistemas de dos particulas con dos niveles {en particular para estados de
espin de dos particulas de espin 1/2), [Hardy 93], y éste fue generalizado en [Goldstein 94]. Otras
presentaciones del argumento son: [Hardy-Squires 92], [Stapp 92] (Sec. VII), [Stapp 93 b} (pp. 5-9),
[Stapp 941, [Mermin 94 a, b, 95 a]. Mis referencias relacionadas con el argumento de Hardy se dan a lo

largo de estas secciones y en el capitulo 5.
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Primero definiremos lo que son estados de Hardy en el caso de estados de espin de dos
particulas de espin 1/2, enunciaremos ¢l argumento de Hardy en esa situacion (lo que su
autor llama “No-localidad sin desigualdades para casi todos los estados [puros]
entangled de dos particulas de espin 1/27, [Hardy 93]), y veremos cudl es la forma
explicita de los estados de Hardy. Luego estudiaremos cuéles son los estados de Hardy
que violan méximamente el realismo local. A continuacidn, introduciremos la
descomposicion de Schmidt y veremos cémo ésta permite clasificar los estados puros
“entangled” en dos tipos: “méaximamente entangled” y “estados de Hardy”. Finalmente
resumiremos las condiciones necesarias para generalizar el argumento al caso de dos

particulas de espin s y al caso de » particulas de espin 1/2.

b. La demosiracion

Supongamos un sistema formado dos particulas de espin 1/2 cuya funcién de onda
espacial estd localizada en sendas regiones separadas por un intervalo de género-
espacio. Sobre la primera particula se puede medir la componente del espin segtin el
vector a (o‘u” ") o, alternativamente, la componente seglin el vector A (0;l ", sobre la
segunda se puede medir la componente segiin el vector b (¢,°') o, alternativamente, 1a
componente segiin el vector B ( 0',(3,2) ). Supongamos que Ia parte de espin del estado del

sistema ha sido preparada previamente en un estado 1 (que no cambia en la evolucidn

temporal) que tiene las siguientes propiedades:

Un estado de espin de dos particulas de espin 1/2 que verifica a la vez estas cuatro
propiedades diremos que es un estado de Hardy*s.

45 Esta forma de caracterizar los estados de Hardy es esencialmente la misma que se propone en
[Clifton-Niemann 92]. La expresion de las cuatro condiciones de Hardy en términos de probabilidades y

probabilidades condicionadas es la habitual en las revisiones de Mermin del argumento de Hardy:
[Mermin 94 a, b, 95 a].
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El argumento de Hardy es el siguiente: S6lo nos vamos a fijar en uno de aquellos

> 1 2 . :
casos en los que se mide 6’ y 6, y se obtiene el resultado +1 para ambas particulas;

resultado que tiene una probabilidad no nula de suceder, por (3. 52). Si, en ese mismo
disparo del experimento, hubiésemos elegido medir 6" y o’ (en lugar de C)'b(z)), es
de suponer que habriamos obtenido cra(” =+1 como en el caso anterior (ya que, por la
hipStesis de Jocalidad, el resultado de la medida de ¢, no puede depender de qué se

elija medir en la regién 2 que estd separada por un intervalo de género-espacio de la

region 1), y, por la propiedad (3. 49), el otro resultado habria sido 0'(2) ~1.

Alternativamente, si en el mismo disparo hubiésemos eleg1d0 medir 0, ® (en lugar de

(l ) 2}
)y G,

(3 50), 0'” —1. Por tanto, teniendo en cuenta los dos razonamientos anteriores y la

(1) [
Yy O

. Pero, de

, es de suponer que habriamos encontrado ¢,°’ =+1 (por localidad) y, por

hipétesis de localidad, si en ese mismo disparo hubiésemos elegido medir o,

(en lugar de o, “) y o‘,,(z)) deberiamos de haber obtenido 0'(') —0'53” -1

acuerdo con la propiedad (3. 51), ese resultado jamais se obtiene en una medida sobre el
estado 7. Conclusién: ninguna teoria de variables ocultas locales en la que los

(1) a ) 2)

resultados de ¢, °, o,’, 6,°', 0, estén predeterminados (y con ello queremos decir

que, por ejemplo, el resultado de ¢’ dependa sélo del estado de la particula | y del
estado del aparato de Stern-Gerlach que se utiliza para medirla), es compatible con la

MC en el caso descrito.

La clave para que el argumento de Hardy funcione es que 1a MC permita estados con
las propiedades (3. 49)-(3. 52). Vamos a ver cudl es la forma explicita més general de
tales estados; en el capitulo 5 veremos cémo se pueden producir estados con

propiedades similares en diversos contextos fisicos.

En la base de estados propios de 0' "'y 6f’, el estado puro de espin de dos

particulas de espin 172 mas general puede escribirse como

Iw)zc o’ =+1)®|c® =-1)
(3. 53)
= 1) ® |0'{2) —+1)+ c. IO'“)— 1) ®|crff> :—l)
donde los coeficientes deben verificar la condicién de normalizacién
el =1, (3. 54)
Para que un estado de la forma (3. 53) cumpla (3. 49) debe ocurrir
e oV =+1|ol =+1)=—c_{o!" = +1]o}" =-1). (3. 55)

Para que cumpla (3. 50), debe ocurrir
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c, {6®@=+1lo? =+1)=-c (6" = +1|c P =-1). (3. 56)
Para que cumpla (3. 51),
c_=0. (3. 57)
Y para que cumpla (3. 52),
¢, (o =+1|o =+1) (o = +1[o} = +1)+
¢, (0 =+1jof = +1){oy" = +1|of =-1)+ 58
e (o0 =+1jo? =—1){o® = +1jo? = +1)+ |
c._ (o0 =+1|o =—1)oP = +1|o’ =—1)# 0
Sustituyendo (3. 55), (3. 56) y (3. 57) en (3. 58), se llega a
—c, {6 =+1]ol" =+1){e? =+1|c P = +1) 20, (3. 59)
por lo tanto
c,.#0. (3. 60)
Teniendo en cuenta (3. 60), para que se verifique (3. 55) debe ocurrir
¢ #0. 3. 61)
Analogamente, para que se verifique (3. 56)
c, #0. (3. 62)

Resumiendo: los estados de Hardy son los de tipo (3. 53) con uno de

los

coeficientes cero y los otros tres distintos de cero*%. Como los vectores A y B son

arbitrarios siempre podemos escribir los estados de Hardy como

46 La forma explicita de los estados propuesta en [Hardy 93] no es todo lo general posible; esta

expresioén mds general fue obtenida en [Goldstein 94].
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En general, el estado (3. 63) no es ni simétrico ni antisimétrico bajo el intercambio de
particulas?’.

Vamos a ver como se puede fabricar, al menos idealmente, un estado de Hardy de
espin con dos particulas de espin 1/2. Céjase una particula de espin 1, hdgase pasar por
un Stern-Gerlach orientado segiin el eje z positivo, deséchese el canal asociado al
autovalor —1, y reinanse coherentemente® los canales asociados a los autovalores +1 y
(; a continuacién, la particula de espin 1 saliente se desintegra en onda § en dos
particulas distintas de espin 1/2. Se obtiene asi un estado de Hardy de tipo

|n) =ml++)+n(+-)+|-+)). En el capitulo 5 trataremos con mds extensidén otras

situaciones fisicas que dan lugar a estados de Hardy.

¢. Maxima violacién

Ninguna teoria de variables ocultas locales (del tipo descrito antes) puede explicar

los resultados de aquellos disparos del experimento en los que se miden ¢’ y 0’ y

a
: 1 2 : . :
se obtiene 6"’ =o,” =+1. Sin embargo, esos sucesos son sélo un subconjunto de los

sucesos posibles cuando se miden esas componentes (los sucesos en los que

2 2 C s
o =0/ =-1, ¢/’ =-6;" =*1 no dan lugar a contradiccién). En esta seccién

d o
vamos a ver para qué estados de Hardy la probabilidad de obtener sucesos inexplicables
mediante variables ocultas es maxima, y cudl es esta mdxima probabilidad. La

probabilidad que queremos maximizar es la que aparece en la ec. (3. 52),
2
B =[o"=+1, 07 =+1|n)| . (3. 64)

que, por (3. 52), debe ser estrictamente mayor que cero. Llamando

47 El postulado de simetrizacién de la MC dice que todos los estados puros de un sistema de
particulas idénticas deben ser totalmente simétricos o antisimétricos bajo el intercambio de dos
cualesquiera de ellas; en particular el teorema de conexidn espin-estadistica (ver [Streater-Wightman 64])
dice que en un sistema formado por fermiones/bosones idénticos séle los vectores de estado
antisimétricos/simétricos respecto a la permutacién de esas particulas, pueden describir estados fisicos.
Hay varias formas de que un estado de Hardy “escape” al postulado de simetrizacién: (a) las particulas
son distinguibles (por ejemplo un protén y un muén), (b) las particulas son idénticas (por ejemplo, dos
electrones) pero estan muy separadas. En la Sec. 5. 2. 2 veremos brevemente un procedimiento que
utiliza el principio de exclusién de Pauli [Pauli 26] para fabricar estados (con propiedades que permiten
hacer un argumento andlogo al) de Hardy con fermiones idénticos.

48 F1 problema de ta recuperacién de la coherencia en un interferémetro de Stern-Gerlach (esto es,

un aparato de Stern-Gerlach seguido de imanes para reconstituir coherentemente el haz inicial) se trata en

[Englert-Schwinger-Scully 88], [Schwinger-Scully-Englert 88], [Scully-Englert-Schwinger 891.
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x=fo " =+1o =+1)[ (3.65 2)
yi=fol =+1|o® =+1)f, (3. 65 b)

la ec. (3. 59) se convierte en
P =le..[x. (3. 66)

2

c se puede expresar como funcion de x e y. Para ello, resolvemos el sistema de

++

ecuaciones formado por las ecs. (3. 53)-(3. 57) teniendo en cuenta que

Ko =—1]o =+1)| =1-x, (3. 67 a)

Ko, =—t]o, =+1)[ =1-y. (3. 67 b)

Entonces (3. 66) se puede escribir como

(d-x)d-y»xy

B (x,y)= ; (3.68)
1—xy

que es maxima cuando

V5 -1

7 (3. 69)

X=y=

que no es otra cosa que el inverso de la razon durea®. La probabilidad F, méxima es

49 a razén durea o nimero dureo, representado frecuentemente con T o ¢, mide la antigua
seccidn durea griega. La seccidn durea de un segmento AB se define con ayuda de un punto M tal que
AB/AM=AM/MB, cada vno de estos cocientes es entonces igual al nimero dureo, y vale
(14++v5)/2, es decir [.61803398... (para algunos autores, el niimero dureo es el inverso de este
nimero, es decir: (_Jg —1)/2=061803398...). Se trata de un ndmero irracional, pero algebraico,
solucidén positiva de la ecuacién X —x-1=0,y que aparece en muchos contextos. Por ejemplo, se
puede demostrar que el cociente entre dos elementos consecutivos de la sucesién de Fibonacei 1, 1, 2, 3,
5,8, 13, ... en la que cada término es la suma de los dos precedentes, tiende hacia la razdén durea cuando
n tiende a infinito (la sucesién de Fibonacci aparece en el estudio de la disposicién de las hojas alrededor
del tallo en las plantas o filotaxia). Histéricamente, la razén durea ha desempefado un papel importante
en la estética clasica (donde se conoce también como la divina proporcién); también se le atribuyen
interpretaciones mfsticas y simbdlicas, Datos tomados de [Mashaal 95]. También es el cociente entre la
diagonal y el lado de un pentdgono regular. La relacién entre la razon durea y el argumento de Hardy fue
advertida por primera vez por Mermin, [Mermin 94 a, b] {aunque los cdlculos va estaban hechos en
[Hardy 93]).
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J5-1Y
[T ~ 0.09017. (3. 70)
Como
x= cos*(aA/2), (3.71)
de (3. 69)
aA=bB=T76 34’ (3.72)

Los estados para los que se obtiene la méxima £, son aquellos tales que

3
2 (51
c,. =(——2—~—J ~ 023607, (3.73)
e | =le., 1 3= 38197, (3. 74)
2

d. La descomposicion de Schmidt

En esta seccion veremos que los estados puros entangled de dos particulas de espin
1/2 s6lo pueden ser de dos tipos: 0 maximamente entangled o estados de Hardy. Para

ello introduciremos la descomposicién de Schmidt,

Cualquier estado puro de un sistema compuesto por dos subsistemas, descrito por
. . 1 2 - yog
un espacio de Hilbert H" ® H®, puede, para una cierta eleccion de base, expresarse

en la forma
ly)=Dcla)o|B>), (3.75

donde {| Af”)} es una base ortonormal de vectores de H, y {I B,.(Z))} es un conjunto
ortonormal de vectores de H®’ (suponiendo dim H" < dim H*). Esto es lo que se
llama la descomposicién de Schmidt (o también descomposicién biortogonal, polar,

etc.)’0, Nétese que, al contrario que la descomposicion habitual

50 Referencias sobre estados de sistemas compuestos y en particular sobre la descomposicién de
Schmidt son: [Schmidt 07 a, b}, [Von Neumann 32] (Sec. V1. 2), [Furry 36 a], [Jauch 68] (Sec. 11. 8),
[Ballentine 90] (Scc. 8. 3), [Albrecht 92] {Secs. II, III y apéndice; sobre la descomposicién de Schmidt),
[Barnett-Phoenix 92], [Albrecht 93] (Sec. II y apéndice; sobre la descomposicion de Schmidt), [Peres 93]
(Cap. 5), [Elby-Bub 94] (unicidad de la descomposicidn triortogonal de estados puros), [Albrecht 94]
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lw)=34,|E"}o|E®), (3. 76)
i

en la descomposicion de Schmidt (3. 75) s6lo hay un indice!. Los vectores {| Ay
{I Bf”)}permiten definir sendos operadores autoadjuntos A"’ :Za I.|A,.“) XA,.(HI,

B® =2bi|Bf2))(Bf2)| (con autovalores a,, b, arbitrarios) que representan sendos
i

observables, A", B’ sobre los subsistemas 1y 2. A" y B® se [laman observables
de Schmidt. Cuando se mide A"’ sobre el subsistema 1 y se encuentra el resultado a,,
entonces cualquier medida de B®’ dard con certeza el resultado b, de modo que se dice
que en un estado con descomposicion biortogonal (3. 75) los observables de Schmidt

estan correlacionados.

La descomposicidn biortogonal (de Schmidt) siempre existe, pero es tnica s6lo en el
caso en el que todos los Ic,.| ’s distintos de cero sean diferentes [Elby-Bub 94]. Cuando
|c,| = |c21, el estado Y se puede descomponer biortogonalmente en un nimero infinito
de bases>2. Ello resulta particularmente 1til para clasificar los estados puros de sistemas
con dos partes. Segun sea su descomposicién biortogonal, un estado puro de un sistema

compuesto por dos partes puede ser.

(Apéndice sobre la descomposicién de Schmidt), [Mann-Sanders-Munrce 95] (sobre la descomposicién de
Schmidt), [Ekert-Knight 95] (id.), [Peres 95 b] {sobre la descomposicién de Schmidt de orden superior).

3 El (dnico) indice, , va de | hasta la menor de las dimensiones de H'' y H"'. Por ejemplo, la
descomposicién de Schmidt de un sistema compuesto por un subsistema de dos niveles (por gjemplo,
los estados de espin de una particula de espin 1/2) y un subsistema de tres niveles (por ejemplo, los
cstados de espin de una particula de espin 1) tiene sélo dos #€rminos. Sin embargo, la descomposicién de
Schmidt de dos espines 1, tiene tres términos,

352 En cambio, si consideramos sistemas compuestos por r subsistemas, descritos por un espacio de

Hilbert H" ® H*' ® ...® H™, con n 2 3, la descomposicién n-ortogonal,

lyy=Dc|a")@|a”) . .ela™), 3.0)

no siempre existe, pero cuando existe es tnica [Elby-Bub 94). Esto se considera de gran importancia
para algunas interpretaciones de la MC (como Ja de los muchos universos, las interpretaciones hasadas
en la decoherencia, o las interpretaciones modales); véase [Elby-Bub 94]. De hecho en las
interpretaciones modales, la descomposicién de Schmidt juega un papel central. Bibliografia sobre las
interpretaciones modales: [Van Fraassen 79, 91], [Kochen 85], [Healey 89], [Dicks 89, 94, 95], [Lahti
90] (la descomposicién de Schmidt y la medida), [Albert-Loewer 90}, [Arntzenius 90], [Elby 93 a], [Bub
93], [Elby-Bub 94], [Clifton 95 a, b, ¢}, [Vermaas-Dieks 95] (generalizacién de la interpretacion modal a
estados representados por operadores densidad arbitrarios), [Bub 95), [Cassinelli-Lahti 95],

[Bacciagaluppi 95].
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a) Estado factorizable (o estado producto). Si su descomposicién biortogonal es

Unica y tiene un solo término; es decir, si se puede escribir como
M )
[w)=|a")®|B®), (3.77)

donde |A(” ) es un estado del subsistema 1, y IB(Z)) es un estado del subsistema 2.

b) Estado entangled®3. Son aquellos que pueden escribirse de la forma (3. 75) con
al menos dos coeficientes no nulos. Atendiendo a su descomposicién biortogonal, los

estados entangled pueden, a su vez, clasificarse en:

bl) Estado de Hardy (1a razdn para este nombre quedara clara enseguida). Son los
estados entangled cuya descomposicién biortogonal es tinica (y, recuérdese, la
descomposicién (3. 75) es tinica s6lo en el caso en el que todos los |c,.| ’s distintos de
cero sean diferentes). Es facil comprobar, [Hardy 93], que los estados de Hardy tal
como fueron definidos anteriormente son de este tipo, y reciprocamente: todos los

estados entangled en cuya descomposicion de Schmidt los |c,.| ’s distintos de cero sean

todos diferentes, admiten un argumento de Hardy54.

33 En esta memoria hablaremos de estados “entangled”, conservando la traduccién inglesa de los
términos alemanes que usa Schrodinger (“Verschrinkung”, traducido como “entanglement” y
“verwickelten”, traducido por “entangled”), [Schridinger 35 a]. En castellano, el adjetivo entangled
recibe, por lo menos, dos traducciones: “enredado”, por ejemplo en [Gonzalo 917, ¥ “embrollado”, en
[Garcia Alcaine 92]. La importancia de los estados entangled fue advertida por Schridinger en
[Schridinger 35 aj, para éi “[entanglement is] not (...) one but rather the characteristic trait of quantum
mechanics.” [Schridinger 35 b).

54 Sea ,6 la matriz densidad que describe el estado de un sistema compuesto de dos subsistemas,
cada uno de ellos con dos niveles {por ejemplo, el estado de espin de dos particulas de espin 1/2); se

definen las matrices reducidas asociadas a cada subsistema como:

Atl} pn+pzz p13+p24 (2} p||+p31 p12+p34
P :=( J p' :=( ) (3.d)

p;1+p;4 p33+p44 pl‘l+p;4 p32+p44

Dado un estado puro de la forma (3. 76), su descomposicién de Schinidt (3. 75) se obtiene con la

siguiente receta: ¢, = JA_‘ , donde los {A.} son los valores propios de la matriz reducida ,5‘” (y también

de p*). Los {| Af”)} son los vectores propios (normalizados) de p"', los {IB:“)} son 10s vectores

propios (normalizados) de p™' y verifican |Bf“) = ?@”12 f&lF}”’) . donde los {f,} son los coeficientes
i

de |y) =D 1| A"y ®|F™); véase [Albrecht 94]. Por ejemplo, la descomposicion de Schmidt del

iy

estado de Hardy

= (") @ )Y @ =Y [-"d & |+ )3 G. ¢)
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b2) Estado mdximamente entangled. Son los estados cuya descomposicidn
biortogonal no es dnica (de hecho siempre existen infinitas descomposiciones de
Schmidt55). El ejemplo tipico de estado mdximamente entangled es el estado singlete’®
de dos particulas de espin 1/2

18? 20,8, =0)=(|0/" =+1) ®|0? ==1)-|a" =~1)®|c? =+1))/¥2, (3.78)

en el que se ven las infinitas descomposiciones de Schmidt ya que el singlete tiene la

propiedad de que cualquiera que sea n

|s* =0,5,=0)=(|0"” =+1)®]6" =-1)-|6"=-1}®

o =12, (3.79

Ningiin estado miximamente entangled admite un argumento de Hardy [Hardy 93],
[Cereceda 96 c], [Kar 96]; lo cual no deja de ser curioso ya que son estos estados los
que violan maximamente las desigualdades de Bell-CHSH [Kar 95].

es
) =cla" Yo 5" )+ 4 ) ®]8), 3.0

donde
¢ =[(1+45/3)/7'", ¢, =-(1-/5/3/2'", 3. g)
) =18 ) =265 -5 {0 ) w11 -5yl (3.h)
IS B P eV ERa AR 0 YGRSV AVET R 1R (3.1)

Yy, como lql # lczl, es Unica.

55 La razén mis evidente para el nombre de estados “méaximamente entangled” es que existe un
nimero infinito de bases biortogonales y por tanto existen infinitas correlaciones perfectas entre las
partes del sistema. Véase [Shimony 95]. En la literatura hay diferentes definiciones de “indices de
correlacién” que dan cuenta del grado de “entanglement” entre dos (0 mds) sistemas; por ejemplo, en

[Barnett-Phoenix 21] el indice de correlacién se define como el contenido de informacion entre dos

sistemas, entendiendo por tal la cantidad S + §*

— §, donde S es la entropia total del sistema definida
en MC [Von Neumann 32] (Sec. V. 2) como, §=—tr{(pInp), y S son las entropias parciales,
definidas como § = —tr (5 In 5. Ver [Schlienz-Mahler 95].

36 Otro ejemplo, es el estado triplete entangled, que, en particular puede escribirse en las siguientes
dos bases de Schmidt:

S =15 =0)=(o" =+)®|c? =-1)+|c" =—1)® | =+) 2

3.
= (o =+1)® |0 =11} |0 =) ® |6 = -/ 2 G0
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e. Generalizaciones del argumento de Hardy

(a) Generalizacion a dos particulas de espin s: En [Clifton-Niemann 92], apartados 1

Y 2, se demuestra que para todo s existen estados de espin de dos particulas de espin s

= Selss

m, h=7F§

O =m)®|$P = n), (3. 80)

que verifican las siguientes cuatro condiciones, andlogas a las condiciones (3. 49)-(3.
52):

2%(52” =m,$,” =n)=0, (3. 81)
P =m, 87 =n)=0, (3. 82)
P (S ==5,8; =) =0, (3. 83)

P(SV=35,8"=s5>0. (3. 84)

Con lo cual se puede hacer un argumento completamente similar al desarrollado para dos
particulas de espin 1/2, basado ahora en las propiedades (3. 81)-(3. 84).

(b) Generalizacién a n particulas de espin 1/2: Supongamos n particulas de espin 1/2
mutuamente separadas por intervalos de género-espacio. Sobre cada una de ellas
podemos elegir medir el espin en dos direcciones alternativas a, o A,. En [Pagonis-

Clifton 92] se muestra que cualquier estado de » particulas de espin 1/2

+1

M= X cumn
oy, Mg 1

|o=m)ole?=m)e..8lc =mn). 6. 85

permite un argumento similar al de Hardy, siempre y cuando satisfagan las siguientes

condiciones:
(l} (j}___ . . R
B(o,) =0 =+1)=0, Viz j, (3. 86)
P(o,'=0,"=..=0"=-1)=0, (3. 87)
B(c,'=0,"=...=0"=+1)>0. (3. 88)

Noétese que la ecs. (3. 86) son las andlogas a las ecs. (3. 49) y (3. 50) en el caso de dos
particulas. El argumento, basado ahora en las ecs. (3. 86)-(3. 88), es completamente
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similar al de dos particulas. Para mis detalles constiltese la referencia original. El caso
n = 3 se trata con mayor amplitud en [Wu-Xie 96].

3. 5. Elementos de realidad fuertes
3. 5. 1. Introduccion

En las secciones siguientes reformularemos el argumento de incomptletitud de 1a MC
propuesto por EPR, usando una versién atn mds “inevitable” de “elementos de
realidad” (ERs) {(que llamaremos elementos de realidad fuertes, SERs), que permite
eludir la “laguna [16gica] mds significativa” del argumento original (ver la Sec. 3. 2. 7).
Ello aumenta la sensacidén de que la MC ha de ser “completable”, al menos, con esta
version de ERs. En una segunda parte, sin embargo, se demuestra el teorema de Bell-
EPR con elementos de realidad fuertes, poniéndo atin més en evidencia la naturaleza e
intensidad del conflicto entre la MC y sus alternativas con variables ocultas locales. La
demostracion de esta segunda parte se basa en modificaciones, técnicamente triviales
pero conceptualmente muy simplificadores, de argumentos descritos en secciones

anteriores,

La estructura de esta parte es la siguiente. En la Sec. 3. 5. 2, introducimos una
forma mas detallada de la condicién suficiente para una inferencia conjunta de varios
ERs, que llamaremos elementos de realidad fuertes conjuntos (SERs conjuntos); los
argumentos de las secciones posteriores se basan de manera crucial en la utilizacién de
los SERs introducidos en esta seccién en vez de los ERs usuales de EPR. En la seccion
3. 5. 3, formularemos el argumento de incompletitud de EPR en términos de SERs
inferidos a partir de mediciones conjuntas (en lugar de a partir de mediciones
alternativamente factibles como en el articulo original} en dos estados entangled de tres
particulas de espin 1/2: uno que es una extension a tres particulas del estado de Hardy de
dos particulas, y el otro que es el estado de GHZ-Mermin. En la Sec. 3. 5. 4,
mostraremos la incompatibilidad entre la MC y los SERs (el teorema de Bell-EPR con
SERs) sobre los mismos estados entangled usados en la seccién 3. 5. 3. Finalmente

resurmiremos nuestras conclusiones en la seccion 3. 5. 5.

El material de estas secciones forma parte de {Cabello-Garcia Alcaine 95 b, 96 b, c].
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3. 5. 2. ERs inferidos de mediciones conjuntas

Llamaremos elementos de realidad fuertes (SERs, strong elements of reality) a
aquéllos que se obtienen con el criterio de EPR, tomando “podemos predecir” en el
sentido fuerte. Este nombre refleja su cardcter actual (“real”, por contraposicion a
“potencial”), a diferencia de los ERs que se usan en el articulo de EPR y en la mayor
parte de la literatura: los SERs corresponden a predicciones concretas, con valores bien
definidos, en lugar de a ERs con existencia abstracta pero sin valores concretos como
los que se infieren usando el sentide débil de “podemos predecir”. Adviértase, sin
embargo, que el criterio de EPR es una condicidn suficiente, y que el conjunto de
hip6tesis empleadas para inferir SERSs es de hecho mds débil: ahora no se requiere CFD

(para efectuar inferencias alternativas) que se usaba implicitamente en el argumento
original de EPR.

Garantizaremos que se cumple la frase “sin perturbar de ninguna manera el sistema”
del criterio de EPR imponiendo el requisito de que ¢l sistema al que se asigna el ER esté
fuera de los conos de luz con vértice en los puntos en los que se efectian las
observaciones necesarias para hacer la prediccion. Asi es como se infieren los ERs en el

articulo de EPR y estd de acuerdo con las ideas de Einstein sobre sistemas compuestos y
la independencia entre las propiedades de sus partes: “La situacion real del sistema §, es

independiente de lo que se haga con el sistema S|, que estd espacialmente separado del

anterior.” [Einstein 49157, Mds explicitamente, formularemos la condicién suficiente

para la existencia de un SER de la manera siguiente:

El SER no es necesario que sea el valor de la cantidad fisica, sino cualquier cosa que
determine univocamente dicho valor. Por ejemplo, en la teorfa de Bohm la posicién de la
particula a la entrada de un aparato de Stern-Gerlach es la que determina el valor de la

correspondiente componente de espin [Bohm-Hiley 95]. En cualquier caso, para

37 Ya citada en la nota 5 de este capitulo.
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simplificar los argumentos identificaremos el SER con el valor de la cantidad fisica que

predice.

Nuestro siguiente paso es ilustrar cudndo varios SERs pueden asignarse
conjuntamente al mismo sistema individual. Supongamos que hacemos una medicién en
una regién R, del tubo de universo de S|, y que el resultado obtenido nos permite

2)

inferir un SER r*' en S, siguiendo nuestro criterio anterior. Sobre el mismo sistema

individual, supongamos que un segundo observador hace una medicioén en una region
R, del tubo de universo de §,, separada por intervalos de género-espacio de R,, y que

(1)

su resultado le permite inferir un SER "’ en §, en su estado preparado originalmente

(antes de cualquier perturbacién). La persistencia del SER r®’

después de la medicién
en R, no estd garantizada (en general la medida perturba el subsistema §,; podria
incluso destruirlo); lo mismo se puede decir del SER r"'’ después de la medicién en R,.
De acuerdo con la condicién suficiente para la existencia de SERs, podemos asignar a
ese sistema individual dos SERs conjuntos, r'’ y r?’, al menos en las partes de los
tubos de universo que estdn fuera de los conos de luz futuros con vérticesen R, y R,
{coloquialmente, en las partes de los tubos de universo “anteriores” a las mediciones):

un caso simplificado se muestra en la figura 3. 2.

Para cualquier par de sucesos (puntuales), uno en cada regién, siempre existe un
sistema de referencia inercial en el cual ambos sucesos son simultdneos. Por tanto, es
tentador adoptar la terminologia usual y decir que los SERs conjuntos son
“simultaneos”, pero hemos evitado esto para enfatizar que la existencia combinada de
r'?y r® en el mismo sistema individual no depende de ninguna eleccién externa de
referencial inercial. No es necesario preocuparse por la instanteneidad de las mediciones
O por su existencia sobre secciones tridimensionales simultdneas de los tubos de
universo de S, y S,, y la generalizacién a sistemas con tres o mds partes separadas por
intervalos de género-espacio es inmediata: el tinico requisito sobre el sistema compuesto
es que se puedan hacer predicciones con certeza sobre propiedades (posiblemente no-
locales) del sistemna individual en alguna region del espacio-tiempo (anterior a cualquier
perturbacion externa), basadas en mediciones efectuadas en otras regiones separadas por
intervalos de género-espacio.
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S S

Fig. 3. 2. Para simplificar la representacién hemos supuesto que las secciones de
los tubos de universo de los subsistemas 8, y S, con el plano de la figura tienen bordes
rectos bien definidos y anchura constante (lo que es una obvia idealizacién, que elude
los problemas asociados con el soporte no-compacto y el ensanchamiento de la parte
espacial de las funciones de onda). El resultado de una medicién en la regién K, del
espacio-tiempo se usa para inferir un elemento de realidad +® en el subsistema S,, al
menos fuera de los conos de luz futuros con vértices en R, y antes de cualquier
perturbacién externa sobre §,. Otra medicién efectuada en R, cambia en general el
estado del subsistema S, ($, podria dejar de existir), y la persistencia de r* como
elemento de realidad ya no estd garantizada. El mismo razonamiento se aplica cuando se
intercambian los indices 1< 2. Existen elementos de realidad fuertes conjuntos r('),

#** al menos en las partes de los tubos de universo fuera de los conos de luz futuros
con vértices en R, y R, (zonas més oscuras en la figura).

3. 5. 3. El argumento de EPR con SERs conjuntos

Vamos a seguir el dictado de EPR antes citado, de encontrar los ERs “apelando a los
resultados de experimentos”, y vamos a reformular el argumento de incompletitud
usando s6lo ERs inferidos de mediciones conjuntas en un mismo sistema individual (los
SERs conjuntos, definidos en la seccidn anterior), sin hipétesis a priori de CFD para

inferencias alternativas. Nuestros SERs conjuntos corresponderan a observables que no
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tienen ningin estado propio comun; ésta es la condicién relevante, y no simplemente la
de que los observables sean incompatibles (que requiere solo que no exista una base de
estados propios comunes, lo que permitiria en principio la existencia de estados libres de

dispersién conjunta).

Consideremos un sistema formado por tres particulas de espin 1/2 en regiones
separadas por intervalos de género-espacio, preparadas en ¢l estado entangled de espin
{en la base de estados propios de los operadores 6‘2"), j=1,2,3),

lW)=a(+++) -|+—+)-l=++)+b|-—-), (3. 89)
con 3|a|2 -|-|b|2 =1,y ab#0.

En este estado,

P (o’ =-1lc!"=+1)=1, (3. 90)

L4

P (0"=-110" =+1)=1, (3. 91)

donde F, (0‘52} =—11I o‘i Y= +1) denota la probabilidad condicionada de obtener el valor
@) 1
g =

X Z

—1 si o =+1. Si medimos ¢ sobre 1a primera particula y obtenemos el
z p p ¥

resultado +1, la propiedad (3. 90) nos permite asignar un SER ¢’ =—1 a la segunda

X

particula, al menos mientras no se la perturbe. Andlogamente, si un segundo observador

mide o> sobre la segunda particula y obtiene el resultado +1, la propiedad (3. 91) le

permite asignar un SER ¢’ =—1 ala primera particula antes de ser perturbada.

X

Consideremos ahora el observable no-local (y no-factorizable)} definido mediante el

proyector
AUD =] = |— Y= |, (3. 92)

en el sistema formado por la primera y la segunda particulas. Este observable 7'*% es

compatible con o' y ¢'* pero no con 6"’ y 6'¥; de hecho, es facil comprobar que no

existe ninglin estado propio comin de los tres operadores 6" ®1®, " ® 6P y

7%(1+2).

En el estado (3. 89),

Bz =116 =+1)=1. (3. 93)

v

Consecuentemente, si un tercer observador mide o\ y obtiene el resultado +1, puede

(1+2)

asignar un SER & =1 al sistema formado por la primera y la segunda particulas,
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La probabilidad de obtener los resultados ¢ =+1. ¢” =+1, ¢!’ =+1 en una
medida conjunta de los tres observables ¢'” en regiones espacialmente separadas del

mismo sistema fisico individual es no nula:

P (0" =+1, 6@ =+], ¥ =+ =|al". (3. 94)

En un sistema fisico individual en el que se obtienen estos tres resultados, usando (3.
90), (3. 91) y (3. 93) podemos inferir tres SERs conjuntos: o' =1, gP =-1y

X

7r('1+2)

=1. Como no existe ningin estado propio comiin de los correspondientes
observables, siguiendo a EPR podriamos concluir que el estado cudntico “no
proporciona una descripcién completa de la realidad fisica” [EPR 35] de este sistema

individual,

Podriamos intentar un argumento de incompletitud similar con el estado de las dos

primeras particulas dado por
[m)=(++)=1+=) == +)/3 (3. 95)

(un ejemplo de estado de Hardy; ver la Sec. 3. 4. 4), que verifica las propiedades (3.

90) y (3. 91) y es un estado propio de 7'’ con valor propio 1. Pero entonces, los

valores o' =—1, 6% =—1 y 7" =1 no satisfarfan nuestra condicién suficiente

para ser considerados SERs conjuntos, ya que la preparacidn del estado (3. 95), que

garantiza el valor £!'*?

=1, estaria en el pasado causal de las mediciones usadas para
inferir los otros dos valores38. Por supuesto, los ERs conjuntos podrian existir aunque

no se satisfaciese esta condicion suficiente, pero no necesitamos preocuparnos por

38 Relacionado con esto estd la discusion de qué tipo de elementos de realidad se pueden definir en el
argumento de Hardy. En [Mermin 94 b], p. 883, se sefiala que cuando en un estado la condicién de
predictibilidad no se encuentra en todos los disparos del experimento sino sélo en una fraccidn,
incontrolable, de ellos —como ocurre en el argumento de Hardy—, entonces no se puede “aplicar un

argumento del tipo del de EPR”. Con nuestra terminologia, eso quiere decir simplemente que no tiene
sentido hablar de elementos de realidad débiles en el argumento de Hardy. 5in embargo, si se consideran

elementos de realidad fieertes, aunque la condicién de predictibilidad sélo se de en uno de los posibles
resultados de una medicidn, bastard que al hacer tal medicidn en un sistema individual y se obtenga tal
resultado para, aplicando la letra del criterio de EPR, inferir el correspondiente elemento de realidad
fuerte en dicho sistema individual; luego con esta acepeidn, si tiene sentido hablar elementos de realidad
en el argumento de Hardy. Hardy emplea la siguiente condicién suficiente; nétese que en ella ha
desaparecido la expresion “sin perturbar...” {ergo no presupone localidad): “If we can predict with
certainty (i.e., with probability equal to 1) the result of measuring a physical quantity, then there exists
an element of reality corresponding to this physical quantity and having a value equal to the predicted

measurement result.” [Hardy 92 a], p. 2982.
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definiciones mas precisas de ERs, porque la simple introduccion de la tercera particula
nos permite formular el argumento de incompletitud en términos de SERs que verifican
estrictamente la condicidén para una inferencia conjunta; en este nivel “gedanken” no nos
preocuparemos por posibles dificultades adicionales en la preparacion experimental del

estado de tres particulas (3. 89) en relacién con el estado de Hardy (3. 95).

Se puede obtener una demostracién de incompletitud todavia mas fuerte usando el

estado de GHZ-Mermin de tres particulas de espin 1/2:

i) = (|+++)-|-——))/~2. (3. 96)

~

Denotemos por 4, =67 @6, 4, =6 @6Y, A,=6""® 87 En este estado,

P(A =¢lo=g)=1¢ =11, j=12 3. (3.97)

No existe ningdn estado propio comtin a ninguna de las parejas de observables A, y

sin embargo se pueden inferir SERs conjuntos para los tres, midiendo '’ en tres

regiones mutuamente separadas por intervalos de género-espacio, y ello cualesquiera
que sean los resultados obtenidos en estas mediciones (en el ejemplo anterior nos
Gy —

=41,

Z

teniamos que restringir a aquellos sistemas fisicos individuales en los que ©
J =1, 2, 3); el precio que hay que pagar para esta extension del argumento a todos los
sistemas individuales preparados en el estado (3. 96) es que los tres observables
incompatibles a Jos que se asignan SERs conjuntos son ahora no-locales (aunque
factorizables), en lugar de un observable no-local y dos locales en el ejemplo

“probabilistico” anterior.

En ambos ejemplos (3. 89), (3. 96) se ha formulado el argumento de incompletitud
en términos de SERS conjuntos, inferidos a partir de mediciones conjuntas
(“simultaneas”, en la terminologia usual) sobre el mismo sistema individual; tal
formulacion se habfa considerado imposible hasta ahora [Clauser-Shimony 78],
[d’Espagnat 93], [Shimony 93]5%.

59 Emilio Santos, en un e-mail del 25 de mayo de 1995, dice, refiriéndose a uno de nuestros
“preprints”: “La segunda seccién del articulo es curiosa por la demostracién que hacéis de que puede
haber tres observables no compatibles que, sin embargo dan lugar a elementos de realidad fuertes
simulidneos. En mi opinién eso refuerza notablemente el argumento de EPR de que la mecénica cudntica

es incompleta, porque libra al argumento de Ia critica mds importante.”
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3. 5. 4. El teorema de Bell-EPR con SERs conjuntos

En esta seccién vamos a ver cdmo, con argumentos completamente similares a los de
la seccién anterior y en los mismos estados entangled allf considerados, podemos
obtener demostraciones del teorema de Bell-EPR con SERs conjuntos. Estos
argumentos son simples varianies de los de Hardy y Mermin que vimos en las Secs. 3.
4.4y3.4. 2.

El estado (3. 89) tiene las siguientes propiedades adicionales:

P(oP=-1lic"=+1)=1, (3. 98)
B (cV=-1lc"=+1)=I, (3. 99)
P (0" =+l 6P =+1, 6V =+1)= :}]af. (3. 100)

) (2) 3

Si medimos los observables o,’, ¢,” y 7,”, y obtenemos +1 en los tres casos (la

probabilidad de que ocurra esto es, de acuerdo con (3. 100), distinta de cero), las

propiedades (3. 98) y (3. 99), junto con la propiedad (3. 93), nos permiten inferir
)

z *

respectivamente tres SERs conjuntos asociados con los observables compatibles ¢

(142)

ol y n"**, con valores predichos —1, —1y 1, respectivamente. Pero de acuerdo con

la MC, en una medida conjunta (que es en principio factible) de estos tres observables

. . . y 2 -
en cualquier estado, si los dos primeros resultados son O'Z( ) =0': b= , el tercero sera

(1+2)

necesariamente 7° = (: La MC no es compatible con los elementos de realidad de

EPR, incluso en su forma menos controvertible (los SERs conjuntos).

El estado (3. 89) es el producto tensorial del estado de Hardy (3. 95) por el estado
[+) de la tercera particula, entangled con el estado producto [~ —) de las dos primeras
particulas por el estado |-} de la tercera. La presencia de la tercera particula permite
probar la incompatibilidad con la MC (el teorema de Bell-EPR) usando sélo tres SERs
conjuntos que jamdas pueden encontrarse como resultados de las correspondientes
mediciones, no solo en el estado (3. 95), sino en cualquier estado cuantico; por el
contrario, los dos ERs del argumento de Hardy, o' = -1, 6'” = -1, nunca pueden

obtenerse en una medida conjunta sobre el estado (3. 89), pero si existen otros estados

en fos que se pueden obtener esos resultados.

L.a contradiccién que encontré Mermin (ver Sec. 3. 4. 2) en el estado de GHZ-
Mermin (3. 96) entre ERs para observables compatibles y la MC también se puede
formular en términos de SERs conjuntos. Llamemos B =6 ® 67, B =6"®6",

B = 6‘§,l) ® o“‘_f,z); entonces en el estado (3. 96),
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P(B =¢g|0V=g)=1,¢ =41, j=12,3, (3. 101)

P(cVoP0 =-1)=1. (3. 102)

Si se miden los tres ¢%’ en regiones espacialmente separadas de un mismo sistema
X

individual preparado en el estado (3. 96), la ec. (3. 101) permite inferir tres SERs
conjuntos, B, = ¢;, que deben verificar la relacién ¢, &, €, = -1, de acuerdo con la ec.

(3. 102). Por otro lado, el producto de los tres observables compatibles B, es el

operador identidad, y por tanto no hay ningiin estado cudntico en €l que los resultados
de sus mediciones sobre el mismo sistema individual satisfagan tal relacioén (cada
resultado es *l, pero el producte de los tres es siempre +1). Esto prueba de nuevo la
incompatibilidad entre MC y SERs.

Nétese que todos los observables que hemos usado en las medidas necesarias para
inferir ERs en las Secs. 3. 5. 3 y 3. 5. 4 son componentes de espin de una particula, y
por tanto no deberia haber ninguna dificultad para su medicién conjunta y la
correspondiente inferencia de tres SERs conjuntos. Las no-localidades aparecen sélo en
los observables a los que se asignan los ERs; en este sentido la verificacion experimental
de las predicciones de las Secs. 3. 5. 3 y 3. 5. 4 podria ser problematica, pero nuestros
ejemplos (gedanken) muestran las diferencias entre la teoria cudntica y cualquier teoria

que incluya elementos de realidad a la EPR: los ERs no se pueden usar para “completar”
la MC.

3. 5. 5. Sumario

Usando s6lo o que hemos llamado “elementos realidad fuertes conjuntos”, inferidos
a partir de mediciones conjuntas sobre ¢l mismo sistema individual (elementos de
realidad més actuales que los usuales ERs potencialmente inferidos a partir de

mediciones alternativamente factibles), hemos llegado a las siguientes conclusiones:

1) Si aceptamos ]a aparentemente inocente condicion para la existencia de elementos
de realidad, existirian SERs conjuntos para observables sin ningiin estado propio
comiun. Bajo estas premisas, la MC seria incompleta. Esta formulacién del argumento

de EPR en términos de SERs conjuntos se habia considerado imposible hasta ahora.

ii) Hay SERs conjuntos (“simultidneos”, en la terminologia usual) para observables
compatibles que, de acuerdo con la MC, jamas pueden obtenerse como resultados de las

correspondientes mediciones conjuntas en ninglin sistema individual. Por tanto, por
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muy plausibles que resulten, los elementos de realidad son incompatibles con la MC (el

teorema de Bell-EPR).

Ambos resultados se han demostrado usando argumentos completamente similares

sobre los mismos estados entangled (3. 89), (3. 96).



Capitulo 4. Relaciones entre el teorema de Bell-KS y el de Bell-EPR
“Is the Bell-KS theorem silly?”

[Mermin 93 bj, p. 811.

““... one should constantly look for new ways to deal with old ideas, new ways to
apply knowledge. One should take delight in surprises — in turning things upside
down.”

[Mermin 90 d], p. 32.

“Bell [Bell 66] argued that the general requirement of noncontextuality cannot be
justified on physical grounds, but pointed out that a special case of noncontextuality is
physically plausible. If (...), the requirement of noncontextuality (...) becomes a
locality condition.”

[Bub 95], p. 1257.

“J. S. Bell’s classic 1966 review paper on the foundations of quantum mechanics
led directly to the Bell nonlocality theorem. It is not widely appreciated that the review
paper contained the basic ingredients needed for a nonlocality result which holds in
certain situations where the Bell inequality is not violated.”

{Brown-Svetlichny 90], p. 1379.






Capitulo 4

Relaciones entre el teorema de Bell-
KS y el teorema de Bell-EPR

4. 1. Introduccion

En este capitulo se aborda la relacion entre las demostraciones del teorema de BKS
{0 de Bell-KS) de imposibilidad de variables ocultas no-contextuales estudiadas en el
capitulo 2 y las demostraciones algebraicas del teorema de Bell-EPR de imposibilidad de
variables ocultas locales examinadas en el capitulo 3. El propdsito fundamental de este
capitulo es insistir en que las desigualdades de Bell no son la dnica forma de demostrar
tedricamente la imposibilidad de variables ocultas locales (el teorema de Bell-EPR) sino
que tal demostracion puede hacerse usando argumentos geométricos del mismo tipo que
los empleados en el capitulo 2.

El capitulo estd dividido en dos partes distintas (que tienen en comiin el que en
ambas se aplican argumentos de BKS para demostrar la imposibilidad de variables
ocultas locales). La primera ocupa la seccién 4. 2, y en ella se resumen los trabajos de
Heywood, Redhead, Stairs y otros autores, en los que se aplicaban por primera vez los
argumentos geométricos de tipo BKS a sistemas de dos particulas espacialmente
separadas en un estado entangled de espin. En 4. 2. 1 se enumeran algunas de las
motivaciones originales de estos trabajos, y en 4. 2. 2 se presenta e! resultado principal:
el teorema de “BKS con localidad”; en 4. 2. 3 se sugiere una versioén probabilistica de
este teorema, analoga a la discutida en 2. 3. 6 para el teorema de BKS.

La segunda parte ocupa la Sec. 4. 3, e incluye nuestras contribuciones sobre la

relacion entre las demostraciones del teorema de BKS y las del teorema de Bell-EPR. En

179
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ella veremos como se derivan algunas de las demostraciones algebraicas aditivas de
imposibilidad de variables ocultas a partir de la demostracién con 18 direcciones en
dimensidn 4 del teorema de BKS introducida en 2. 4. 2. Este estudio comienza en 4. 3.
2 dando una interpretacién fisica de las proposiciones que aparecen en el conjunto CEG-
18, en términos de los estados de espin de dos particulas de espin 1/2. En 4. 3. 3 se
extrae una version dependiente del estado de CEG-18 (con 10 proposiciones més el
singlete) que esencialmente es una version aditiva de la demostracién de Peres con
elementos de realidad “recursivos” del teorema de Bell-EPR. En la Sec. 4. 3. 4 se hace
una simplificacién adicional de manera que se puede demostrar un resultado similar con
s6lo cinco proposiciones mds el singlete. En 4. 3. 5. se deriva la demostracién de Hardy
del teorema de Bell-EPR como una versién probabilistica derivada a partir de CEG-18.
En la Sec. 4. 3. 6 se ve co6mo se puede hacer un tratamiento similar a partir de la
demostracién con 36 direcciones en dimensién 8 de Kernaghan y Peres estudiado en la
Sec. 2. 6. 2. Por dltimo, en la Sec. 4. 3. 7 se resumen los requisitos suficientes que
debe cumplir una demostracién aditiva del teorema de BKS para poder interpretarse

como una demostracién algebraica de imposibilidad de variables ocultas locales.

Las Secs. 4. 3. 3 y 4. 3. 5 forman parte de [CEG 96 a], y 1a Sec. 4. 3. 4 forma parte
de [CEG 96 b].
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4. 2. El teorema de BKS con localidad

4. 2. 1. Introducciéon: Escapatorias al teorema de BKS,
motivaciones para un teorema de BKS con localidad

Vamos a ver las dos objeciones mds serias apuntadas en la literatura sobre la
relevancia real del teorema de BKS, que denotaremos (i) y (ii). El primer reparo sobre la
importancia de las conclusiones del teorema de BKS es el que sugiere Bell en {Bell 66]
y que ya comentamos en la Sec. 2. 3. 3:

(1) La no-contextualidad de las variables ocultas exigida en BKS no es un requisito

exigible a priori a coalquier teorfa de variables ocultas.

Segun Bell, para eludir (i) habria que reemplazar la hipdtesis de no-contextualidad,
por otra exigible en base a las evidencias experimentales, por ejemplo la localidad.

Como hemos visto, esto es lo que hace precisamente el teorema de Bell-EPR.

Otra posible objecién al teorema de BKS estd relacionada con el formalismo
matematico de su demostracién: los observables implicados en las demostraciones del
teorema de BKS son todos observables asociados a operadores degenerados (que
también llamaremos operadores no-maximales); esto ocurre porque cualquier
observable A implicado (de manera esencial) en una demostracién de BKS ha de ser
compatible con al menos otros dos By C que son, a su vez, mutuamente incompatibles
(es decir, [f’i, I}]-—*[ﬁ, 6‘]=0; [13', é]#O, de donde se deduce que A debe ser
degenerado); Fisicamente esto quiere decir que cada observable aparece en la
demostracién en al menos dos contextos experimentales distintos. Un teorema de
Maczynski, [Maczynski 71 a], teorema 4. 4 (ver también [Maczynski 71 b]), muestra
que se puede completar consistentemente cualquier asignacion (manteniendo las demas
hipotesis de BKS) de valores a observables, si tal asignacién sélo se pretende para
observables asociados a operadores maximales, es decir,

(11) El teorema de BKS deja de ser cierto si sélo se asignan valores predefinidos a
observables maximales,

Asi pues, el teorema de BKS depende esencialmente de la asignacién de valores a
observables no-maximales. El resultado de Maczynski es compatible con el hecho de
que el lema de Gleason y el teorema de BKS sélo sean ciertos para espacios de Hilbert
de dimensién mayor que dos, ya que en dimensién dos todos los operadores
autoadjuntos no triviales (distintos de la identidad) son maximales.
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Esta objecién (ii) sugiere una posible escapatoria al teorema de BKS propuesta por
van Fraassen, [Van Fraassen 73, 79] (ver también, [Van Fraassen 91], pp. 361-362).
La escapatoria de van Fraassen consiste en suponer que sdlo los operadores maximales
estdn asociados inambiguamente a observables fisicos, mientras que un operador no-
maximales puede corresponder en una teorfa de variables ocultas a varios “observables”
diferentes!. Més concretamente, la escapatoria a BKS propuesta por van Fraassen se
resume en asociar a cada operador no-maximal A un conjunto de “observables”
{Ag, Aq. ...} de manera que cada “observable” estd asociado a cada uno de los
operadores maximales de los que A es funcién (A= f (13‘), A= g((:'), ...)2. Como un
operador no-maximal puede estar relacionado funcionalmente con muchos operadores
maximales, algunos incluso mutuamente incompatibles, se podran asignar valores
diferentes a un mismo operador no-maximal, por ejemplo dependiendo de que A se
mida midiendo B y aplicando la funcién f al resultado o midiendo € y aplicando la
funcién g. Asi pues, el valor de A depende del contexto de la medida, y aungue se sigue
cumpliendo v(Ay) = fIv(B)] ¥y v(A, )= glv(C)], ello no implica necesariamente que
v(A,) =v(A.). En definitiva, en el modelo de van Fraassen los resultados asociados a
“observables no-maximales” en general si dependen del contexto. Lo dnico que se
pierde en la descripcién segiin este modelo de variables es la hipétesis de que la
identidad entre las estadisticas de las medidas implica la identidad sin mds entre los

observables.

En vista de la profusién de observables que hace falta introducir, se ha bautizado a
esta alternativa de variables ocultas como la MC de-ockhamizada [Redhead 87], p.
1353. Esta “de-ockhamizacién” no hace falta hacerla en todas partes; ¢l modelo de van
Fraassen supone que los operadores autoadjuntos maximales si corresponden cada uno

a un unico observable.

I Dos obscrvables A y A’ empiricamente equivalentes vy representados en MC por el mismo
operador ‘31, podrian tener, en una teoria de variables ocultas, valores definidos distintos y atin asi las
predicciones estadisticas de esta teoria de variables ocultas seguir siendo compatibles con las de la MC,
Como muestra un teorema debido a Gudder, [Gudder 68].

2 Se puede dcmostrar, [Redhead 87], pp- 20-22, que si B y ¢ son dos operadores no-conmutativos
maximales, y si A= f(B) y A= g(C’) entonces A debe de ser un operador no-maximal.

3 Guillermo de Ockham fue un monje franciscano del siglo XIV, parte de cuya filosofia se resume
en el aforismo (atribuido) “Essentia non sunt multiplicanda praeter necessitatern” (la esencia no debe
multiplicarse excepto por necesidad). La idea que trata de expresar es que, ante teorias alternativa que den
cuenta por igual de tos hechos, debe preferirse aquélla que sca mds sencilla. El término usar la “navaja de
Ockham” —para eludir una excesiva complicacion— fue acufiado en el siglo XIX por Sir William

Rowan Hamilton; ver [Garrett 91].
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Dado un sistema compuesto de dos subsistemas | y 2 con espacios de Hilbert
asociados H” y H”, respectivamente, diremos que un observable es localmente
maximal si se representa en MC por un operador del tipo AV ® [ o [ ® B? sobre
HY@H®Y donde A" (B™) es un operador no-degenerado en HY (HY), ¢ [
denota la identidad en H®.

A la vista de las dos objeciones apuntadas sobre la relevancia del teorema de BKS,
una pregunta interesante es saber si se puede extender el teorema de Maczynski a
observables localmente maximales, es decir si se puede evitar una contradiccion del tipo
BKS si sélo pretendemos asignar valores de variables ocultas a observables localmente
maximales. La sugerencia de gue éste seria un tema interesante de investigacion fue
hecha en [Bub 76]. Una “demostracién” de que tal extension del teorema de Maczynski
es posible puede encontrarse en [Demopoulos 80], Sec. V, addenda. Sin embargo, en
[Humphreys 80] y [Bub 80] se discute esa demostracion y se llega a la conclusién
contraria. De hecho, el argumento de la préxima seccidn es un contracjemplo a tal
extension y demuestra que si se pude hacer un argumento de BKS (dependiente del

estado) usando sélo observables localmente maximales.

4. 2. 2. El teorema de BKS con localidad

En esta seccidn se enuncia y demuestra lo que llamaremos ¢l teorema de BKS con

localidad. Antes de empezar conviene hacer énfasis en tres puntos:

(a) El teorema de BKS con localidad elude las objeciones de Bell y van Fraassen
sobre el teorema de BKS, debilitando las hiptesis sobre las variables ocultas que hacian
falta en el teorema de BKS.

(b) El correspondiente teorema es pues un teorema de imposibilidad de variables
ocultas locales (como el teorema de Bell-EPR%).

{¢) Su demostracidn utiliza los mismos argumentos algebraicos que se usaban en las

demostraciones (como la original de KS o sus variantes) del teorema de BKS?.

4 En [Elby-Jones 921 y [Elby 93 b] se defiende incluso que las hipdtesis del teorerna de BKS con
localidad son mds débiles que las del tecrema de Bell-EPR y por tanto su conclusion mds general.

5 [Brown-Svetlichny 90], p. 1379: “]. 8. Bell’s classic 1966 review paper on the foundations of
quantum mechanics led directly to the Bell nonlocality theorem. It is not widely appreciated that the
review paper contained the basic ingredients needed for a nonlocality result which holds in certain
situations where the Bell inequality is not violated.” [Heywood-Redhead 83], p. 481: “... particularly
after the work of Kochen and Specker [KS 67] and Bell [Bell 64], two serious allegations have been
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Aparentemente, la conexién entre el teorema de BKS (de imposibilidad de variables
ocultas no-contextuales) y las variables ocultas locales fue sugerida por Simon Kochen
en un trabajo no publicado a principios de los afios 70; independientemente, una idea
similar desarrollada por Allen Stairs en su tesis doctoral [Stairs 781%. Los primeros
articulos publicados sobre el teorema de BKS con localidad son [Heywood-Redhead
83] y {Stairs 83]; comparaciones entre ambos articulos pueden encontrarse en [Stairs
83] y [Brown-Svetlichny 90], en éste ademas se sistematiza la demostracién de Stairs’.
El enunciado del teorema que veremos aqui es esencialmente el de [Brown-Svetlichny
90], la demostracién, sin embargo, es mis parecida a la de [Elby-Jones 92] (ver también

[Elby 93 b]) ya que es 1a tinica que redne las siguientes tres caracteristicas:

(1) Es una demostracién finita (al contrario que la de [Brown-Svetlichny 90] que,

como se sefiala en [Brown 93], p. 112, requiere un continuo de observables).

{(ii) Usa un nimero reducido de observables. Se basa en el conjunto totalmente no-
coloreable en dimensién 3 que en el capitulo 2 llamamos P-33 (y no en KS-117, como

sugieren [Heywood-Redhead 83]).

(iii) Sélo necesita observables localmente maximales (al contrario que [Heywood-
Redhead §3], que manejaban cuadrados de componentes de espin de dos particulas de

espin 1, representadas por operadores degenerados).

brought against realism in quantum mechanics. First, that a realistic interpretation involves an algebraic
contradiction—this charge came from the work of Kochen and Specker. Second, that realism entails
nonlocality—this came from Bell’s work. In this paper, by showing that any local realismn leads to a
Kochen-Specker type of contradiction, we shall show how the results of Kochen-Specker and Bell arc
linked.”

6 Por ejemplo, en [Heywood-Redhead 83}, p. 481, se dice: “The connection between nonlocality and
the Kochen-Specker paradox appears to have been suggested by Simon Kochen in an unpublished
comment to A. Shimony. (We are grateful to Professor Shimony for this information.) The idea was
developed in a rather different context by Stairs {Stairs 78].” Comentarios similares pueden encontrarse
en [Stairs 83], p. 581, y [Shimony 84 a], p. 36.

7 Bibliografia adicional sobre el teorema de BKS con localidad: [Krips 87] (Cap. 9), [Redhead 87]
{Cap. 6), [Elby 90 a] (generalizacién del teorema de BKS con localidad a teorias de variables ocultas
factorizables estocdsticas), [Elby 90 b]; [Penrose 92, 93, 94 a, b] y [Zimba-Penrose 93] hacen una
demostracion del teorema de BKS con localidad con dos particulas de espin 3/2 preparadas en el estado
singlete v usando como conjunto totalmente no-coloreable el conjunto 3-40 que vimos en la Sec. 2. 4.
2. b
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Siguiendo a [Brown-Svetlichny 90], con los necesarios cambios de notacién para
ser consistentes con la usada hasta ahora, consideraremos las siguientes hip6tesis sobre

un sistema compuesto de dos partes 1y 2 separadas por un intervalo de género-espacio:

Demostracion: Dados tres nimeros reales distintos de cero y distintos entre si
{a, b, c}, para cada trio de direcciones mutuamente ortogonales 8 = {x, y, z} podemos

definir el observable localmente maximal de la particula 1

H =a(S"Y +b(SIY + (S, 4. 1)

cuyos posibles resultados son {h, =b+c, h,=a+c, hy=a+b}. Ya vimos en la

Sec. 2. 4. 3. alo que representaba y como se podia medir este observable.

Consideremos ahora un sistema de dos particulas de espin 1 preparadas en el estado

de espin total cero (singlete), que se puede escribir como

8 De (BKSL1) y (BKSL3) se deduce que v(A™} ha de pericnecer al espectro de A" y anglogamente

v(B™') debe de pertenecer al espectro de B
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[w)=[|sP =+1) @[5 = 1)+ |5V =~ 1) @[5> = +1)
(4.2
5" =0)®|s? = 0)]/+3 )
para una direccién cualquiera n, 0 como
v)=—[5"=0)® 8P =0)-15"=0)®|5¥ =0
lv)=-{ls=0) )-Is"=0)®]s;” =) s

+

S =0)®[5* =0)]/+3

para cualquier trio de direcciones ortogonales 8 = {x, y, z}, 0 equivalentemente, en
funcién de los estados propios de H(" para la primera particula, como®

)= =)ol <0)-|a =1 )else =0

4. 4)
H{Hy" =h,)®|5 = 0))/3

Para completar el argumento necesitamos un lema previo.

Lema: En un sistema individual en el estado singlete, dadas tres direcciones
mutuamente ortogonales 6 = {X, ¥, z}, uno y sélo uno de los valores v{(S,”), v(5,'*),

v(SZ(Z)) es cero (los otros dos valen +1 6 —1).

@)

Demostracion. Al medir H, ' sobre la particula 1 se obtendrd uno de los valores

v(H,")=h, (i=x, y, z); teniendo en cuenta que para el singlete

F,(Hy’ =h, 57 =+1)=0, 4.5)

1

entonces, de acuerdo con (BKSL3), v(Sl.(?“)) =0.

Vamos a demostrar, por reduccién al absurdo, que ninguno de los otros dos valores

. [ . 2
puede ser cero: supongamos que al medir H,"’ se obtiene #_con lo que v(S,'”)=0,
supongamos por un momento que ademds v(S,'”) = 0; teniendo en cuenta que para el

singlete

? La relaci6n entre los estados propios de S y los de H," es
|50 =~y =[|H" = )+ |H" = )42, 4. 2)

5" <0)-

H=1), (4. b)

e

|5t =+1)= [l =) |7 = n)]i2. 3.0
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P,(H"=h, 5 =0)=0,con i # ], (4. 6)

entonces, de acuerdo con (BKSL3), v(H,")= h,; sin embargo habiamos supuesto que
al medir H,"’ se obtuvo v(H,")=h, (h_=# h,), luego llegamos a una contradiccién. El

razonamiento es andlogo para cualquier otro resultado de medir H, D g.ed.

El lema anterior es cierto para cualquier eleccién de direcciones mutuamente
ortogonales & = {x, y, z} ; pero sabemos por el argumento geométrico que hay detras de
la demostracién del teorema BKS que existen conjuntos de direcciones para los que es
imposible asignar los vatores Oy 1 (en este caso +1 6 —1, en lugar de 1) de manera que
de cada tres direcciones ortogonales sélo una tenga el valor 0 (da igual lo que se haga
con las otras dos direcciones siempre que no tengan el valor 0). Siguiendo a [Elby-
Jones 92], consideraremos ¢l conjunto totalmente no-coloreable P-33 (que tiene 33
direcciones formando 16 trios ortogonales). La demostracién termina viendo que es
imposible asignar valores a las proposiciones de P-33 con estas reglas (P-33 es

totalmente no-coloreable), cosa que hicimos en la Sec. 2. 4. 1. b, g.e.d.

El nimero de observables (localmente maximales) empleado en la demostracion
anterior es: 16 observables del tipo H," (correspondientes a los 16 trfos 6 ortogonales
de P-33), y 33 observables de tipo $'* (correspondientes a las 33 direcciones n de P-
33). Nétese también que por cada H, "’ se utilizan 12 correlaciones perfectas entre éste
y el correspondiente trio {S*, §, §¥'} (para cada direccién hay dos correlaciones
como (4. 5) y dos correlaciones como (4. 6)), lo que hace un total de 16 x12 =192

correlaciones perfectas.

4. 2. 3. Version probabilistica del teorema de BKS con
localidad

En el resto de este capitulo (y en general en toda la memoria) consideraremos que
también los observables no-maximales (como los cuadrados de las componentes del
espin de una particula de espin 1) son observables univocamente definidos en una teoria
de variables ocultas. En la Sec. 2. 3. 6. vimos una demostracién probabilistica del
teorema de BKS que consistia en preparar una particula de espin 1 en un estado propio
de una componente del espin con autovalor cero haciéndola pasar por un Stern-Gerlach
(8G) A y posteriormente hacer pasar un sistema individual asi por otro SG B con una
orientacién distinta elegida adecuadamente para que en una teoria de variables ocultas
no-contextuales el resultado de esa segunda medicién nunca pudiera ser cero. Esa

demostracion se puede convertir en una demostracién probabilistica del teorema de BKS
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con localidad sin mds que preparar un sistema de dos particulas de espin 1 en el estado
singlete y hacer pasar una de las particulas por el SG A y a la otra por el SG B,
separados ahora por un intervalo de género-espacio. En una teoria de variables ocultas
locales jamds se podrian obtener ceros en ambos Stern-Gerlach, pero en MC, estos
sucesos tienen una probabilidad no nula. Esta demostracién se presenta en [Clifton 93],
los cdlculos son sencitlos (y dependen del DPS elegido) y andlogos a los de la Sec. 2. 3.

6 (pero ahora sobre el singlete), por lo que no los detallaremos aqui.

4. 3. Relaciones entre las demostraciones del teorema
de BKS y las del teorema de Bell-EPR

4. 3. 1. Introduccion

En Ia secciones 2. 3. 4 (los tres pasos de la demostracién de KS) y 2. 4. 3 ¢ (su
generalizacién a dimensién arbitraria mayor que tres) vimos c6mo, aumentando el
ndmero de direcciones, podiamos ir desde una demostracién probabilistica del teorema
de BKS a una demostracién no-probabilistica dependiente del estado, y de ésta a otra
independiente del estado. En las secciones siguientes vamos a ilustrar el proceso
contrario; en la Sec. 4. 3. 2 interpretaremos el conjunto totalmente no-coloreable
(TNCS) mas pequefio conocido en dimensién 4, el conjunto CEG-18 introducido en la
Sec. 2. 4. 2. g, en términos de proposiciones fisicas sobre el estado de espin de un
sistema compuesto por dos particulas de espin 1/2. En la Sec. 4. 3. 3 veremos que
CEG-18 contiene un conjunto parcialmente no-coloreable (PNCS) que permite hacer
una demostracién dependiente del estado del teorema de BKS; esta demostracién
también se pueden interpretar, afiadiendo la hipétesis de que las dos particulas estan
espacialmente separadas y utilizando una definicién recursiva de elementos de realidad,
como una demostracién del teorema de Bell-EPR. En 4. 3. 4 veremos una
simplificacién del resultado anterior. En 4. 3. 5 veremos que CEG-18 contiene un
conjunto con una prediccién definida (DPS) que conduce a una demostracién
probabilistica del teorema de BKS; esta demostracion es esencialmente equivalente a la
demostracién de Hardy del teorema de Bell-EPR. En resumen, en las Secs. 4. 3. 3y 4.
3. 5 veremos como, afiadiendo la hipétesis de que las dos particulas se hallan en
regiones separadas por intervalos de género-espacio, podemos reescribir las
demostraciones dependiente del estado y probabilistica del teorema de BKS en
dimensién 4, como demostraciones del teorema de Bell-EPR. En la Sec. 4. 3. 6
haremos lo mismo partiendo del TNCS en dimensién 8 de Kernaghan y Peres (KP-36)
que puede interpretarse ffsicamente como un conjunto de proposiciones sobre el estado

de espin de un sistema de tres particulas de espin 1/2: veremos que KP-36 contiene un
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PNCS que da lugar a una demostracion dependiente del estado del teorema de BKS que
puede interpretarse (afiadiendo la hipétesis de que las tres particulas estdn espacialmente
separadas entre si) como una demostracién de imposibilidad de variables ocultas locales.
Finalmente en 4. 3. 7, resumiremos las condiciones suficientes para que un PNCS de

lugar a una demostracion de imposibilidad de variables ocultas locales.

A lo largo de estas secciones haremos alusion a las condiciones (a), (b), (c)
definidas en la Sec. 2. 4. 2. h.

4. 3. 2. Interpretacion fisica de CEG-18

Recordemos que CEG-18 es un subconjunto de P-24. Los 24 rayos en las 24
direcciones de P-24 pueden interpretarse como estados puros de espin de un sistema de

dos particulas de espin 1/2. Los vectores de P-24 son de dos tipos:

16 de ellos son factorizables, es decir son de la forma (a, )" ® (¢, d)'”; y por
tanto los correspondientes proyectores son productos de operadores locales, lo que es
equivalente a decir que las proposiciones asociadas se refieren a propiedades de cada
una de las dos particulas por separado. Por ejemplo, tomando como base los estados
propios de o’ ® 6'¥, el vector (no-normalizado) (1, -1, 0, 0) representa el estado de

o :—1>{2), y su correspondiente proyector estd asociado a la

X

espin o, = +1)" ®

. e . 2 : 29
proposicién: “el observable O’Z(” tiene valor +1 y el observable o;f ) tiene valor —1”. En
una teoria de variables ocultas esa proposicion tiene un valor bien definido:
v(l, =1, 0, 0)=1 si la proposicién es “cierta”, 6 v(l, -1, 0, 0)=0 si la proposicién

es “falsa”.

Los 8 vectores restantes son no-factorizables, por tanto los correspondientes
proyectores no se pueden factorizar en términos de observables locales, lo que equivale
a decir que las proposiciones asociadas son enunciados sobre propiedades conjuntas de

las dos particulas. Por ejemplo, el vector (no-normalizado) (1, -1, 1, 1) es propio de
los operadores 6" ® &' y 6 ® 6% con autovalores ~1 y +1, respectivamente, y

por tanto puede asocidrsele con la proposicién: “El observable no-local 6" ® ¢ tiene

valor —1 y el observable no-local 0\” ® 6" tiene valor +1710. En una teoria de

10 Decimos que el observable A asociado al operador A= 6’1"’ ® 6‘12} es no-local porque, aunque su
valor puede obtenerse midiendo los observables locales 0':” y 0':2', ésta no es una medicion ideal de
primera especie (i.e., que no afecta a los observables compatibles) de A, en particular, esa forma de
“medir” A no es compatible con ninguna forma de medir el observable B asociado al operador

A dl

al a2 " fas - .
B=6® O't " pesc aque A y B son operadores conmutativos (y por tanto los correspondientes



190  Capitulo 4. Relaciones entre el teorema de Bell-KS v el teorema de Bell-EPR

variables ocultas no-contextuales estas proposiciones tienen que tener valores bien
definidos.

En la tabla 4. 1 aparece la interpretacion en término de proposiciones sobre ese
sistema fisico de los 24 vectores de P-24.

Los 18 vectores de CEG-18 se obtienen eliminando (de una forma particular) un
vector de cada grupo de cuatro en la tabla 4. | (en la eleccién que hicimosen 2. 4.2 g

eliminiabamos los vectores 4, 6, 11, 13, 19 y 23).

En CEG-18, 12 de los vectores son factorizables (los que aparecen las ecs. (2. 67)-
(2. 70)), los otros 6 (que aparecen nuevos en las ecs. (2. 71)-(2. 75)) son no-
factorizables (cada una de las ecs. (2. 71)-(2. 74) tiene un par de vectores factorizables
y un par de vectores no-factorizables, la ec. (2. 75) contiene 4 vectores no-factorizables;
en particular, nétese que ninguno de los vectores de CEG-18 es ortogonal a los 6
vectores no-factorizables (esto quiere decir que aunque preparemos el sistema en un
estado propio de una de las 18 proposiciones con valor propio 1 —es decir, que su
valor de variables ocultas es 1—, no podremos asignar valor de variables ocultas cero a
todas las proposiciones no-factorizables, y, por tanto, habrd que recurrir a una
definicién recursiva de elementos de realidad para justificar la asignacion de valores que
se haga a las proposiciones no-factorizables no ortogonales a la de partida).

observables deberian ser compatibles: es decir, deberia existir alguna manera de medirlos a la vez). En

[Garcia Alcaine 92} se propone una forma no-local de medir sélo A (sin medir 0':” ¥ O’Jm ); sin

embargo esta forma también falla en el propésito de medir A y B conjuntamente.
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5
6
7
8

9.

10:
11:
12:

13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:
20:

21:
22:
23:
24:

(1,
1 (0,

(1,

1 (0,

(},

(l?
(0’
(0,

(1,
(0,
(0,
©,

(1,
(1,
(1,
(1,

(1,
(1,
(1,
(-1

4:.(0,0,1,-1

0,1,0
1,0, 1
0,-1,0)
1,0, -1)

0,0 1)

0,0,-1)
1, 1,0)
I, -1, 0)

0,0,0)
1,0,0)
0,1,0)
0,0, 1)

1,1, 1

“1, 1, 1)
1, -1, -1)
~1,-1, D)

I, 1, -1)
1, -1, 1)
-1, 1, 1)

1, 1)

Vector Proposicién asociada
1: (1, 1,0, 0) o' tiene valor +1 y 0';2) tiene valor +17’
2:(1,--1,0,0) (” tiene valor +1 y 0'(2) tiene valor —1”
3:.(0,0,1, 1 “) tiene valor -1y 0' ' tiene valor +17

2 : ”
z(” tiene valor—1 y o’ tiene valor -1

tiene valor +1”
_‘_I »

! tiene valor +17

(” tiene valor +1 y 0'{2)

(l)

tiene valor +1 y 0' ’ tiene valor

’ tiene valor -1y o’

(l) (2}

tiene valor -1y ¢, tiene valor ~1”

%

(2}

“) ®0'(2) tiene valor +1 y O‘(” & o, tiene valor +17

o"” ® o tiene valor +1y 6"’ ® o!* tiene valor 1"
“o!'' ® o!* tiene valor-1y 6’ ® ¢® tiene valor +1”

0‘“ ! ®O‘m tiene valor -1 y o’ ® ¢!* tiene valor ~17

(U @)

tiene valor +17
__l 1

’ tiene valor +1”

tiene valor +1y o,

(” tiene valor +1 y O' ! tiene valor

(') tiene valor -1y ¢.°

 tiene valor —1 ¥ 0'2 " tiene valor —”

(1)

tiene valor +1 y 0'  tiene valor +1”

f " tiene valor +1y ¢’ tiene valor ~1”
o tiene valor -1y 0'(2) tiene valor +1”

(1)

tiene valor -1 y o’ tiene valor ~1”

“o’ ®c!? tiene valor +1 y 6’ @ ¢” tiene valor +1”
“0” ®c!” tiene valor +1 y 6’ ® 0™ tiene valor -1”
"®0 tiene valor-1y 6"’ ® ¢ tiene valor +1”

“0" ®c? tiene valor -1 y o @ o tiene valor —1”

Tabla 4. 1. Interpretacién fisica de las direcciones de P-24. CEG-18 se obtiene, por

ejemplo, eliminando los vectores 4, 6, 11, 13, 19 y 23,
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4. 3. 3. Relaciéon entre CEG-18 y la demostracion de Peres

En esta seccion veremos que CEG-18 contiene lo que en el capitulo 2 llamibamos
un conjunto parcialmente no-coloreable (PNCS) que da lugar a una demostracién
dependiente del estado del teorema de BKS, que es también (afiadiendo la hipétesis de
que las particulas estdn espacialmente separadas y aceptando una definicion recursiva de
elementos de realidad, ver la Sec. 3. 4. 3) una demostracién del teorema de Bell-EPR
ICEG 96 al.

Cada vector de CEG-18 es ortogonal a otros 7 vectores del conjunto; por tanto
podemos preparar el sistema en un estado que asigne el valor 1 al proyector sobre uno
de esos vectores v el valor O a los otros 7 proyectores sobre los vectores ortogonales.

Por ejemplo, si preparamos el sistema en el estado singlete,
[w)=(+-)-|-+)/~2, 4.7
entonces, por definicién
v(O, 1, -1, 0)=1, 4.3

y podemos eliminar de las ecs. (2. 67)-(2. 75) el vector (0, 1, -1, 0) y aquellos

ortogonales a €1, cuyos valores asociados son 0,

v(0,0,0, D=v(l, -1, -1 D=v(, L I, )=

(4. 9)

v(l, 0,0, —D=v{l, 1,1, = D=v(-1, L 1, }=v(1, 0,0, 1)=0

Por tanto, sé6lo quedan 7 ecuaciones con 10 vectores diferentes:

v(0, 0, 1, )+v(l, 1, 0, ®)+v(l, -1, 0, 0)=1, (4. 10)
v(O, 1, 0, ) +v{l, 0, 1, O)+v(1, 0, -1, 0O)=1, 4. 1)
v(l, LI, =D+v(l, L O, )+v(0, 0, 1, I)=1, (4. 12)
v(l, =1, 1, =D+v(1,0, -1, O)+v(0, 1, 0, ~1)=1, 4. 13)
v(0, 0,1, 0)+v(0, 1, 0, 0)=1, 4. 14)
vil, 1, =1L, D+v(, =L 0, 0)+v({0, 0, 1, h=1, (4. 15)
vil, 1, =1, D+v(1, 0, 1, O)+v(0, 1, 0, =1)=1. (4. 16)

Veamos que estos 10 vectores, junto con el estado inicial, forman un PNCS: No hay
manera de asignar valores definidos a las 10 proposiciones implicadas en estas
ecuaciones. La demostracion es idéntica a la demostracion de que CEG-18 era un
TNCS: la suma de los miembros derechos de (4. 10)-(4. 16) es impar (en concreto 7),
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mientras que la suma de los lados izquierdos es necesariamente par, porque cada valor

{1 6 0) aparece dos veces.

Aparentemente esta conclusidn descansa en la imposibilidad de asignar valores
unicos a 10+ 8 proposiciones: las 10 asociadas a los 10 vectores distintos que aparecen
en (4. 10)-(4. 16), mas la asociada al estado inicial (4. 8) y las 7 asociadas a los 7
vectores ortogonales (4. 9). Pero de hecho, se pueden justificar las ecs. (4. 10)-(4. 16)
sin necesidad de usar (4. 9), usando el siguiente argumento [Kernaghan-Peres 95]: cada
subconjunto de dos o tres vectores en los lados izquierdos de (4. 10)-(4. 16) subtiende
un subespacio que contiene el vector (0, |, —1, 0) (podemos probar que este vector
puede expresarse como una combinacién lineal de los de cada subconjunto); por tanto,
incluso si las sumas de los proyectores correspondientes no dan la matriz identidad
4 x4, el sistema estd en un estado propio, con valor propio I, de cada suma de
proyectores, y las sumas de los correspondientes valores debe ser 1. En consecuencia,
esta demostracion independiente del estado emplea sélo 10 vectores (o 10 (+1) si
también contamos el estado inicial). El récord anterior [Kernaghan-Peres 95] requeria 7
ecuaciones con 13 (o 13 (+1), si incluimos el estado inicial) vectores diferentes en
dimensién 8!!, de forma que en el conjunto de las ecuaciones aparecen dos o cuatro

veces cada unol2,

Esta demostracién dependiente del estado del teorema de BKS no se puede
interpretar como una contradiccion entre la MC y variables ocultas locales, porque,
aunque es posible preparar el sistema en un estado entangled (el singlete, en el caso
anterior), no es posible prescindir de las 5 restantes proposiciones no-factorizables, y
seguir alcanzando una contradiceidn. Por ejemplo, las ecs. (4. 10)-(4. 16) contienen el
estado entangled (1, 1, -1, 1), y el valor asociado a la proposicién correspondiente no
se puede determinar mediante una medida local sobre la particula | y otra medida local
sobre la particula 2. Sin embargo, si se puede interpretar como una demostracion de
imposibilidad de variables ocultas locales si se acepta una definicién recursiva de
elementos de realidad como la que vimos en la Sec. 3. 4. 3; en tal caso, el valor de la
proposicion asociada al vector (1, 1, —1, 1) (proposicion que, consultando en la tabla 4.
1, vemos que es “ o:f” ®c " tiene valor +1 y 0’ ® O.Zm tiene valor —17) se puede
determinar a partir de los valores asignados a proposiciones correspondientes a vectores

factorizables. De hecho, esta demostracidén es una version aditiva de la demostracién

11 Ya hemos visto demostraciones de BKS independientes del estado en dimensi6n 8 en {a Sec. 2.
6. 2; veremos la demostracion dependiente del estado con 13 (+1) vectores en la Sec. 4. 3. 6.
12 Adelantemos aquf que la demostraci6n dependiente del estado en [Kernaghan-Peres 95] tiene una

propiedad deseable que no tieme la nuestra: sus 13 vectores son todos factorizables como
(@ b)" ® (e, d)" & (e, ).
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multiplicativa de Peres con elementos de realidad recursivos que vimos en la Sec. 3. 4.
3.

4. 3. 4. Una demostracién con 5 proposiciones y el singlete

En esta seccién veremos una simplificacion adicional del ejemplo de la seccidn
anterior. A ella se puede llegar por dos caminos: considerando una versién dependiente
del estado de la demostracién sugerida por Clifton basada en descomposiciones aditivas
de la identidad de subespactos del espacio de Hilbert total del sistema que vimos en la
Sec. 2. 4. 2. h, o simplemente usando las propiedades del estado singlete [CEG 96 b].

Consideremos un sistema individual de dos particulas de espin 1/2 preparadas en el

estado singlete. Como antes, se verifica (4. 8) y (4. 9), en particular
v, L1, =D=v(-1, 1, 1, h=0. 4. 17}

Reemplazando estos valores en las ecs (2. 73) y (2. 74) de la Sec. 2. 4. 2. g (o en las
ecs. (2. 80) y (2. 79) de la Sec. 2. 4. 2. h) obtenemos las ecs. (4. 15) y (4. 16), que

volvemos a escribir aqui

vil, I, =1, D+v(, -1L 0, 0)+v(0, 0, 1, I)=1, (4. 18)
v(l, 1, =1, D+v(l, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, =1)=1. 4. 19

Noétese que la proposicién asociada al primer vector de ambas ecuaciones €s una
proposicién no-factorizable y que para asignarle un elemento de realidad a la vez que a
las otras 4 proposiciones tendriamos que acudir a una definicién recursiva de los
elementos de realidad. Ademads, los valores de variables ocultas de las cuatro
direcciones que no estan repetidas en (4. 18) y (4. 19) satisfacen la siguiente relacién en

el estado singlete:
v(l, =1, 0, )+v(0, 0, 1, D+v(}, 0, 1, O)+v(0, 1, 0, ~1)=1. (4. 20)

Para demostrar (4. 20) hay que tener en cuenta dos cosas: primero, que ¢l valor de
una proposicion factorizable (como cualquiera de las que aparecen en (4. 20)) es ¢l
producto de los valores de sus factores!3,

13 Preguntar si un sistema de dos particulas estd en cl estado (a, 5)" ® (¢, d)” es equivalente a
preguntar si la particula 1 estd en el estado (aq, by y la particula 2 estd en el estado (c, ) la
respuesta es 1 (“si”) s6lo si los valores de ambas proposiciones son 1, y es 0 ("no”) en cuaiquier otro
caso. La misma conclusién se puede alcanzar como consecuencia de la regla del producto para

observables compatibles; v{AR) = v(A)v(B); en particular
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vi(a, b)Y ®(c, D)1= v(a, )" x v(c, &) 4.2D)
lo cual nos permite escribir el lado izquierdo de (4. 20) como

v(l, ) x w1, D +v(0,1)" xv(l, H?

4.22
+v(1, DM xu(l, 00 +v(1, -1 x1(0,1)® @2

Segundo, si en el estado singlete medimos la componente de espin de cada particula
segln el mismo vector (arbitrario), los resultados estan perfectamente correlacionados
(siempre son opuestos), y la misma relacién debe de existir entre los valores de las

proposiciones en cualquier teoria determinista de variables ocultas,

v(l, =P =v(, DV, (4.23 a)
v(l, D® =y, -7, (4. 23 b)
v(l, 00 =v(0, D', (4.23 ¢)
v(0, D® =y, O, (4.23 d)

sustituyendo (4. 23 a)-(4. 23 d) en (4. 22) se obtiene
v(l, O +v, DPIx v, DM +v(l, —DV]=1, 4. 24)

donde el lado de la izquierda es la forma factorizada del lado de la izquierda de (4. 20)
una vez utilizadas las correlaciones perfectas del estado singlete, (4. 23 a)-(4.23 b), y la
igualdad (4. 24) es una consecuencia de la resolucién de la identidad en el espacio

bidimensional de los estados de la primera particula, g.e.d.

Los dos primeros vectores en (4. 20} no son ortogonales a los otros dos, y los
correspondientes proyectores no conmutan; €s mas, no existe ningin estado propio
comiin de los cuatro proyectores. Por tanto, ni podemos preparar un sistema en un
estado libre de dispersion para las cuatro proposiciones, ni podemos comprobar
experimentalmente la relacidén (4. 20) midiendo simultineamente las cuatro

proposiciones; en este sentido la relacion (4. 20) es diferente de las relaciones (4. 18) y

4 4
(4. 19), que vienen de (b) (Z[u,.xuf.] == ZV(“;') = 1), para las que existen estados
=1 i=1

{Ja ) [ @)™ ) = v (" W [ @ T o (1 @™ )w™)
= v {Ju " e v )™

donde la dltima igualdad refleja el hecho de que las proposiciones representadas por el proyector

(4. d)

|u‘” )(u‘” 1 ® I corresponden a la primera particula en el estado |um>, cualquiera que sea el estado de la

segunda particula.
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libres de dispersi6én simultdneamente para cada tétrada de proyectores compatibles, y
que (en principio) se pueden verificar experimentalmente en cualquier estado. Pero en
una teoria de variables ocultas determinista, los observables incompatibles pueden tener
valores definidos en el mismo sistema individual, y por lo tanto la ec. (4. 20), aunque
no sea una consecuencia de ninguna resolucién de la identidad, es una relacion legitima

entre los valores de variables ocultas, basada en las propiedades del estado singlete.

Teorema: no existe ningin conjunto de valores v(u,) que verifiquen las ecs. (4.
18)-(4. 20).

Demostracion: Una vez més la demostracién descansa en un argumento de paridad:
cada proposicion aparece dos veces en (4. 18)-(4. 20), pero la suma de los lados

derechos es 3, g.e.d.

Terminaremos con una reflexién sobre el nimero de proposiciones implicado en la
demostracion. Hemos hecho la cuenta usando explicitamente otra consecuencia de los
requisitos (a) y (b) definidos en la Sec. 2. 4. 2:

(d) Dado un sistema individual preparado en un estado w 'y un conjunto de
vectores {u;} que expanden un subespacio U que contiene a w, entonces

Y viu)=1.

Una razoén para esto se da en [Kernaghan-Peres 95]: cualquier vector v en el
subespacio complementario a U es ortogonal a w; si v(w) =1 entonces (b) implica
v(v)=0; por tanto, la suma de los valores de cualquier conjunto completo de
proposiciones compatibles sobre el subespacio U debe ser 1. Esto también se puede
justificar sin mencionar explicitamente los valores v(v)=0, si se recuerda que la
probabilidad de encontrar el sistema en un estado en el subespacio U es 1. La condicién
(d) es una consecuencia de (a) y (b), pero al contrario de lo que sucede con (c), ahora
las proposiciones omitidas tienen un valor bien definido (cero), y por lo tanto puede
argumentarse que usar (d) es esencialmente una manera de contar el nimero de vectores
que aparece en una demostracién dependiente del estado, prescindiendo de los vectores

ortogonales al estado iniciall4.

14 partiendo de una demostracion dependiente del estado del teorema de BKS en términos de vectores
en dimensién n, podemos trivialmente construir una demostracién dependiente del estado en cualquier
dimensién n + m: basta con afiadir m ceros a todos los vectores, incluyendo el estado inicial. Si la
cuenta del ndmero de vectores se basa en el uso explicito de la condicion (d), este nimero es
independiente de i (por ejemplo, el conjunto de 10 vectores de la demostracién dependiente del estado en

dimensién n = 4 de la Sec. 4. 3. 3 da lugar a una demostracién también con 10 vectores en n = 8). El
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En nuestro ejemplo, ambos trios de vectores de los lados izquierdos de (4. 18) y (4.
19) expanden subespacios que contienen al singlete (0, 1, -1, 0), y por tanto ambas
ecuaciones son aplicacién directa de la regla (d). Si usamos esta condicion, sélo
necesitaremos contar los 5 vectores que aparecen explicitamente en (4. 18) y (4. 19);
una cuenta del niimero de proposiciones con valores definidos necesarios para la
demostracion basada estrictamente en (a) y (b), deberia incluir los vectores omitidos (1,

1, 1, =1, (-1, L, I, 1) (v quiza también el estado inicial).

La contradicciéon desarrollada en esta seccidén requiere 3 ecuaciones y 5
proposiciones en R*: en términos del niimero de proposiciones, esta demostracién
dependiente del estado (del teorema de BKS o del teorema de Bell-EPR aceptando una
definicion recursiva de elementos de realidad} es la demostracion de imposibilidad de

variables ocultas mas econémica que conocemos.

4. 3. 5. Relacion entre CEG-18 y la demostracion de Hardy

En esta seccién vamos a considerar lo que en el capitulo 2 llamibamos un conjunto
con una prediccion definida, DPS, subconjunto de CEG-18 lo que nos permitira obtener
una versién probabilistica de] teorema de BKS en la que aparecerin (ademas del estado
de partida) sélo proposiciones factorizables, y por tanto se podria interpretar
(suponiendo que las particulas estdn espacialmente separadas) como una demostracién
del teorema de Bell-EPR. De hecho, veremos que el resultado coincide esencialmente
con la demostracion de Hardy que vimos en la Sec. 3. 4. 4 por lo que simplemente
consideraremos que la nuestra es una derivacion de aquélla basada en los argumentos
del teorema de BKS [CEG 96 a]!>.

cociente entre el nimero f de vectores empleado en una demostracién del teorema de BKS y la
dimensionalidad # del espacio {Kernaghan-Peres 95] es una medida razonable de !a bondad de una
demostracion independiente del estado (donde obviamente f >n), pero no tiene sentido en
demostraciones dependientes del estado si no se cuentan el estado inicial ni Ios vectores ortogonales a él,
como se hace cuando se usa la condicién (d).

15 g comentario, via correo electrénico, de Hardy sobre esta derivacién de “su” argumento fue: *I
also like your state-dependent and state dependent probabilistic proofs [CEG 96 a). It is neat that one
case reduces to a similar contradiction to my nonlocality proof”, 6 de febrero de 1996. Guruprasad Kar,
c-mail del 31 de mayo de 1996: “Also your probabilistic proof gives a better understanding of Hardy's
theorem.” [Kar 96]: “[Abstract] The converse of Hardy's nonlocality theorem is proved by using the
technique developed by A. Cabello et al. [CEG 96 a] for probabilistic proot of the Bell-Kochen-Specker
theorem. (...) {Texto principal] Very recently Adédn Cabello ef al. [CEG 96 a] proved Bell-Kochen-

Specker theorem in four dimensions using 18 vectors only. There they gave a probabilistic proof of
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Supongamos que preparamos (“‘preseleccionamos”) dos particulas de espin 1/2 en el
estado entangled (pero no “méximamente entangled™!6),

) =+ +) =]+ =)= |- +)/~3. (4. 25)
Entonces, por definicion
vil, -1, =1, 0y=1. (4. 26)

En una teoria de variables ocultas, los valores de los proyectores sobre cualquier vector
ortogonal a (1, —1, —1, 0)!7 deben de ser 0; en particular,

v(0, 0,0, D=v(, 1,0, 0)=v(, 0,1, 0)=0. (4.27)

Supongamos que en una medida posterior (o “postseleccidon”) el sistema se
encuentra en el estado

o) =|c? =+1)®|c® =+1) (4.28)
(esto es posible porque (p}1n) # 0); entonces,

v, L L h=1 (4.29)

En los sistemas individuales postseleccionados en el estado (4. 28), el valor de todas las

proposiciones sobre vectores ortogonales a (1, 1, 1, 1) es 0; en particular,
v(l, =1, 0, O)=v(l, 0, -1, 0)=0, (4. 30)
Reemplazande (4. 27) y (4.30)en (2. 67) y (2. 68) se llega a

v(0, 1, 0, 0)=v(0, 0, 1, 0)=1. (4.31)

Bell-KS theorem using only factorisable propositions, which can be interpreted in terms of local
measurements and hence can be related to Hardy nenlocality theorem.

Here we shall prove the converse of Hardy’s result using their technique. We shall show that for
four spin-1/2 observables, noncommuting for both systems, a state can be found satisfying Hardy’s
nonlocality. The state would be shown not to be product state as well as maximally entangled state.”

16 Ver la discusién en ta Sec. 3. 4. 4. d.

17 Este vector no pertenece a CEG-18 ni a P-24. Puede interpretarse geométricamente como la
direccién que une los centros de una par de aristas opuestas de un teseracto (ver las figuras 2. 20y 2. 21;
las otras 15 direcciones que unen los centros de las restantes aristas opuestas también representan estados
de Hardy. Aungque ese vector no pertenezca a CEG-18, los restantes vectores si forman un DPS

contenido en CEG-18 de acuerdo con la definicién de DPS; véase la nota 28 del capitulo 2.
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Pero (0,1, 0, 0) y (0, 0, I, 0) son ortogonales, y por tanto los valores de las

correspondientes proposiciones no pueden ambos ser 1: hemos llegado a una

contradiccion.

Esta demostracion probabilistica del teorema de BKS usa 7 (+2) vectores (los 7 de
(4. 27), (4. 30), (4. 31), mds los estados 17 y ¢). El término “probabilistica™ proviene
del hecho de que al preparar el sistema en el estado inicial 77 (i.e., al preseleccionar 77)
existe s6lo una probabilidad no nula de encontrar el sistema en el estado final ¢ (i.e., de

postseleccionar ¢), no la certeza.

Ahora vamos a ver como estd relacionado este resultado con la prueba de Hardy del
teorema de Bell-EPR que vimos en la seccién 3. 4. 4. Adviértase que todos los vectores
implicados en la demostracion anterior son factorizables, con excepcidn del estado
inicial 77. Los valores asociados a proposiciones factorizables pueden expresarse en

términos de los valores de las proposiciones de los correspondientes factores:
vi(a, BY" ® (¢, H'P1=1 & v(gq, B)Y" =v(c, )P =1, 4. 32)
vi(a, BY" ®(c, d)?1=0 < v(a, b))V x v(c, )P =0. (4. 33)
En particular, si preseleccionamos el estado 77,
v(l, =1, =L, O)=1 = v(1, L0, 0)=0 & v(l, O xv(l, D™ =0. (4. 34)

De manera similar, al postseleccionar ¢ (i.e., v[(1, D ® (1, D®]=1) ello implica,
usando (4. 32),

v(l, DV =1, (4. 35)

v(i, D =1, (4. 36)
Entonces, (4. 34), (4. 36) implican

v(l, 0)P =0, 4. 37)

Si usamos las hipétesis (a) y (b) sobre el espacio bidimensional de los estados de espin

de la primera particula, a partir de (4. 37) concluimos que
v(0, D =1. (4. 38)

Los valores (4. 26), (4. 36), (4. 38) corresponden en términos mecanocudnticos al
siguiente resultado para la probabilidad condicional de encontrar 6" =1 en un
sistema preparado en el estado 77, si ¢ = +1;
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Pc"=-116 =+ =1. (4. 39)

Intercambiando fos papeles de las particulas | y 2, un razonamiento similar nos conduce
a que

PP =-11c=+1=1. (4. 40)

Laec. (4. 26) y la primera parte de (4. 27) (v(0, 0, 0, 1) =0) se traducen en

P(o'=-1, o' =-1)=0. (4. 41)

Finalmente, el hecho de que el sistema se pueda postseleccionar en el estado @, usado

para obtener (4. 29), significa que

R(o!"=+1,0"%" =+1)> 0, (4. 42)

X

Las ecs. (4. 39)-(4. 42) son la traduccidén en términos mecanocuénticos del conjunto
de valores usado en la demostracién probabilistica del teorema de BKS. Si suponemos
que las particulas 1 y 2 estdn localizadas en dos regiones separadas por un intervalo de
género-espacio (hip6tesis que no era necesaria para el teorema de BKS), las ecs (4. 39)-
(4. 42) son todo lo que necesitamos para rehacer la demostracién de Hardy del teorema

de Bell-EPR, demostracion que ya vimos en la seccion 3. 4. 4.

Para subrayar la completa analogia de esta demostracion probabilistica de BKS con
las tratadas en la Sec. 2. 3. 6, en la figura 4. | representamos el diagrama de KS
(tradicional) correspondiente. Nétese que ahora estamos en un espacio (etradimensional
y que los conjuntos completos de proposiciones compatibles (que en dimensidn tres
representdbamos por tridngulos) ahora estdn representados por cuadrados con sus
diagonales. Salvo por la dimensidn nétese que este diagrama es similar al diagrama de
KS-8 (ver las Figs. 2. 1 y 2. 8); de hecho este diagrama es un caso particular para
dimensién 4 del diagrama de la Fig. 2. 24 que dibujamos cuando generalizibamos la
demostracién original de KS a dimensién arbitrarial®. Si
v(l, =1, =L, 0)=v(1, 1, 1, 1)=1 (es decir si asignamos el color blanco a esos
vectores), el resto del diagrama no se puede colorear de ninguna forma consistente con

(a)y (b).

18 Témese en la Fig. 2. 24, v =(I, -1, -1 0), § =(, 1,0 0O, r,=(, -1 0 0,
£=(001L0, n=(L0LO, r=(00-1,0, r=(01L00, r=(02001,
r=(1.11.
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(1,-1,0,0)

(1, 1,0, )

(1, -1, -1, 0} (4, 1,1, 1)

(1,0,1,0)

(1,0, -1, 0}

Fig. 4. 1. Diagrama de Kochen-Specker de la demostracién probabilistica de BKS en
cuatro dimensiones extraida de CEG-18.Si v(1, -1, -1, 0)=v(1, 1, 1, I'=1, el

diagrama no puede colorearse de ninguna manera consistente con (a) y (b)!9.

19 Se puede demostrar que si, en lugar de la eleccién explicita de vectores que hemos hecho en esta
figura, hiciésemos la eleccion mds general compatible con este diagrama de KS, de forma que sélo el
primer vector sea no-factorizable; entonces el producto escalar entre éste vector y el ditimo (y por tanto
la probabilidad de, preparando el primero, al hacer una medida sobre él, encontrar el segundo) es maximo
bajo las mismas circunstancias en gue ocurre la maxima violacién en el argumento de Hardy; en
particular, de este cdlculo se obtiene de nuevo que la probabilidad méxima es el inverso de 1a razén durea

elevadaa 5.
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4. 3. 6. Relacion entre KP-36 y la demostracion de GHZ

En esta seccién veremos un PNCS propuesto en [Kernaghan-Peres 95] que es
subconjunto del TNCS que en la Sec. 2. 6. 2 llamabamos KP-36; este PNCS contiene
un vector no-factorizable y 13 vectores factorizables. Preparando un sistema en el
estado propio asociado al vector no-factorizable, ese PNCS da lugar no sélo a una
demostracion dependiente del estado del teorema de BKS sino también a una
demostracion del teorema de Bell-EPR sobre un sistema de tres particulas de espin 1/2.
En esta seccidn nos concentraremos en la demostracién algebraica; puede construirse
una tabla andloga a la tabla 4. 1 con la relacién entre vectores y proposiciones fisicas,
sin mas que tener en cuenta que los vectores en este caso son propios de los operadores

que aparecen en la Fig. 2. 28.

El sistema se prepara inicialmente en un estado entangled (de GHZ) de las tres

particulas

(2)

¥

=+, o =+1,)+

my=(oy =+1. 0 o =-1, o’ =1, 0" =-L)}/\2

4. 43
=(++H)+[+ ) +|-+ )+ ]-—H)/2 .

de manera que v(u) = 1, es decir
v(-1,0,0,1,0, 1 1,0 =1, (4. 44)

lo que permite hacer cero los valores de los vectores ortogonales (que no escribimos
explicitamente). Sustituyendo estos valores en las resoluciones de la identidad (en
dimensién 8) que se pueden extraer de la Fig. 2. 28, se obtienen las siguientes 7

ecuaciones (las cursivas indican que el vector ha aparecido en una ecuacion anterior):

vil, 0, L0, 1,0, =1, )+v(l,0, -1, 0, 1,0, =1, 0)

_ (4. 45)
v(0,0,0,1,0,0,0,H+v(0,0,0,0,0,1, 0, 0)=1
V(L 1! 0! Os _15 _1, O: 0)+V(], "17 O! 0! 1; Ml! 0! 0) (4 46)
v(0, 0,0 1,00 0 0)+v{0,0,0,0,0,0,1, 0)=1 .
vil, 1, =1, —=1,0, 0,0, 0)+v(l, -1, 1, —1, 0, 0, 0, 0)
(4. 47)
vi0, 0,0 0 0 1,0 0)+v(0 0 0 0 0 0 I, 0)=1
vil, 1, -1, -1,0 0 0 0)+v(0,0,0,0, 1 -1, -1, ) (. 48)
v(l, 6, 1,0 -1,0 -1, 0)+v(0,1,0,1,0 1,0 Ih=1 .
vil, =1, 1, =1,0 0 0 0)+v(0,0 0,0, 1, -1, =1 1)
(4. 49)

vil, 0,0, -1, -1,0,0)+v(0,0, L1, 0,0, 1, =1
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v(l, 1,0,0 -1, -1, 0, 0)+v(i, -1,0, 01, -1, 0 0)

(4. 50)
v(0,0,1, =1,0,0, =1, D+v(0,0, 1, 1, 0,0, 1, I)=1

vil, 1,0,0, =1, =1,0, Q)+v(0, 0, 1, -1, 0,0 —-1,1)

(4. 51)
v(l,0, 1,0, 1,0 -1, 0)+v(0, 1,0, 1,0, 1,0 1)=1

Es facil ver que se trata de un PNCS: con la eleccién de partida (4. 44), a los 13
vectores que aparecen en las 7 ecuaciones (4. 45)~(4. 51) no se les puede asignar

valores de forma consistente con (a) y (b).

Demostracion: cada valor (1 6 0) aparece dos o cuatro veces en los lados izquierdos
de (4. 44)-(4. 50), sin embargo la suma de los lados derechos es 7, g.e.d.

Los 13 vectores en (4. 45)-(4. 51) son factorizables (a, b)YV ® (¢, d)* ® (e, /),
luego corresponden a proposiciones locales (resolubles mediante medidas locales), lo
cual permite asignarles un valor definido apelando a la hipétesis de localidad (si las tres
particulas estin espacialmente separadas), que sustituye en este caso a la hipdtesis de
no-contextualidad. Por tanto, la demostracién resultante es una demostraciéon (no-
probabilistica) de imposibilidad de variables ocuitas locales (teorema de Bell-EPR)
basada en una demostracién dependiente del estado (construida sobre un subconjunto de
un conjunto que permite una demostracién independiente del estado) del teorema de
BKS. De hecho, la demostracion anterior es una versidon aditiva de la demostracién
multiplicativa de GHZ-Mermin del teorema de Bell-EPR que vimos en la Sec. 3. 4. 2.

4. 3. 7. Condicion suficiente para pasar de BKS a Bell-EPR

Lo visto en las secciones 4. 3. 3 y 4. 3. 6 nos permite concluir que los siguientes
requisitos son suficientes para que una demostracion dependiente del estado del teorema
de BKS basada en un PNCS contenido en un TNCS mayor, admita una interpretacién

como demostracién no-probabilistica del teorema de Bell-EPR:

(a) El TNCS debe admitir una interpretacidn fisica en términos de n (n = 2) sistemas
separables espacialmente.

(b) El PNCS contenido en el TNCS debe poder elegirse de manera que el vector
inicial para el que se hace la asignacion de partida (con valor 1) sea ortogonal a todos los
posibles vectores no-factorizables del conjunto, con lo cual, los valores para todos éstos
serdn 0, y no intervendrdn en la demostracién, de manera que no serd necesario

justificar (apelando, por ejemplo, a una definicién recursiva de elementos de realidad)
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por qué han de tener valores no-contextuales bien definidos en una teorfa de variables

ocultas locales.

Con esas condiciones, la hipétesis de no-contextualidad de los valores de variables
ocultas se puede sustituir por la hipétesis de localidad para los correspondientes valores
de variables ocultas {ahora asociados s6lo a observables locales correlacionados en el

estado entangled de partida).



Capitulo 5. Experimentos sobre Bell-EPR sin desigualdades

“In the 30 years elapsed since Bell’s seminal paper, hundreds of gedanken
experiments have been proposed showing the violation of a Bell inequality, but no
incontrovertible (loophole-free) violation has been shown in a real experiment. (...)
Proposals for loophole-free experiments are beginning to appear, but none of them is
clearly feasible with present technology. Furthermore, the difficulties for performing
empirical tests of the Bell inequalities cannot be just attributed to nonidealities of the
available measuring devices. Indeed, LHV [local hidden-variables] models have been
found which perfectly agree with the ideal quantum predictions for atomic cascade
experiments, like Aspect’s one, which are currently considered the most reliable test of
Bell’s inequalities. The sharp contrast between so many gedanken and so few (none in
fact) real violations of Bell’s inequalities surely requires an explanation, and the obvious
one i1s that gedanken experiments contain oversimplifications that make them
unphysical.”

[Santos 95], p. 1.

“So although Hardy’s four questions provide a rather weak basis for a laboratory
violation of the experimentally relevant inequality, they reign supreme in the gedanken

realm.”

[Mermin 94 a], p. 11.






Capitulo 5

Experimentos sobre el teorema de
Bell-EPR sin desigualdades

5. 1. Introduccién

Este capitulo se dedica a estudiar la implementacién ideal de las demostraciones de
GHZ y Hardy en diversos contextos fisicos y a discutir el inico experimento realizado

hasta 1995 basado en tales argumentos.

La primera parte, los experimentos ideales, es una revisién sin pretensiones de
completitud de resultados publicados en la literatura reciente (1990-1995): en la Sec. 5.
2 se presentan cuatro experimentos ideales para implementar argumentos de tipo GHZ,

y en la Sec. 5. 3 se revisan cinco propuestas para implementar el argumento de Hardy.

Su inclusién aqui estd justificada por varias razones: (i) Son implementaciones en
contextos fisicos diferentes de los mismos argumentos algebraicos del capitulo 3. Si,
como algunos piensan, la debilidad de las demostraciones algebraicas reside
precisamente en su cardcter ideal (algunos autores piensan que hay impedimentos a nivel

fundamental para preparar y manejar los estados necesarios!), el hecho de que las

I por ejemplo [Santos 91 b], p. 1388: “My criticism to the proof is that the two-particle state
defined above [for instance, (...) photons in a singlet state], represented by the Hilbert-space vector | q/) .

has not been shown to be a physically realizable state. Of course, it may be postulated that every vector
in the Hilbert space of the system corresponds 1o a physically realizable state. But it is by no means
obvious that such a strong assumption should be a part of the quantum formalism. In fact, it is well
known that some restrictions have already been introduced under the name of superselection rules, and

further constraints may be found in the future.” [Ben-Aryeh 93], p. 317 (ya citado antes): *Locality 1s
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mismas demostraciones aparezcan en contextos fisicos diferentes dificulta una salida de
ese tipo. (ii) Los procedimientos para preparar estados entangled (en particular estados
de tipo GHZ o Hardy) descritos en las Secs. 5. 2 y 5. 3 son de utilidad no sdlo para
tests experimentales de variables ocultas, sino también en otros contextos: la preparacion
y manipulacién coherente de estados entangled juega un papel fundamental en
criptografia cudntica?, teleportacién?, y computacién cudntica®; los obstdculos précticos
para construir, por ejemplo, un computador cudntico son esencialmente los mismos que
hay que superar en un test concluyente de variables ocultas (el problema principal en
ambos casos es la fragilidad de los estados entangled experimentales ante la
decoherencia por acoplamiento con el medio, y la eficiencia de los detectores). Cabria
pues esperar que la relevancia que estidn adquiriendo los temas antes sefialados (en
particular la computacién cudntica) se traduzca en una mejora de las técnicas
experimentales aplicables a los tests sobre variables ocultas. Por lo pronto, algunas de
las propuestas para fabricar estados para computacion cudntica se pueden reconvertir en
dispositivos para fabricar estados entangled sobre los que implementar tests de variables

ocultas’. (iii) No existe ningtin articulo de revision que recoja estos resultados. Los

not violated for the singlet state. (...) Due to superselection rules [expuestas en la Sec. 3 del articulo]
the singlet spin state is entangled with spatial spherical wave functions. Bell inequalities are violated
only for subensembles which are not pure states.”

2 Bibliografia sobre criptografia cudntica: [Ekert 91 a, b, 92], [Bennett-Brassard-Mermin 92],
[Bennett-Brassard-Ekert 92], [Bennett 92], [Ekert-Rarity-Tapster-Palma 92], [Bennett-Wiesner 92],
[Phoenix 93], [Muller-Breguet-Gisin 93], {Barnett-L.ondon-Pegg-Phoenix 94}, [Huttner-Imoto-Gisin-
Mor 95], [Muller-Zbinden-Gisin 95] (experimento real a través de casi 30 Km de fibra dptica). Para mas
informacién consultar, G. Brassard, “A bibliography of quantum cryptpgraphy”, disponible en
http:/fwww itr.ch:8000/~pheinzma/quantlit.html. Ver también la nota 4.

3 Bibliografia sobre teleportacion: [Bennett-Brassard-Crépeau-Jozsa-Peres-Wootters 93], [Deutsch-
Ekert 93], [Popescu 94], [Vaidman 94 a, 95 b], [Davidovich-Zagury-Brune-Raimond-Haroche 94],
[Cirac-Parkins 94], [Barnett-London-Pegg-Phoenix 94], [Braunstein-Mann 95], [Gisin 96 b], [Bennett-
Brassard-Popescu-Schumacher-Smolin-Wootters 96], [Braunstein 96].

4 Bibliografia sobre computacién cudntica: [Bennett 93], [Cirac-Zoller 95} (propuesta de un
computador cudntico con cadenas de iones), [Barenco-Deutsch-Ekert-Jozsa 95], [Sleator-Weinfurter 95],
[Bennett 95] {articulo de revisién), [Lloyd 95], [Shor 95] (cémo reducir los efectos de la decoherencia),
{Dove 95], {Pellizzari-Gardiner-Cirac-Zoller 95] (¢émo reducir mediante medidas continuas los efectos de
la decoherencia en un computador cudntico basado en cavidades), [Barenco-Bennett-Cleve-DiVincenzo-
Margolus-Shor-Sleator-Smolin-Weinfurter 95], [Domokos-Raimond-Brune-Haroche 95], [Chuang-
Yamamote 95]. Para mds informacién consultar “Ike and Raymond’s collection of quantum
computation papers”, disponible en http:/feynman stanford.edu/qcomp/.

3 Como ejemplo de la conexidn entre estos temas, los trabajos de Ignacio Cirac versan tanto sobre

implementacién de computadores cudnticos [Cirac-Zoller 95], como sobre fabricacién de estados de GHZ
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resimenes aqui incluidos son necesariamente incompletos, y pretenden solamente
trasladar una idea cualitativa de las propuestas; el lector interesado es invitado a

consultar los trabajos originales.

Ya en la segunda parte de este capitulo, en la Sec. 5. 4. 1, se describen y comentan
los resultados del Unico experimento realizado hasta la fecha basado en demostraciones
algebraicas (sin desigualdades) del teorema de Bell-EPR: el experimento de Torgerson,
Branning, Monken y Mandel (TBMM) [TBMM 95] basado en el argumento de Hardy.
En la Sec. 5. 4. 2 se discuten las conclusiones a las que llegan los autores de este
experimento; para ello se siguen dos caminos: primero, se critica €l razonamiento teérico
al que someten sus resultados experimentales, y segundo, se presenta un modelo
explicito de variables ocultas locales que reproduce los resultados del experimento
comentado. Estos resultados forman parte de [Cabello-Santos 96]. Tras esta seccién se
llega a la conclusion, por otra parte evidente, de que para traducir los argumentos
algebraicos en experimentos reales es necesario antes derivar desigualdades. Esto da pie
a resumir, en la seccién Sec. 5. 5, varias propuestas de desigualdades sugeridas por los
argumentos algebraicos, y ver como éstas se comparan (desfavorablemente) con los

experimentos clasicos basados en desigualdades de Bell.

El interés de las Secs. 5. 3, 5. 4 y 5. 5 se justifica en el hecho de que las
demostraciones de GHZ y Hardy hicieron nacer la esperanza de que los experimentos
reales en ellos basados serian més concluyentes que los experimentos realizados sobre
desigualdades de Bell (la idea era simple: puesto que los argumentos son mds sencillos y
las contradicciones mayores, los experimentos correspondientes serdn mas
concluyentes). Esperanza que se ha demostrado infundada porque, en el mejor de los

casos, las nuevas desigualdades derivadas son casos particulares de las ya conocidas.

Como norma general, en aquellas secciones de este capitulo donde se resumen

resultados de la literatura, se usard la misma notacién empleada por sus autores.

[Cirac-Zoller 94] (comentado en la Sec. 5. 2. 4), o esquemas de teleportacion cuantica [Cirac-Parkins
94].
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5. 2. Experimentos ideales de tipo GHZ
5. 2. 1. Cuatro particulas de espin 1/2 (GHZ, 1989)

El argumento GHZ aparece por primera vez referido a estados de espin de un
sistema de cuatro particulas de espin 172 [GHZ 89]; el ejemplo que hemos venido
utilizando para ilustrarlo, con estados de espin de fres particulas de espin 1/2, es una
simplificacién del de GHZ debida a Mermin [Mermin 90 a, b, d] (aunque es muy
frecuente en la literatura llamar estado “de GHZ” al de Mermin). Pese a involucrar
cuatro particulas en lugar de tres, el ejemplo original tiene la ventaja de que ¢l estado
requerido se puede (en principio) obtener por dos desintegraciones sucesivas de una
unica particula inicial. En esta seccién veremos cémo se puede obtener idealmente este
estado y cudl es el correspondiente argumento de GHZ para ese caso particular. Los
resultados de esta seccidn proceden de [GHZ 89] y [GHSZ 90].

El estado de GHZ original [GHZ 89] es el siguiente estado de espin de cuatro
particulas de espin 172

[v)=(++—-)=|=—++))/2. . 1)

Este estado se puede obtener a partir de una particula de espin | y tercera

componente 0
Ir)=Is=1.5.=0), (5.2)

que se desintegra, conservando el espin total y su tercera componente, en dos particulas

de espin 1 (que llamaremos I 'y TT) en el estado entangled
7, = (+1=1)—[-1+1))/~2, (5. 3)

donde [+1 —1):=|s" =+1)®

desintegra en dos particulas de espin 1/2 a las que llamaremos respectivamente 1, 2, 3,

SZ(")=—1). Cada una de las particulas de espin | se

4, de manera que cada estado de una particula de espin 1 da lugar a otro estado de dos
particulas de espin 172

SO =+1) = |SP = +172) @[S = +1/2), (5. 4 a)

SO =—1) > [SP = -1/2) ®|S =-1/2), (5.4b)

1S =+1) 5 [SP = +1/2) ®[ S = +172), (5.4¢)
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SP =-1/2)®

S =-172). (5.4 d)

ST =-1)—

Haciendo las sustituciones (5. 4 a)-(5. 4 d) en (5. 3), y con la notacién
[+ +—-):= |SZ“) x+1/2)®|SZ(2) = +l/2)®]Sf) =—1!2) ® |Sz(4) :—l/2>, obtenemos el
estado (5. 1).

+z ‘\\ 02 \' "-”y
\ J‘—‘y 1
2" ¢ 3
source —
Xa
3R A
> X a ! ’a‘y
47, 4 N-T
| L y \\
N\
\\ \
\ \
» -2

Fig. 5. 1. La situacion considerada por GHZ: Cuatro particutas de espin 172
preparadas en el estado (5. 1) atraviesan sendos Stern-Gerlach orientados segiin los
vectores unitarios m, (i=1, 2, 3, 4) perpendiculares a las trayectorias de las particulas.
Tomado de [GHSZ 90].

El argumento de GHZ es como sigue: Consideremos un sistema de cuatro particulas
de espin 1/2 producidas de manera que el estado de espin del sistema es (5. 1) y con
partes espaciales tales que se puede considerar que cada una de las particulas estd
localizada en una cierta trayectoria y tiene sentido decir que las particulas 1y 2 se
mueven libremente en la direccidén z positiva y las particulas 3 y 4 en la direccién z

negativa. Supongamos que en la trayectoria de la particula i (i =1, 2, 3, 4} se coloca un
aparato de Stern-Gerlach en el plano x-y con dngulo acimutal ¢,. Supongamos, ademas,
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que los cuatro sucesos “la particula i atraviesa el correspondiente Stern-Gerlach
observandose el resultado” (es decir, las cuatro mediciones), estdn separados por
intervalos de género espacio. Ver la figura 5. 1.

El valor esperado en el estado (5. 1) del producto de los resultados (+1 6 ~1) de esas

mediciones es
E (¢, ¢, 95, 9,)=—cos(d +¢, =P, —9,). (5.5)

En particular nos interesaremos en los siguientes casos en los que se¢ producen
correlaciones perfectas:

St ¢+, —¢,—¢, =0, entonces E (¢, ¢, ¢, ¢,)=-1, (5. 6 a)

Si ¢ +¢,—¢,— @, =m, entonces E (¢, ¢,, ¢, §,)=+1. (5.6 b)

Con los cuatro aparatos de Stern-Gerlach orientados en dngulos satisfaciendo las
condiciones bien de (5. 6 a), bien de (5. 6 b), el conocimiento de los resultados de tres
de las particulas nos permite una prediccién con certeza det resultado de la cuarta. Como
en el instante en que se efectian las mediciones, las cuatro particulas estdn separadas por
sendos intervalos de género-espacio, supondremos que, por la condicién de localidad,
el resultado de cada una de las mediciones no depende de nada que se haya hecho en las
otras tres regiones espacialmente separadas. Esto nos lleva a suponer que para cada
sisterna individual de cuatro particulas preparado en las condiciones antes descritas, su
estado de variables ocultas (que denotamos por A) permite definir cuatro funciones,
A (d), B, (9,), Ci(¢,), D,(¢,), que sblo dependen de la variable entre paréntesis
respectiva y toman valores +1 6 —1, que representan los resultados que se obtendrian en
las correspondientes medidas del espin de las particulas 1 a 4 respectivamente en dicho
sistema individual®. Reescribiendo (5. 6 a) y (5. 6 b) en términos de esas funciones

obtenemos respectivamente
Si ¢ +6¢,-¢,—¢,=0,entonces A,(¢)B,(¢,)C,(d;)D,(9,)=-1, (5.7a)
Si ¢, +¢, ~¢,— ¢, =m, entonces A, (¢)B,(¢,)C,(0;)D,(¢,)=+1. (5.7b)

Consideremos ahora algunos casos particulares de (5.7 a):

A (B (0)C, (0D, (=1, (5.8 a)

6La equivalencia entre esta notacion y la usada en el capitulo 3 es A (@) = v(crf,” ), siendo a un

vector unitario en el plano x-y con dngulo acimutal ¢,.
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A,(9)B,(0)C,(9) D, (0)=~-1, (5.8 b)
A,($)B,(0)C,(®) D, (¢) =1, (5.8¢)
A,(20) B,(0)C,($) D, (9)=~-1. (5.8 d)

De las ecs. (5. 8 a) y (5. 8 b) se obtiene

A (0)C, (0) =A (9, (9), (5.9 a)
y de las ecs. (5. 8 a) y (5. 8 ¢) se obtiene

A (O)D, (0) =4, (9) D, (9). (5.9b)
Una consecuencia de (5.9 a) y (5.9 b) es

C(OY/ D, (0) =C,(9)/ D, (¢), (5. 10 a)

que se puede reescribir como

COD, (0 =C, (D) D, (), (5.10b)

porque D,(0) es +1 6 -1 y por tanto igual a su inversa, y lo mismo D, (¢). Entonces,
de las ecs. (5. 8 d) y (5. 10 b) se obtiene

A, (20} B, (0)C,(0) D, (0)= -1, (5. 11)
que junto con la ec. (5. 8 a) conduce a
A, (2¢)=A,(0)=cte, V9. (5. 12)

Fisicamente uno esperaria que A,(0) y A, () tuviesen resultados opuestos (puesto que

corresponden a mantener la direccion y cambiar el sentido del Stern-Gerlach). Pero la

contradiccidn es atin mds evidente si consideramos un caso particular de (5. 7 b)
A (9 +7m)B (G (9) D, (0)=+1, (5. 13)
que, junto con (5. 8 b) conduce a
A(p+m)=—A,(9), 5. 14)

que estd en clara contradiccion con (5. 12). Nétese que en el argumento anterior el
angulo ¢, ha sido 0 todo el tiempo, lo que lleva a pensar que la particula 2 no juega un

papel esencial y que seria posible un argumento tedrico similar con sélo tres particulas.
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Esta observacion condujo a la versién simplificada con tres particulas que vimos en la
Sec. 3. 4. 2.
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5. 2. 2. Interferometria de tres particulas (GHSZ, 1990)

Cronolégicamente la primera propuesta para implementar el argumento GHZ en un
contexto fisico distinto del de estados de espin de tres 0 mds particulas, tiene que ver
con fendémenos de interferencia de tres (o mas) particulas [GHSZ 90]. Los resultados de
esta seccion proceden de esa referencia. Considérese el interferometro de tres particulas

que se representa en la figura 5. 2.

source

Q7
Oy
Fig. 5. 2, Interferometro de tres particulas. La fuente emite tres particulas, 1, 2,y 3,
por seis caminos a, b, ¢, a’, b’, ¢’, en el estado (5. 15). En el camino @’ hay una ldmina
de fase que introduce una diferencia de fase ¢, entre a y a’, los caminos @ y a’ se
retinen en un beam splitter previo a sendos detectores d y d’. Andlogamente para las

otras dos parejas de caminos. Tomado de [GHSZ 90}; también en [GHZ 93], p. 29, v
[Shimony 93], p. 93.
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En la region central del dispositivo de la Fig. 5. 2 se tiene una fuente que consiste en
una particula de momento lineal (medio) cero, que se desintegra en tres particulas (1, 2 y
3) de igual masa o en tres fotones (ligeras modificaciones del experimento permitirian
otras combinaciones de particulas de diferentes masas, y fotones). Si esas tres particulas
tienen la misma energia (lo cual se puede comprobar poniendo filtros de energia antes de
los detectores), entonces, por conservacién del momento lineal, deben emitirse
formando angulos de 120° entre si. Rodeando a la zona donde se produce la
desintegracion, hay seis aperturas: a, b, y ¢, que forman entre si angulos de 120°; y a’,
b’, y ¢’, que forman entre sf dngulos de 120" (Fig. 5. 2). La mayoria de los trios de
particulas que se producen en la fuente no saldrdn por ninguno de esas seis aperturas,
pero supondremos que podemos ajustar 1a geometria de ia fuente y de las aperturas de
manera que las particulas 1, 2, y 3 saldran o bien por g, b, y c; obien pora’, b’y ¢’.
Por tanto, el estado de las tres particulas a la salida de las aperturas puede escribirse

como la siguiente superposicién
1 4 ’ 4
[ )=z a) bk led; +1adlp)le)s), (5. 15)

donde |a), denota la particula 1 en el camino g, etc.”

En los caminos a’, b’, ¢’ se introducen sendas laminas de fase que introducen
diferencias de fase ¢,, ¢,, ¢,, entre, respectivamente, a ya',byb’,cyc’. A
continuacién cada pareja de caminos con la misma letra se hace incidir sobre cada una de
las caras de un beamsplitter (divisor de haz). Tras cada beamsplitter hay una pareja de

detectores (dy d’,eye’,fyf, respectivamente). La accién de las laminas de fase
(cuando las hay) y los beamsplitters hace que la evolucién de los estados |a), y |a'),

s¢a
1
|a>1 — ﬁ(l‘»: + i‘d’>l)1 {5. 16 a)
'), = —‘}—E-e*‘”l(ld'), +ild))), (5. 16 b)

donde |d), denota el estado en que la particula 1 sigue el camino que conduce al detector
d, etc. Los estados [b), y |}, evolucionan de forma andloga a (5. 16 a) y los estados

|5}, v |¢’), evolucionan de forma andloga a (5. 16 b) (cambiando |d), por le), y I f )3,
y |d'), por |¢), v If’)}, y ¢, por ¢, y ¢,, respectivamente). A partir de (5. 15), con

7La analogia del estado (5. 15) con el estado de tres particulas de espin 1/2, considerado en la Sec.
3.4.2, lwy=(+++)-|-- ~N/~2 , es evidente.
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los cambios (5. 16 a), (5. 16 b) y similares, y suponiendo que todos los detectores son
perfectos y que no hay pérdidas durante el vuelo, se pueden calcular la probabilidades

de encontrar las tres particulas en las distintas combinaciones de detectores. Denotando
por E (d,e.f) la probabilidad de detectar simultdneamente la particula 1 en 4, la

particula 2 en e, y 1a particula 3 en f,
1 :
Ry(d,e,f)=§[l+sm(ﬂ +¢, +9,)], (5. 17 a)
andlogamente
] .
Pw(d’,e,f)zg[]—sm(q}, +¢, +¢,)]. (5.17b)

etc. (si el nimero de detectores con primas es par, hay un signo mas como en (5. 17 a);
si es impar, hay un signo menos como en (5. 17 b)). Si asociamos el valor +1 a las
particulas que llegan a detectores sin prima, y —1 a las particulas que llegan a detectores
con prima, el valor esperado del producto de los tres resultados es

E (¢, ¢, ¢;)=sin(§ + ¢, +9,), (5. 18)

de manera que con una eleccion adecuada de los dngulos, se pueden obtener

correlaciones perfectas,

Si ¢ +¢, +¢,=m/2, entonces E (¢, ¢, ¢;}=+1, (5.19 a)

Si gy +¢, +¢,=3w/2, entonces E (¢, ¢, 9;)=-1. (5.19b)

Por ejemplo, supongamos que en cada brazo del interferémetro, la correspondiente
lamina de fase puede tomar dos valores ¢ =0y ¢" =7 /2. De acuerdo con (5. 18),

E(m/2,0,0)=E,(0,7/2,00=E, (0,0,7/2)=+1, (5.20)

mientras que, de acuerdo con (5. 19 b),

E(n/2,m/2,m/2)=-1. (5.21)

Las ecs. (5. 18), (5. 19 a) y (5. 19 b) son andlogas a las ecs. (5. 5), (5. 6 a).y (5. 6
b) de la seccién anterior, sélo que ahora las fases introducidas por las ldminas de fase
hacen el papel de en la seccién anterior hacfan los dngulos acimutales de las
orientaciones de los Stern-Gerlach. El argumento GHZ es pues paralelo al de la seccién
anterior.
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5. 2. 3. Interferometria con fuentes independientes
(Yurke-Stoler, 1992)

En cast todos los experimentos sobre particulas preparadas en estados entangled se
insiste en que las particulas tienen un origen comiin o que han de haber interactuado
alguna vez en el pasado (como ocurre en las dos secciones anteriores). Por ese motivo
es llamativa la propuesta de Yurke y Stoler [Yurke-Stoler 92 a] en la que se implementa
el argumento de GHZ con tres particulas creadas en fuentes independientes®. Los

resultados de esta seccidn son un resumen de esa referencia.

PS1

Fig. 5. 3. Interferémetro de tres particulas procedentes de tres fuentes
independientes PSi (i=1, 2, 3). Tomado de [Yurke-Stoler 92 a].

8 De hecho, el dispositivo de la Fig. 5. 3 es una distorsién topoldgica del de Ia Fig. 5. 2, como se

ve en [Yurke-Stoler 92 a], p. 1252.
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El dispositivo de Yurke y Stoler se ilustra en la figura 5. 3; consiste en tres fuentes
de particulas PSi (i =1, 2, 3), a la salida de las cuales se colocan sendos beamsplitters
Si (con transmitividades y reflectividades 1/2); en los caminos de salida de estos
beamsplitters hay sendas laminas de fase previas a sendos beamsplitters Di (con
transmitividades y reflectividades 1/2}, a cuya salida hay sendos detectores Gi y Ri.
Denotaremos por ¢, (@) a la diferencia de fase que introduce la 1dmina de fase que

estd en la direccién que acaba en Gi (Ri ).

En notacién de segunda cuantificacidn, el estado de partida a la salida de las tres
fuentes es

| w) = a, ak, ak,|0), (5. 22)

donde a; (a,) es el operador de creacién (aniquilacién) de los modos de salida de la
fuentes PSi y |0) denota el estado de vacio?. Al pasar por el beamsplitter Si (en el que
por el otro canal entra el vacio), por las respectivas laminas de fase, y por los
beamsplitters D, j=1,2,3 y D(j—1) (dondesi j=1, j—1:=3), cada uno de los g,

se transforma en
l = Rj M . G M
@y~ S[e" " (dy —id)) € " (“idgg iy + dg ). (5. 23)

A partir de (5. 22) y (5. 23) podemos calcular las probabilidades de los diferentes
resultados posibles. En cada par de detectores Ri, Gi, pueden darse, en principio los
resultados {0, R, G, R, G*, RG} (i.e., que no haya ninguna deteccién, que Ri detecte
una particula y Gi ninguna, que Gi detecte una particula y Ri ninguna, que Ri detecte
dos particulas y Gi ninguna, que Gi detecte dos particulas y Ri ninguna, que Ri y Gi
detecten una particula cada uno). Llamemos A al conjunto de los sucesos en los que

cada par de detectores Ri, Gi (=1, 2, 3) ha detectado una sola particula, y ha habido
un nimero impar de detecciones R, es decir

A={RRR, RGG, GRG, GGR}, (5. 24 a)

donde, por ejemplo, RGR quiere decir que en el par de detectores RI, G1 se ha obtenido
un resultado R, en el par R2, G2 se ha obtenido un resultado G, y en el par R3, G3 se
ha obtenido un resultado R. Con analoga notacién, sea

B={GGG, GRR, RGR, RRG}. (5.24 b)

9 En [ Yurke-Stoler 92 a] se describen varias formas de fabricar el estado (5. 22).
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No nos interesaremos por el resto de los sucesos. La probabilidad de cada uno de los
cuatro sucesos del conjunto A (B) es r¢sin” ¢ (g cos” ¢), donde

1 3
9= 20— bc:). (5. 25)

Si llamamos ¢, =¢,. — ¢, y suponemos que cada ¢ s6lo puede tomar los valores 0

y m /2, el experimento descrito exhibe caracteristicas anilogas a los de [as secciones

anteriores:

(a) Si uno de los ¢ vale O y los otros dos valen 7 /2, siempre que se detecta una

particula en cada par de detectores, el resultado es (con certeza) de tipo A.

(b) Si los tres ¢, son 0 y se detecta una sola particula en cada par de detectores, €l

resultado es (con certeza) de tipo B.

Idealmente (suponiendo detectores perfectos), si se detecta una sola particula en dos
de las parejas de detectores, se sabe con certeza que la tercera pareja de detectores
detecta una sola particula. Con los tres ¢, uno igual a O y los otros dos igual a 7 /2, si
se conocen los resultados (G o R) de dos de las detecciones, se conoce con certeza el
resultado de la tercera (porque con esas elecciones de dngulos s6lo se dan resultados del
conjunto A, esto es con un nimero impar de Rs). Lo mismo sucede si los tres ¢, son 0
(porque entonces sélo se dan resultados del conjunto B, esto es, con un ndmero par de
Rs). Luego supondremos que puesto que la eleccion del correspondiente ¢ se hace en
una region espacialmente separada de las otras dos, en una teoria de variables ocultas
locales el tercer resultado estd predefinido, es decir, que la tercera particula sabe de
antemano cémo responder a cualquiera de las alternativas de ¢,. Y, por un razonamiento
totalmente simétrico, lo mismo pasa con las particulas primera y segunda. Cabe suponer
pues, que existe un conjunto de seis instrucciones definidas (las dos respuestas
alternativas de cada una de las tres particulas). Denotemos cada uno de esos conjuntos
por una matriz 2x3 | Bij}’ donde el indice i puede valer 1 ¢ 2 segin sea la diferencia de
fase ¢, (0 6 7m/2 respectivamente), y el indice j especifica el detector ( j =1, 2, 3);

; E1R, G}. Es fécil ver que con las elecciones de fase 122 (esto es, ¢ =0,

¢, =¢,=m/2),212,y 221, los tnicos conjuntos admisibles (en una teoria de variables
ocultas locales) de instrucciones, {ﬁi’.}, Son:

RRR)] (RGG) (GRG) (GGR RRR RGG) (GRG) [GGR 5. 26)
RRR|’ |RGG|’ |GRG|’ |GGR|" |GGG|’ |GRR|’ |RGR|’ RRG'('

Teniendo en cuenta (5. 26), al hacer la eleccién de fases [11 s6lo deberfamos obtener

sucesos con un nimero impar de Rs, cuando lo que sucede (el correspondiente célculo
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puede encontrarse en la referencia original) €s justamente lo contrario: s6lo se dan

sucesos con un nimero par de Rs.

5. 2. 4. Tres atomos en interaccion con cavidades
(Cirac-Zoller, 1994)

En lugar de los dos posibles estados (+1/2 y -1/2) de particulas de espin 172, se van a
usar atomos de dos niveles. El “entanglement” se produce en este caso por interaccion
con el campo electromagnético contenido en una cavidad. Se han propuesto formas de
fabricar singletes de esta manera [Phoenix-Barnett 93], [Cirac-Zoller 94]; aqui se
resume la propuesta de [Cirac-Zoller 94] para fabricar el estado de GHZ-Mermin

o) =Z5 (1L MNP TN .27

donde |~L,.), |T r‘) denotan, respectivamente, los estados fundamental y excitado del

atomo i-ésimo. Supongamos que el modo de la cavidad es inicialmente una

superposicién coherente de los estados de Fock [0) y |3),

v ), =%(I0)—I3)). (5. 28)

Este estado se puede preparar mediante €l paso de dtomos de dos niveles con estructura
Zeeman a través de una cavidad [Parkins-Marte-Zoller-Kimble 93], o, alternativamente
mediante medidas sobre los dtomos que salen de la cavidad que proyecten el estado de la
cavidad a (5. 28) [Vogel-Akulin-Schleich 93].

Una vez preparada la cavidad en el estado (5. 28) se hacen pasar a través de ella, uno
a uno, tres dtomos en estado fundamental, con velocidades respectivamente v,, v,, v,.
Consideremos para empezar la interaccién del primer dtomo con la cavidad.
Supondremos que la interaccién dtomo-cavidad viene descrita por el hamiltoniano de
Jaynes-Cummings [Shore-Knight 93],

H=ig(t)(o,a-a'c ), (5. 29)

donde o, =(o_)" =|T)X!{es el operador de excitacién del 4tomo de dos niveles y a'
. P yayy

a son los operadores de creacién y destruccion para el modo de la cavidad. Se ha

supuesto que la transicion entre los dos niveles del dtomo estd en resonancia con el
modo de la cavidad. E] pardmetro de acoplamiento entre el 4tomo y la cavidad es g(),
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que depende del tiempo que pasa el atomo dentro de la cavidad. El hamiltoniano (5. 29)

tiene dos propiedades relevantes para nuestra discusion:

—~ El estado |\L)I 0} no cambia durante la interaccién.

— Los estados |T)l 0) y |~L)]l) sufriran oscilaciones del vacio de Rabi [Walther 92],

[ Thompson-Rempe-Kimble 92] que dependeran del tiempo de interaccion del atomo con
la cavidad (y por tanto de la velocidad del Atomo a la entrada de la cavidad).

Como el atomo estd en estado fundamental, la parte |0)|»L,) no cambia durante la

interaccion. Por el contrario, si se selecciona la velocidad v, de forma que el estado
13)|{,) efectic medio ciclo de Rabi al final de la interaccién, el estado del dtomo 1 més

la cavidad es
o), =510l )-127.). 5. %)

Andlogamente, como el segundo atomo también estd en su estado fundamental, el estado
IO)l»L1> no cambia en durante la interaccidn. Si se selecciona la velocidad v, de manera

que el estado [2)|~Ll> efectiie medio ciclo de Rabi, el estado del 4tomo 1 més el dtomo 2

mas la cavidad es

o), =5 101 N )- 1ol )1.)) .31

Finalmente, seleccionando adecuadamente la velocidad del tercer dtomo, el sistema de
los tres atomos maés la cavidad esta en el estado

v, =25 (L LML) -7 NNy 5.3

Otra propuesta de fabricacién de estados tipo GHZ con atomos pasando por cavidades
es [Wodkiewicz-Wang-Eberly 93].

La misma idea sirve (como se sugiere en [Cirac-Zoller 94]) para preparar estados de
Hardy. En la Sec. 5. 3. 5 veremos una propuesta para preparar estados de Hardy con

aAtomos en cavidades.

Otros resultados similares (implementacion ideal de variantes del argumento de GHZ
en distintos contextos fisicos) que no nos detendremos a comentar son: [Zukowski 91 a,
b], [Reid-Munro 92], [Klyshko 93], [Shih-Rubin 93], [Hnilo 93, 94], [Pittman 95].
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5. 3. Experimentos ideales de tipo Hardy

5. 3. 1. Electrén-positréon en interferometros solapados
(Hardy, 1992)

Hardy [Hardy 92 a] presenté originalmente su argumento sobre el dispositivo de la
figura 5. 410,

/ HOA (! [} 7

%

Fig. 5. 4. Dispositivo de Hardy: dos interferémetros de Mach-Zehnder, uno para
electrones y otro para positrones, solapados. Los detectores U, y V. (con i=1, 2) se

pueden quitar. Tomado de {Hardy-Squires 92]; también en [Hardy 92 a].

10 Bste dispositivo es una modificacién de otro propuesto por Elitzur y Vaidman para un propésito
distinto (“Quantum mechanical interaction-free measurements™). En [Elitzur-Vaidman 93] se dice, p.
996: “A few preprints of this paper, written in 1991 (Tel-Aviv University, TAUP 1863-91), were
circulated among our colleagues and stimnulated a number of publications [Hardy 91 a, 92 a, b] (y otra

mds) pointing out new applications of our proposed experiment.”
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El dispositive de Elitzur y Vaidman consiste en dos interferdmetros Mach-
Zehnder!!, uno para electrones y otro para positrones, solapados en un punto P comun
a uno de los caminos de cada interferémetro. Llamaremos «, y v, a los dos caminos
internos del interferémetro i, y ¢; y d; alos dos canales de salida del interferémetro i'2.

Cada uno de los interferdmetros por separado estd ajustado de manera que no salgan
particulas por el canal d; cuando entran por el canal s,.

La operacidn de los primeros beamsplitters BSA/ y BSAZ es
1 .
|Sf)—>7§"(l|u,-)+|vf)), (5. 33)

siendo Isj) el estado de entrada de la correspondiente particula (i =1 positrén, i=2
electrén) en el correspondiente canal de entrada s, Iut.) el estado de la particula 7 en el

camino ¥,y lvt.> el estado de Ia particula i en el camino v,.

Los caminos #, y u, se solapan en el punto P, de forma que si el positrén toma el
camino u,,y el electrén el camino u,, y llegan al mismo tiempo a P, en P ambos s¢

aniquilan con probabilidad unidad emitiendo un fotdn,
e New, )= |v)- (5. 34)

El estado del par electr6n-positron después del punto P es

1
|V’1):'2'(_|7)+ i|”1)|"2) + i|V:)|”"2) +|V|)|V2 ))' (5. 35)

En cada interferémetro se pueden colocar detectores bien en los caminos internos ,
y v; (en cuyo caso denotaremos los correspondientes detectores por U, y V) o bien en
los canales de salida ¢, y d, (en cuyo caso los denotaremos por C, y D,); ver la Fig. 5.

4. Por tanto, podemos hacer uno de los cuatro experimentos alternativos siguientes:
(i) Introducir los detectores U\, V|, U,, V,.
(i1) Introducir C,, D, U,, V,.
(iii) Introducir U, V|, C,, D,.

(iv) Introducir C,, D, C,, D,.

11 Un interferémetro de Mach-Zehnder consiste en un beamsplitter, sendos espejos a la salida de}
mismo, y a continuacién otro beamsplitter en los caminos de los espejos.

121 a notacidn es la de [Hardy-Squires 92] que es mds clara que la de [Hardy 92 al.
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Como |y ,) no contiene el término |u, )|u,) (debido a la aniquilacién (5. 34)), si
hacemos un experimento de tipo (i), la probabilidad de que los detectores U,, U, se

disparen a la vez es cero,

P, (U,,U,)=0. (5. 36)

Los beamsplitters de salida BSB/ y BSB2 convierten

|

|, )~ E(Iq) +ild, ), (5.37 a)
1

[v)— ﬁ(i|c5)+ | ). (5.37 b)

Por tanto, si hacemos un experimento de tipo (ii) (es decir, quitamos los detectores U,
V, de delante de BSB/ y ponemos los detectores C,, D, detrds de BSB]/), el estado
lt,t/ 1) evoluciona a

1
|‘V2 > =2_‘E(—‘E|’J’) _ICI)Iu2)+ 2ilcn)|"2) + i|d,)|u2>), (5. 38)

estado para el que
£, (U,1D))=1. (3. 39)

Andlogamente, en un experimento de tipo (iii) el estado |y/1) evoluciona a

v =gV k) zibvlle) ¢ il la). 5.0

estado para el que
F, (U1D;)=1. (5. 4D)

Finalmente, si decidimos hacer un experimento de tipo (iv), el estado Iy/])

cvoluciona a

|
l‘!’4) =Z(—2|'}’) - 3|‘31)|Cz) + ilcl)|d2)+ i|d1)lcz)_ld1)|dz ))’ (5. 42)

para el cual

1
B, (D,, D)= (5. 43)
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Las expresiones (5. 36), (5. 39), (5. 41), (5. 43) permiten obtener una contradiccién
con las variables ocultas locales. Supongamos que la decision de qué se mide en cada
interferémetro (U, V, o C,, D,)Iatoman dos experimentadores en regiones separadas
por un intervalo de género espacio. Supongamos que ambos experimentadores optan
por colocar los detectores C;, D,, y consideremos solo aquellos sucesos en los que se
disparan los detectores D, (esos sucesos son posibles, de acuerdo con (5. 43)). El
experimentador | infiere que si el experimentador 2 hubiese optado por poner los
detectores U,, V,, se habria disparado el detector U,, de acuerdo con (3. 39).
Andlogamente el experimentador 2 infiere que si el experimentador 1 hubiese optado por
poner los detectores U|, V,, se habria disparado el detector U, de acuerdo con (5. 41).
Pero de acuerdo con (5. 36), U,, U, nunca se pueden disparar a la vez. Existe pues una
contradiccién entre la prediccién cudntica (5. 36), y las inferencias basadas en (5. 39) y
(5. 41). El argumento es completamente similar al que vimos en la Sec. 3. 4. 4. De
hecho, como hemos dicho, el argumento de Hardy se propuso originalmente en este
contexto.
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5. 3. 2. Interferéometros opticos solapados (Hardy, 1992)

Poco después de la propuesta anterior, Hardy da otra version menos gedanken de la
misma. El dispositivo, que se ilustra en la figura. 5. 5, consiste en dos interferémetros
opticos solapados en los que se inyectan sendos fotones de la misma frecuencia,
emitidos en un proceso de parametric down conversion en un cristal no lineal (NVLC). La
notacién para los caminos y los detectores es la misma que en la seccidn anterior. Las
M, representan espejos, las BS’s beamsplitters.

——NLC

Fig. 5. 5. Dos interferémetros opticos solapados. Los detectores U, y V. (con

i=1, 2) se pueden quitar. Tomado de [Hardy 92 b].

Los beamsplitters BSA, y BSB tienen transmitividad 1/2, y los BSC, tienen

transmitividad 1/3. Con esta eleccidon de transmitividades es posible ajustar las
longitudes de los caminos épticos de manera que si se bloquea la entrada del fotén 2 (1)
a su interferémetro, entonces el fotén 1 (2) no puede detectarse en D, (D,).

Después de tener en cuenta la accién de los beamsplitters BSA,, de los espejos M,

y del beamsplitter BSB, el estado del sistema es, {Hardy 92 b,
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v 1) =510} ~575 10100, 10, 1D, ~575100, I, I, o,

l (5. 44)
_EIO)uI |l>v, IO)“z ll)v?

donde Il)u, IO)‘,l |0)u2 |1)v2 denota el estado en el que hay un fotén en el camino u,, otro
en el camino v, , y ninguno en los caminos u, y v,. | go,) es el estado que contiene sélo

términos en los que los dos fotones estdn en el mismo interferometro. S6lo nos
fijaremos en aquellos sucesos en los que llega un fotén a un detector con subindice t y
otro fotén a un detector con subindice 2. Con la misma notacidén que en la seccion

anterior, si hacemos un experimento de tipo (i),

B, (U,,U,)=0. (5. 45)

En un experimento de tipo (ii), el estado | 1;/,) evoluciona a

IJ_I\In\ RS A Y 1 Loy I\

|‘!fz) Tl%) TM O 105, 107 -ﬂglm o7 1T |01V
—mIO)L.,Il)d,Il)HZIOLZ

(5. 46)

) denota un el estado que contiene sélo términos en los que los dos fotones

donde,

estdn en el mismo interferémetro. Para el estado (5. 46)
E, (U,1D)=1, (5. 47)

en aquellos experimentos en los que los fotones se detecten cada uno en un

interferometro.

Si el experimento es de tipo (iii), el estado |ly l) evoluciona a un estado |w3> para el

cual, por simetria,

K, (U 1D,)=1, (5. 48)

en aquellos experimentos en los que los fotones se detecten cada uno en un

interferdmetro.

Finalmente, si el experimento es de tipo (iv), el estado |1,U l) evoluciona al estado

1 2 i
v ) =—=le) + S, [0), 1), 0}, —=—=1), [0}, [0}, 1),
‘E 3 6‘5 (5. 49

i 1
0, ), 10, + Glob, 10,
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para el que (prescindiendo del estado |(p4) y renormalizando)
|
Rud(Dl’DZ):E' (5. 50

L.as condiciones (5. 45), (5. 47), (5. 48} y (5. 50) son andlogas a las de la seccién
antertor. El argumento de imposibilidad de variables ocultas locales es el mismo.
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5. 3. 3. Fermiones idénticos en interferometros solapados
(Yurke-Stoler, 1993)

En los dos casos anteriores, la aniquilacién electrén-positrén o la interferencia entre
dos fotones nos permitian eliminar ciertas componentes del estado, y de esta manera
obtener estados susceptibles de hacer sobre ellos un argumento de tipo Hardy. Otro
mecanismo que hace la misma funcién [ Yurke-Stoler 93] es el principio de exclusién de
Pauli [Pauli 26]. La propuesta de Yurke y Stoler se ilustra en la figura 5. 6. La notacidn

es andloga a la de las dos secciones anteriores.

Fig. 5. 6. Dos interferémetros de Mach-Zehnder que comparten el camino w, . 51 se
inyectan en los caminos s; (con i =1, 2) dos fermiones idénticos, debido al principio de
exclusién de Pauli ambas particulas no pueden estar a la vez en el camino w,. Los
beamsplitters BSC, se pueden quitar (o equivalentemente, se pueden poner sendos

detectores U, y V, en los caminos #, y v,). Tomado de [Yurke-Stoler 93].
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En representacion de Heisenberg y en notacion de segunda cuantificacion, el estado

a la entrada del doble interferémetro es
lwo)=si 510}, (5.51)

donde s es el operador de creacién del modo s, y |0} es el estado de vacio.
Suponiendo que los beamsplitters BSA, hacen la transformacion de modos

(::] - %[i ;](:) (5. 52)

con j=1, 2, que el beamsplitter BSB, hace la transformacion

(:j:f}f(i D(Z] 5. 53)

que el beamsplitter BSB, hace la transformacion

i, 1 (1 —1\(w
()5 Tl .50

y teniendo ademds en cuenta las relaciones de anticonmutacién para fermiones
bttt
e, W, ==w e, (5. 55)

y ¢l principio de exclusion de Pauli (un modo fermidnico no puede estar doblemente
ocupado)

w o wl =e, el =0, (5. 56)

el estado de la pareja de fermiones después del beamsplitter BSB, es

|wl)=—§(v,* o iviul +ind v;)lo)-%(u:v; ru Do)

5 (5.57
—-5—(iv;f + vl —2ul +2iul)el|0)
donde el primer término del lado derecho contiene sélo componentes en las que hay una
particuia en cada interferometro, el segundo término contiene sélo componentes en las
que las dos particulas estdn en el mismo interferémetro, y el tercer término contiene

componentes en las que una particula es detectada por el detector E. De nuevo podemos
hacer cuatro tipos de montajes:
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(1) Se quitan los beamsplitters BSC, (lo cual es equivalente a introducir los
detectores U, y V| enlos caminos u, y v,) y BSC, (lo cual es equivalente a introducir

los detectores U, y V, en los caminos u, y v, ).

(1) Se quita BSC, (es decir, se introducen U, y V|) y se deja BSC, (es decir, se
dejan C, y D,).

(1ii) Se deja BSC, (es decir, se dejan C, y D,) y se quita BSC, (es decir, se
introducen U, y V,).

(tv)Sedejan BSC (v C,v D}y BSC, (y C, y D,).

En un experimento de tipo (i) para el estado (5. 57)

P, (U,,U,)=0. (5. 58)

En un experimento de tipo (ii), suponiendo que los beamsplitters BSC, hacen la

A L L (5. 59
d.f_—z—ilv.f, ‘

transformacion

el estado | ,) evoluciona a

1 .. 1
|W2)=—§“7‘—£(Zi vie +iuldl —ulc! )|O)—-:_;-(u;r v +cld)]o)
1 (5. 60)
—<(2iv] =242 + 31 ¢ - d})e]10)

para el que
R (U 1D,)=1, (5. 61)

para aquellos sucesos en los que no se disparen ni C, ni E (entonces es mds razonable
escribir sz(Ul ID,, ~C,, ~E)=1).

Para un experimento de tipo (iii) el estado | %) evoluciona a

)=y ies vl + ] s el udIy-5(cl ]+ vDlo)
; (5. 62)
~2(Bel-idl+ 2v! = 242in))e] [0)

para el que
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B, (U,1D,)=1. (5. 63)

para aquellos sucesos en los que no se disparen ni C, ni E
(£, (U,1D,, ~C,, ~E)=1).

Por tltimo, en los experimentos de tipo (iv), el estado | y/]) evoluciona a

1 s ; I, ;
v )=-s(=3cl e +id ) +ic)d] —d] dp|0)—Z(cid] +c]d)I0)
5. 64
] T . r . + .'. '. ( )
—-5'(30} —id! +3i c) —d}el|0)

para el que

P, (D,,D,)>0. (5. 65)

Con las propiedades (5. 58), (5. 61), (5. 63) y (5. 65) se puede hacer un argumento
de Hardy analogo a los de las secciones anteriores.

5. 3. 4. Una fuente de un solo fotéon (Hardy, 1994)

Un ejemplo fisico curioso en ¢l que se puede implementar el argumento de Hardy
fue propuesto por Hardy en 1994 [Hardy 94]. Esta propuesta provocé una controversia
([Peres 95], [Vaidman 95}, [GHZ 95]), més relacionada con la pretension de su autor
de estar demostrando la no-localidad de un solo fotén!3, que con el fondo del asunto (se
trata de las mismas ideas que hay detrds de la demostracién de Hardy pero en un

contexto mas exdtico!4).

13 Bibliografia sobre no-localidad de un solo fotén: [Grangier-Roger-Aspect 86], [Grangier-Potasek-
Yurke 88], [Tan-Walls-Collett 91], [Hardy 91 a], [Santos 92 a], [Czachor 94}, [Home- Agarwal 95].

14 Tal es la opinién de varios autores, por ejemplo, [Vaidman 95 a)], “I believe that its
interpretation as a single photon experiment 1s misleading. (...) In fact, Hardy’s work is, essentially, a
translation of his other results on nenlocality for two particles without inequalities [Hardy 93].”
También [GHZ 95], “Hence we cannot identify a single photon as responsible for each effect, and thus

Hardy’s description of his effects as nonlocality of a single photon is unjustifiable.” [Peres 95 a], “[the
origin of the nonlocality] is simply due to the creation of a component |1),]1), by the detecting process

itself.”
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Primero se necesita una fuente para preparar estados del tipo ¢|0) + £[1), donde }0)
denota el estado de vacio, y ) el estado de un tinico fotén (véase la descripcidn de esa

fuente en [Hardy 94]). El estado asi preparado entra en el canal s del dispositivo de la
figura. 5. 7.

Fig. 5. 7. El estado ¢[0)+ f|1) entra en s, el estado |0) entra en ¢, y los estados
coherentes | &) y | &, ) entran en, respectivamente, a, y a, . Los detectores de los

caminos 4, y u, se pueden quitar. Tomado de {Hardy 94].

En el canal 7 entra el estado |0). Asi que el estado a la entrada del primer beamsplitter
es (¢]0), + 7|t),)]0),. El dispositivo consta de tres beamsplitters de transmitividad 1/2

que efectiian la siguiente operacién (a y » son los canales de entrada, y ¢ y d los de
salida)

0},]0), —10).10),,, (5. 66)

1
10,12, = 75011}, +i12.10),), (5. 67)
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I
110,103, — 5 (ilo)1), + 1):10),). (5. 68)

Cada uno de los canales de salida u,, u, del primer beamsplitter incide sobre un
nuevo beamsplitter donde se mezclan respectivamente con los estados coherentes | o, )

a2

y | 052)“2 15 que entran respectivamente por los canales a, y a,.

Vamos a considerar cuatro experimentos:

(i) Con los detectores U, (en el camino u,) y U, (enel camino u, ).
(i1} Sin U, (es decir,con €,y D}y con U,.

(1i1) Con U, pero sin U, (es decir,con C, y D,).

(iv) Sin U, mi U,.

En un experimento de tipo (i), como a la salida del primer beamsplitter el estado es

1r r
v )=dloh, 10),, + I, 10, + 5100, ), (5. 69)
tendremos,
Pw,(Ul =1,U, =1)=0. (5. 70)

(Recuérdese que la fuente s6lo emite un fotoén cada vez).

En un experimento de tipo (i1), el estado |'1”1) evoluciona a (véanse los calculos

detaliados en [Hardy 95])

|w, ) = Ne’gla]p { qly, oy, + (Otgq— Trgjll)q |0},
-l (5.71)
ot 5 Jo 0, o) o, + ML,

donde M y N son constantes, y |(p2) contiene sélo términos con dos o mas fotones

(como sélo estamos interesados en los casos en que se detecte un sélo fotén, no
prestaremos atencién a estos términos). Se eligen los parametros del experimento de

manera que
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r
aiq-lw"‘/'—E:O, {5.72)
asi en el estado (5. 71)
F, (U, =lIC, =0 & D, =0)=1. (5.73)

(Curiosamente, en [Hardy 94] no se detalla el término que he denotado por [...] en (5.
7).

Andlogamente, en un experimento de tipo (iii) el estado I!,ll 1) evoluciona a un estado

l!,f/3> similar a (5. 71). Eligiendo los parametros del experimento de manera que

ia2q+7r—5: 0, (5. 74)
el estado |w3) es tal que
E (U =11C, =0 & D, =)=1. (5.75)

En un experimento de tipo (iv), el estado |1;/ 1) evoluciona a un estado |l,(f 4> (que no

escribimos explicitamente), para el que

4
P, (C=0 & D,=1,C=0 & Dlzl):l—é—?—Tze—('a" HealD (5. 76)
q

siendo el miembro de la derecha de (5. 76) distinto de cero si g y r también lo son. De
nuevo, (5. 70), (5. 73), (5. 75) y (5. 76) permiten desarrollar un argumento de tipo
Hardy.
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5. 3. 5. Dos atomos en interaccion con cavidades
(Freyberger, 1995)

[Freyberger 95] propone otra implementacion fisica del argumento de Hardy. Su
dispositivo, que se ilustra en la figura 5. 8, consta de dos cavidades de microondas C, y
C,, cuyos campos, inicialmente en el estado de vacio, se correlacionan haciendo pasar
un itomo de dos niveles en un estado inicial superposicion de su estado de minima
energia |g) y de su estado excitado |e). La preparacién se completa cuando D, que es

un detector de ionizacion, detecta el estado |g)

‘ D,
M) y
=1 3

-
= 79‘

Cg|g> + Ce|8> i Z - e s ' D
&), ¢

Fig. 5. 8. Esquema del dispositivo de Freyberger. Las C, (con i=1, 2) son cavidades
de microondas, D, D, son detectores de fonizacién, las M, son campos de microondas.

Tomado de [Freyberger 95].

El segundo paso consiste en mandar un atomo (de dos niveles) 1 en su estado de
minima energia |g)l a través de la cavidad C,, y otro dtomo (de dos niveles) 2 en su

estado de minima energia Ig , através de la cavidad C,. E! estado de los dos dtomos a

la salida de las cavidades es de la forma
|l,l/)= ¢ |g)]|g)2 +c, |€)1|8)2 + C3|§),|e>2 s (5.7

donde los coeficientes ¢, dependen de los pardmetros especificos del experimento

(véanse los detalles en [Freyberger 95]) y se pueden ajustar de manera que ¢, ¢, ¢, #0.

A la salida de las cavidades hay sendos campos de microondas cldsicos M, seguidos
de sendos detectores de ionizacién D,. La combinacién de M, y D, permite analizar
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cualquier superposicion arbitraria de lg)l_ y le), del tomo i [Davidovich-Maali-Brune-

Raimond-Haroche 93], [Davidovich-Zagury-Brune-Raimond-Haroche 94].
En particular, permite hacer los siguientes experimentos:
(1) Medir los observables E, y E,, siendo
E =le}, (el, E, =le),,(el. (5.78 a), (5.78 b)

(i1) Medir E, y el observable §, definido como

2

2 ¢ c
S =(1 +|c, /¢, l[lg)l —-C—L]e)lj[](g w;i—l(e|]. (5. 79)
2
(i1) Medir E, y el observable S, definido como

S, =(1+ |(:l /C3|2)_|(|g>2 - %!9)2](2(g|—§—12(e|]. (5. 80)

3
(iv) Medir S,y S,.

En el estado (5. 77)

R’,(EI=I,E2=1)=O, (5. 81)
%(E2=1|3l21)=1, (5. 82)
E‘,(EIZIISZZI.):L (5. 83)

2

Iclczcal
ﬂ,(S,:l,S2=1)= (5. 84)

el +leal el + e

Estas cuatro condiciones permiten, de nuevo, hacer un argumento de Hardy. La
probabilidad (5. 84) tomarfa el valor maximo, F, (§,=1,5,=1)=0.09 (el mismo
maximo, relacionado con la razén aurea, calculado en la Sec. 3. 4. 4. ¢), si
2 2 2 .
Icll = (\G —l)/(Jg +3)y |(:21 = lcgl = 2/(\/5 + 3). El autor de la propuesta afirma
que con los pardmetros reales del experimento ideal que propone no se puede obtener
2 2
ese maximo estricto (en particular porque no se puede ajustar la relacién |c*2| = |c3| )
aungue si valores muy proximos a ese maximo, I, (§,=1,5, =1)=0.089, y anade, p.
3350, que “In any case it will be difficult experimentally to distinguish an event with a

probability of 9% from any kind of noise in the measurement process.”
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5. 4. Experimentos reales
5. 4. 1. El experimento de TBMM (1995)

El primer experimento real basado en el argumento de Hardy es el realizado por
Torgerson, Branning, Monken y Mandel (TBMM en adelante) [TBMM 93]
(previamente propuesto por Torgerson, Branning y Mandel (TBM) en [TBM 95]).

‘ Pump laser

PDC

cojncidence
counter

Fig. 5. 9. Tomado de [TBMM 95]. Ver también [TBM 95].

El experimento, cuyo esquema se muestra en la figura. 5. 9, es el siguiente. Dos
fotones, que llamaremos sefial (S) y testigo (T), son emitidos simultdneamente y con la
misma polarizacién lineal por un cristal no-lineal en un proceso de parametric down
conversion (PDC). En el camino de T se inserta un rotador de 7 /2, R, de manera que
produce una polarizacién ortogonal a la del camino S. Se toma como eje x la direccion
de polarizacién de S y como ¢je y la direccién de polarizacion de T tras el rotador. Los
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fotones asi polarizados atraviesan un beamsplitter BS cada uno en un sentido y con
incidencias (respecto al BS) préximas a la normal, y emergen mezclados en dos
direcciones que llamaremos 1 y 2. Si las longitudes de los dos caminos Opticos hasta el

BS son iguales, el estado cudntico del par de fotones a la salida del BS es [Ou-Hong-
Mandel 87]

(W)=, 71,113, + R R 1), + TR ), 11}, + RT I, 1),,.  (5.85)

donde T, T., R, R, son los coeficientes de transmitividad y reflectividad en las

direcciones x e y de una de las caras del BS, y TK', T\, R;, R\ los de la otra. |1)1x|1)2_‘.

denota ¢l estado en el que hay un fotén polarizado segin x en la direccién 1 y otro fotdn
polarizado segtin y en la direccién 2, la notacién es andloga para los otros tres estados.
Dado que la incidencia con el BS es préxima a la normal, podemos suponer
T,=T,:=T, R.=R:=R, T,=T,:=T, R.=R := R. También se supone |1 |=|7].

IR’I :| RI. El estado (5. 85) asi preparado es, como vamos a ver, un estado de Hardy.

Se coloca en cada una de las direcciones, una limina de media onda (que se puede
rotar) R, seguida de un polarizador lineal (que permanece fijo durante el experimento)

I?, y un detector D: Ambos detectores estin conectados a un contador de
coincidencias. Tras la preparacién del estado (5. 85) y, supuestamente en dos regiones
(1 y 2) separadas por un intervalo de género-espacio (lo que seguramente no ocurre €n
el experimento real de TBMM), se procede a detectar los fotones que llegan con una u
otra polarizacién (8, o, alternativamente, 6,, para laregion 1,y 6, o, alternativamente,

8,, para la region 2).

Se puede comprobar que, suponiendo un BS ideal, sin absorcion, es decir que
2 2
|T| +,RI =1, y tal que IT|¢|R| existen dngulos de polarizacién 8,, 6,, 6,,, 8,,

tales que se satisfacen las cuatro condiciones de Hardy:

B, (0,16 =1, (5. 86)
£, (0,,16,) =1, (5. 87)
Ry(em’ 620):03 (5 88)
k. (8,,0,)>0. (5. 89)

Si suponemos que la probabilidad de deteccién por un detector perfecto colocado
inmediatamente detrds de un polarizador perfecto orientado en un dngulo 8, cumple la

condicién de completitud
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B©)+P,6)=1, (5. 90)

siendo é; :Bj + m /2, entonces podemos reescribir las condiciones (5. 86) y (5. 87)

Como

B, (8,, 6,,) =0, (5. 91)
P, (6,,,6,)=0. (5. 92)

El experimento de TBMM consiste en, tras la preparacion descrita antes, medir
N@©,,8,,), NB,,, 8,), N@,,. 6,,), N@B,,8,); donde N@,,8,) es el nimero de
coincidencias detectadas con esa combinacién de polarizaciones durante 10 s con el BS
en la posicién en la que los caminos épticos son iguales!6. En particular, se eligen los
angulos de polarizacién de manera que la probabilidad (5. 89) sea cercana a la mixima
obtenible en un experimento de este tipo. Un cilculo [TBM 95], parecido al que ya se
realizé para el caso de direcciones de espin para dos particulas de espin 1/2, conduce a

que ¢l valor mdximo se obtiene con

Ir[ =032,  |R[' =068, (5. 93)
6, =18, 8,=72, 8,=-56, 6,,=-34", (5. 94)

stendo en ese caso
P, (6,, 6,)~0.09. (5. 95)

En el experimento real ll’"|2 =0.70, IR'2 =030, 8, =743, 6,=157,
0,, = -56.8", 0,, = =33.2".

Para relacionar las cantidades medidas N(@,, 8,) con las probabilidades
£,(6,, 0,), los autores hacen la hipétesis de fair sampling segtin la cual la muestra

detectada en un experimento con polarizadores y detectores reales es una muestra no
sesgada respecto a la que se obtendria con polarizadores y detectores perfectos!”7, Con

16 Para asegurar que los caminos 6pticos hasta el BS son iguales, el BS es movil y se miden

N, 8,), N@, 8,), N(8,, 8,). N8, 8,) para distintos desplazamientos del BS. Para los

cdlculos posteriores se toman los minimos experimentales de estas cantidades.

17 Hacer la hipétesis de fair sampling implica suponer que (a) las pérdidas de fotones por absorcién
en los polarizadores y (b} la eficiencia de los detectores, son independientes de la polarizacién de los
fotones. Como ya se ha dicho, en el experimento de TBMM se rotan las ldminas de media onda en lugar
de los polarizadores para asegurar que los detectores reciben siempre fotones con la misma polarizacién,

con lo cual ya no es necesario suponer (b}, pero si (a).
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esa hipdtesis, [a probabilidad de deteccién para una cierta combinacién de polarizaciones
es proporcional al nimero de coincidencias detectadas con esa combinacién de

polarizaciones,

B©,,8,)=N@,, 6,)/K. (5. 96)

TBMM definen la constante de proporcionalidad como
K=N@®,,0,)+N@,,6,)+N@,, 0,)+N@®,.6,). (5. 97)

En el experimento obtienen los siguientes resultados

P, (8,, 6,,)=0.0034 £ 0.0004 (5. 98)
P, (8,,, 6,)=0.0040 0.0004, (5. 99)
B, (6,4, 8,,) =0.0070 £ 0.0005, (5. 100)

P,(8,, 8,)=0.099 £ 0.002. (5. 101)

Nétese que en particular que no se obtienen ceros en (5. 98)-(5. 100). Los autores,
sin embargo, afirman que estos resultados contradicen el realismo local ya que, de (5.
101), (5. 98) ¥ (5. 99), y suponiendo (5. 90)!3,

P,(8,, 0,)P, (6,,16,)F, (8,, 16,) =0.095% 0.002, (5. 102)

frente a (5. 100). Lo que les lleva a concluir, p. 328, que “The data therefore contradict

local realism by about 45 standard deviations, even though the three measured
probabilities £, (8,, 6,4). £, (6,5, 6,), F,(0,,, 8,,) are not exactly zero.”

18 por gjemplo,

P@©,16)=1-P 6, 8,)/P,6), (5. a)

siendo

P (@)=IN@®, 8, )+NE, 6 )/K
Y ) : (5.b)

=0220+0003
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5. 4. 2. Critica a TBMM

Emilio Santos!? ha sefialado que los lados izquierdos de (5. 100) y (5. 102) no son

matemadticamente equivalentes, ya que

P,(8,5: 6,0) =P, (6,, 0,)P,(8,,16,, ,)P,(6,,16,, 6,), (5. 103)

expresioén en la que las dos probabilidades de la derecha no tienen una interpretacion
fisica clara debido a que las polarizaciones 8, y 8;, no son medibles simultineamente.

Por tanto, aduce Santos, la comparacién entre (5. [00) y (5. 102) no es legitima a [a

hora de excluir la familia més general de teorfas de variables ocultas locales20.

Por otro lado, la tabla 1 en [TBMM 95], que contiene todos los resultados de las
medidas realizadas, se reproduce si la probabilidad conjunta de, supuesto un fotdén en
cada brazo del dispositivo de TBMM, el fotén en el brazo 1 sea detectado con el
polarizador orientado segiin un dngulo 8, y el fotén en el brazo 2 sea detectado con el
polarizador orientado segiin un dngulo 8, =6, + 7 /2, es de la forma

3 2

7sinf, sinb,| . (5. 104)
7]

Un modelo de LHYV debe de poder expresar esta probabilidad conjunta como

B,(8,,6,)=N|cos8, cos8, +

P, 6,) =26, VBE,, Mpd2, (5. 105)

donde A denota colectivamente a las variables ocultas, p(A) es la distribucién de

probabilidad de esas variables ocultas (por tanto, p(4) debe de verificar p(A)>0 y
J p(A)dA =1), F(B,, L) es la probabilidad de que el fotén en el brazo 1 sea detectado

con el polarizador orientado en 8,, y andlogamente F;(é;_,ﬁ,) (por tanto,
OSR(QIJ A‘)’ P2(9_25 1)51)

Un modelo de variables ocultas locales que reproduce los resultados de TBMM es el
de [Cabello-Santos 96]; en dicho modelo, las variables ocultas son dos vectores
unitarios, u, y u,, y se define

1% Comunicacién particular del 11 de octubre de 1993.

20 En sy respuesta a [Cabello-Santos 96], [TBMM 96] muestran ¢émo en una teoria de variables
ocultas determinista el lado izquierdo de (5. 100) ha de ser mayor o igual que el lado izquierdo de (5.
102).
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3
p(}t)d}tzm(ul-%uz)z d’u,d’u,, (5. 106)

donde R denota una rotacién de dngulo ¢ en el plano x-y y
coso=|R[" /| [, 5. 107)

siendo R y T los coeficientes de reflectividad y transmitividad del beamsplitter. En Ia
definicién (5. 107) hemos supuesto |R|<|T], como ocurre en [TBMM 95; si no
sucediese asi, [os cambios 9j—> 75/2—9]. (j=1, 2}, |R|(—>|T|, conducirian a un

modelo adecuado. También definimos

P(6,,u,)=Cre f(u,-1,), (5. 108)
B(8,,u,)=Cre f(u, -r,), (5. 109)
donde 0<C<l1, O<e<<«l,
(n:e)'] if |1|:|2 <e
fx) = _ ) (5. 110)
0 if lx[ >E
Y
r, =(sinf,, 0, cosf,), (5. 111 a)
r, =(sind,, 0, cosb,). (5.111 b)

Con las definiciones anteriores, utilizando la expresion (5. 105), se obtiene

P, =%C2£2(r1-9{r2)2+0(83), (5. 112)
que estéd de acuerdo con (5. 104) excepto para términos de orden ¢’ Los resultados de
la tabla 1 en [TBMM 95] se pueden reproducir si £ es menor que el error en las
medidas. Por tanto, auvngue el modelo de {Cabello-Santos 96] resulte ad-hoc, demuestra
que los resultados experimentales de TBMM no bastan para excluir las variables ocultas
locales, en contra de la afirmacién de dichos autores?!, Otra aproximacién critica el

experimento de TBMM se comentard en la Sec. 5. 5. 3.

21 En su respuesta a [Cabello-Santos 96], [TTBMM 96] dicen: “We readily concede that there exist

more general local hidden variable theories, which are not tested or addressed in our experiment.”
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5. 5. Demostraciones algebraicas y desigualdades
5. 5. 1. Introduccién

La principal conclusién tras la seccidn anterior es que en un experimento real no cabe
esperar que se produzcan correlaciones perfectas; en particular, es experimentalmente
imposible obtener los ceros necesarios para que los argumentos de GHZ y Hardy
permitan descartar las variables ocultas en experimentos de un solo disparo?2. Como
dice Alain Aspect (ver més adelante), los experimentos reales no permiten comprobar
igualdades sino sdlo desigualdades. Por esta razén, para llevar los argumentos
algebraicos al plano experimental es necesario derivar desigualdades. Cualguier intento,
como ¢l de TBMM, de comparar directamente los datos experimentales con los

resuitados tedricos de un argumento aigebraico siempre sera objetable.

En este sentido, los argumentos ajgebraicos han estimulado nuevas desigualdades.
En lo que sigue, resumiremos [os resultados mds importantes (de otros autores) al
respecto. Ademds de su posible interés para futuros experimentos, algunos de estos
trabajos permiten ahondar en la relacion entre las demostraciones del teorema de Bell-
EPR con y sin desigualdades. Clasificaremos los trabajos en dos grupos: en la Sec. 5.
5. 2 veremos aquellos que han surgido como consecuencia, mds o menos directa, del
argumento de GHZ: trabajos que esencialmente son derivaciones de desigualdades para
mds de dos particulas y estudios comparativos sobre su interés experimental; y en ja
Sec. 5. 5. 3 veremos reflexiones sobre la idoneidad de los estados de Hardy para test
experimentales; en este grupo comentaremos un trabajo, [Garuccio 95 b], que es otro
acercamiento critico distinto al experimento de TBMM.

5. 5. 2. Desigualdades y la demostracion de GHZ

La dificultad de traducir las demostraciones algebraicas a experimentos reales, y por
tanto la necesidad de derivar desigualdades, fue ya advertida en muchos de los primeros
trabajos sobre aquellas. Asi, en [GHSZ 90], Sec. V, se deriva una desigualdad para

22 Ta] idea podria parecer sugerida por la siguiente frase, [Mermin 90 c], p. 1838: “The refutation
[in the GHZ experiment] is not only stronger—it is no longer statistical and can be accomplished in a
single run.” Mds adelante, sin embargo, dice: “This all versus nothing demolition of EPR follows
directly from a simple quantum-mechanical calculation of the data produced in the new experiment. The
same point cannot, however, be inferred directly from the actual data collected in some nonideal
laboratory realization of the GHZ experiment, because, the less than perfect efficiency of real detectors

weakens the observed spin correlations from the strong ideal form on which the EPR argument relies.”
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cuatro particulas a partir del correspondiente argumento de GHZ. Sin embargo, sus
autores reconocen que para esta desigualdad, p. 1138, “the demand on detector
efficiency if the fair sampling assumption is to be avoided [77> 0.908] (...) is more
stringent than in tests of Bell's inequality (1> 0.828, ver las referencias de la nota 27
del capitulo 3].” También [Clifton-Redhead-Butterfield 91 a] derivan, p. 175 y
siguientes, “a nonstrictly correlated [testable “quasi-algebraic”] version of [GHZ]
algebraic nonlocality proof”: un sistema de cinco desigualdades que son mutuamente
inconsistentes; el adjetivo “quasi-algebraic” se justifica porque “the contradiction arises
not between Einstenian elements of reality but between probabilities for measurement
results”, p. 178.

[Mermin 90 ¢}, deriva una desigualdad para »n particulas (n 2 3) de espin 1/2 en
estados de GHZ del tipo

)=+ +.. ) =1-—... N2, (5. 113)

desigualdad que es violada por Ia MC en un factor 2772

2(n’2]1'2

para n impar y en un factor
para n par. También Mermin reconoce que, p. 1838, “Because these
experiments require the use of »n independent detectors, whose joint efficiency
necessarily declines exponentially in n, this does not establish that the n-particle GHZ
states (which are also more and more difficult to prepare with increasing n) are
necessarily a promising arena in which to eliminate such loopholes as remain in the
direct experimental demonstration of quantum nonlocality”. [Mermin 90 c] da lugar a
toda una serie de articulos. Por ejemplo, [Roy-Singh 91] derivan unas desigualdades
para n particulas que son violadas por la MC en un factor 2"'*: “The improvement
with respect to Mermin [Mermin 90 c] is by a factor N2 for even-n experiments. It
results from our inequalities involving a continuum of apparatus parameters. The largest
violation is not always in the GHZ state used by Mermin”, p. 2761, esto tltimo también

se comprueba en [Braunstein-Mann-Revzen 92], p. 3261.

Una propuesta en la misma linea es la de [Ardehali 92] que pasamos a comentar. Se
considera el estado de GHZ de » particulas de espin 1/2 dado por (5. 113); cuando las
particulas estin mutuamente separadas por intervalos de género-espacio se hace una
medicién del espin de cada una de las particulas 1, 2, ..., n—1, segin el vector i o,
alternativamente, segun el vector j y una medicién del espin de la particula n segtin el

vector a=1i+j o, alternativamente, segin el vector b=i- j. Consideremos el

operador

A ~

A=A +A, (5. 114)
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donde
A = (VEDED . G £ GVEWED . GV ..
-6P6PEHe e gl - (5. 115)
¥ ¥ Yy X x X
(1) 2(6) Z(7) Z(n-1) _ (n) n)
+0,°...0.0,7... 0 "+... —...)(0, )
_(G(l} {2) 6.(n—1)+.” _651)6&2)65{3)65{4)”‘ &in_l)—
+cr(,”... a6\ 0§"“’+... (5. 116)
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Llamemos F al valor esperado del observable A en una teoria de variables ocultas

locales; siguiendo los célculos de [Ardehali 92] se llega a que

il :
Fe 2"'°, sines par 5. 17)
20D si nes impar
Sin embargo, segin la MC,
(A, = (p|Alp)=2"""7. (5. 118)

Por tanto, la MC viola la desigualdad (5. 117) en un factor 2*~"'? para n par (frente a
2022 o [Mermin 90 c]) y en un factor 2°°*? para n impar (frente a 2°""'* en

[Mermin 90 c]).

Por 1ltimo, [Braunstein-Mann 93] calculan, p. R2427, ... the signal-to-noise ratio
in Mermin’s n-particle Bell inequality [Mermin 90 c] (...) in the presence of three kinds
of noise: (i) noise from variations in the quantum state used as source for the
correlations; (ii) noise from data-flipping error—the readout randomly flipping the sign
of the spin polarization; and (iii) noise from counting statistics due to measuring only a
finite number of n-particle coincidences.” Llegan a la conclusién, p. R2430, de que “the
signal for violation grows exponentially faster than the exponentially growing noise, as
long as the noise per detector or per particle is less than about 14%” y que,
alternativamente, “in the absence of noise a loophole-free test could be made with
detector efficiencies as low as 71%.”

[Hardy 91 a] (Sec. 2) deriva una generalizacion de las desigualdades de CHSH para
n particulas, y (Sec. 3) comprueba que el estado de GHZ-Mermin da la maxima
violacién posible de esas desigualdades en el caso n = 3. En este trabajo, p. 1, se dice
que las “inequalities are still of interest for two reasons: (i) to elucidate the relationship

between the GHZ proof of nonlocality and the proof of nonlocality using Bell
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inequalities; (i1) the perfect correlations considered in gedankenexperiments are not
possible in real experiments. Therefore, inequalities would be necessary if an
experimental demonstration of nonlocality in the schemes involving more than two
measurements is to be possible.” En un trabajo posterior, [Hardy 91 b], usa un método
nuevo para derivar una desigualdad de Bell de tipo general para dos particulas (Secs. 2 y
3), método que también aplica para derivar las desigualdades de CHSH (Sec. 4). Este
procedimiento (“By requiring of any local realistic theory that the probability of a
contradiction of the type considered by Greenberger, Horne, Zeilinger, and Mermin is
equal to zero”, p. 21) supone un acercamiento original para comprender la relacién entre
las demostraciones algebraicas (para sistemas individuales) y las demostraciones
{estadisticas) con designaldades. Otras desigualdades para »n = 4 particulas, dertvadas

sin referencia alguna a GHZ, pueden encontrarse en [Suppes-Zanotti 91].

En [Hnilo 93, 94] se analiza la conveniencia de usar estados de GHZ de n particulas,
en comparacién con los experimentos, como el de Aspect, con dos particulas. Su
conclusién es, p. 139, que “an Orsay-like experiment [Aspect] is preferable, even for
highly idealized conditions and even if the difficulty of preparation of a GHZ state with
a larger number of particles is not taken to account. The situation may be different for
the case n =4 if a proposed theorem [the identity between optimal hidden variable

theories and marrix hidden variable theories for n» = 4] is demonstrated true.”

En [Greenberger 95] se estudian las diferencias que hay que considerar a la hora de
derivar desigualdades entre los casos de dos particulas (en el estado singlete) y tres

particuias (en el estado de GHZ).

Invitamos al lector a consultar las referencias originales.
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5. 5. 3. Desigualdades y la demostracion de Hardy

En [Hardy 92 b} (tras el andlisis del experimento ideal con interferémetros dpticos
solapados considerado en la Sec. 5. 3. 2) se derivan dos desigualdades que si se
satisfacen mostrarian una contradiccién con el realismo local; estas dos destgualdades
se pueden reescribir en forma de una desigualdad que se viola si e] realismo local se
viola (como las desigualdades de Bell usuales). Hardy termina la discusién diciendo, p.
22, que sus desigualdades “could be tested in a real experiment. From estimates based
on the results of the Hong, Ou and Mandel experiment [Hong-Ou-Mandel 87] and also
the experiment of Grangier, Roger and Aspect [Grangier-Roger-Aspect 86], it would
appear that such an experiment may be possible with present technology.”

Por otro lado, se ha hecho notar en varias referencias, [Hardy 94], [Mermin 94 a, b,
95], por ejemplo en [Mermin 94 aj, p. 11, que “The semi-EPR argument in the Hardy
state (...) is merely an example of a violation—and not a very strong one—of an
inequality that, though very plausible even in the absence of perfect correlations, has
already been reported to be violated in many earlier experiments: [la desiguaidad de
CH].” En efecto, es inmediato comprobar que las desigualdades de CH (3. 25) se
puedan escribir como:

(2}

—1<B(c'=+1,0, 5

=+1)-P (6" =+1,0," =+1)

5. 119
—FR(a'=+1,0."=+1)=P (6,"=-1, 0" =-1)<0 ( )

donde las cuatro probabilidades que aparecen son las mismas implicadas en el
argumento de Hardy. Si 17 es un estado de Hardy (esto es, si verifica las ecs. 3. 49-3.
52), la primera probabilidad en (5. 114) puede ser incluso 0.09 (verla Sec. 3.4.4.¢) y
las otras tres son cero. De manera que, [Mermin 94 a], p. 11: “An experiment to
confirm such a violation in the optimal Hardy state will require detectors accurate
enough to distinguish a 9% event rate from a rate of 0%. Earlier tests for violations in
states inspired by EPR had an easier time of it, using questions that made the {primera}
probability 2+ V2/2~043 (43%) and the sum of [las otras tres] probabilities
6-342/2~022 (22%) [los cdlculos estdn equivocados en la version original].” De lo
cual Mermin concluye que “Hardy states will not lead to more definitive experiments.”
Mermin termina diciendo, “... although Hardy’s four questions provide a rather weak
basis for a laboratory violation of the experimentally relevant inequality, they reign
supreme in the gedanken realm.” Otro matiz de la misma idea puede encontrarse en la
cita siguiente [Mermin 95 a], p. 619: “As Alain Aspect emphasized in a discussion



250 Capitulo 5. Experimentos sobre el teorema de Bell-EPR sin desigualdades

remark early in this conference?3, beautiful as the Hardy experiment is as a
gedankenexperiment, in a real experiment “never” can never be established, if only
because the number of runs is necessarily finite.”

Por ultimo, comentaremos otro acercamiento critico al experimento de TBMM ya
descrito (Secs. 5. 3. 1-5. 3. 2) debido a Garuccio, [Garuccio 95 b]. Su autor dice, p.
2535: “Unfortunately, these proofs [las de tipo Hardy] are based on an assumption
difficult to realize experimentally: the detection of all the pairs emitted by the source.
Moreover, an experimental test of the idea requires verification that three expectation
values are zero, while a fourth one is nonzero, and this leads to the conceptual problem
of the experimental measure of a null event. The first problem can be overcome with
some supplementary assumptions, as in all experiments performed up to now in this
field, while the latter can be solved by some different formulations of Bell’s inequality,
as suggested by Mermin {Mermin 95 b] and Hardy {private communication].” A
continuacion, Garuccio considera, p. 2536, “The most general inequality deduced from
Einstein locality in the case of asymmetrical entangled states {como los de Hardy]”, que,
para él, “is the Eberhard’s inequality [Eberhard 93]”, y calcula “the minimum value of
the quantum efficiency 7 that permits a violation of the previous inequality without use
of any supplementary assumptions”. La critica a [TBMM 95] sigue ahora, ya que con
“the values for the quantum-mechanical predictions in the case of the asymmetrical
source used in the experiment of Torgerson et al. [TBMM 95] for testing Hardy’s
approach, we obtain 1, =0.82. This value is far from the actval value of detection
quantum efficiency in the experiment of Torgerson et al. (13, =0.10) and this proves
that the experiment is not able to distinguish quantum mechanics and Einstein locality
without supplementary assumptions.” Mis adelante dice: “it is possible to deduce the
minimum value 73, for a loophole-free experiments (...), the required quantum
efficiency is between 0.75 and 0.67, which is not far from the efficiency of new
commercial photodetectors.” Termina su articulo comparando este acercamiento (la
desigualdad de Eberhard para estados de Hardy) con las desigualdades de CHSH (mds

la hipétesis de fair-sampling) y las de CH (més la hipdtesis de no-enhancement)24,

23 Fundamental Problems in Quantum Theory: A Conference Held in Honor of Professor John A.
Wheeler, Baltimore, Maryland, June 18-22, 1994, Emilio Santos recuerda haber oido afirmar a Alain
Aspect (quizd en esa misma conferencia) que los experimentos reales no permiten comprobar igualdades
{como las necesarias para ei argumento de Hardy) sino s6lo desigualdades.

24 Garuccio estaba en el laboratorio de la Universidad de Rochester cuando se hizo el experimento de
TBMM (TBMM ponen a Garuccio en sus agradecimientos y Garuccio hace 1o propio con TBMM) pero
no estaba de acuerdo con las conclusiones de TBMM asi que no firmo el articulo de TBMM y escribi6

uno aparte.
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Como vemos, hasta la fecha ninguna propuesta basada en argumentos algebraicos ha
demostrado ser capaz de mejorar los tests experimentales clasicos (Aspect) sobre
variables ocultas. Ello es debido a que la traduccion experimental (con desigualdades) de
las demostraciones algebraicas: (a) requiere estados mas dificiles de preparar y manejar
{es mas dificil preparar un estado de GHZ de tres 0 més particulas o un estado de Hardy
de dos particulas que un singlete), y (b) no permite eludir las hipdtesis adicionales que
eran necesarias en los experimentos cldsicos (o, para eludirlas, serian necesarias
eficiencias en los detectores mayores que las necesarias para eludirlas en los
experimentos cldsicos). Como dice Mermin, la importancia de los argumentos

algebraicos pertenece al reino de lo teérico.
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“Habia comenzado como un hoja arrastrada por el viento y se habia convertido en un
arbol. Y el arbol crecid, dando numerosas ramas y echando las mds fantésticas raices.
Llegaron extrafios péjaros que se posaron en las ramitas, y hubo que atenderlos.
Después, todo alrededor del arbol y detrds de él, en los espacios que dejaban las hojas y

las ramas, comenzo6 a crecer un paisaje.”

J. R.R. Tolkien, Hoja de Niggle.

“El 90% de cualquier cosa es basura.”

Ley de Sturgeon.






Capitulo 6

Conclusiones

En este capitulo se resumen las respuestas a los problemas planteados en el capitulo
1, que constituyen las aportaciones originales de esta memoria. Por capitulos, son las

siguientes:
Capitulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker:

12, Existe una correspondencia entre las diferentes demostraciones aditivas del
teorema de BKS: probabilisticas, dependientes del estado, e independientes del estado
y, (respectivamente), los conjuntos de proposiciones que se obtienen tras el primer,
segundo y tercer paso de la demostracién (DPSs, PNCSs y TNCSs) de Kochen y
Specker de 1967 [CG 96 a].

2*. Es posible un test experimental de las hipétesis del teorema de BKS, haciendo
pasar sucesivamente una particula de espin | por dos aparatos de Stern-Gerlach segiin
ciertas orientaciones: las variables ocultas (no-contextuales) prohiben ciertos resultados
para los que la MC predice una probabilidad no nula [CG 95 b].

3°. Existe una demostracion del teorema de BKS fisicamente interpretable,
independiente del estado, aditiva, basada en descomposiciones espectrales de la
identidad en el espacio de Hilbert de dimensién 4, con sélo 18 proposiciones
(proyectores sobre subespacios unidimensionales) en un espacio de Hilbert de
dimensién 4. Esta es la demostracidn con estas caracteristicas (las de la demostracién
original de KS) mdas econdémica conocida, en términos de nimero absoluto de
proposiciones implicadas [CEG 96 a].

255
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4*, Considerando demostraciones aditivas basadas en descomposiciones de
subespacios del espacio de Hilbert (esto es cambiando levemente las reglas de juego con
las que se construyen habitualmente las demostraciones finitas de BKS), se puede
reducir el nimero de proposiciones implicado en la demostracién. Damos un ejemplo de
una demostracién de este tipo con 14 proposiciones [CEG 96 b].

5°. Es posible construir demostraciones con las caracteristicas de la de KS en
espacios de Hilbert de cualquier dimension finita mayor o igual que 3. Hemos propuesto
dos formas de hacerlo: la primera es una generalizacién a espacios de Hilbert de
dimensién mayor o igual que tres de la demostracién de Kochen y Specker en
dimensién tres [CG 96 a]; la segunda procede recursivamente a partir de una
demostracién dada es un espacio de Hilbert de dimcensién inferior [CEG 96 c].
Aplicando el segundo procedimiento y buscando con ordenador subconjuntos de los
obtenidos que permitan demostraciones de BKS hemos obtenido ejemplos explicitos de
demostraciones con 29 direcciones en dimension 5, 31 direcciones en dimension 6, 34
en dimension 7 y 36 en dimensién 8 [CEG 96 c].

6*. El problema de cudl es la demostracién aditiva minima en cada dimensién es
abordable con ayuda de un ordenador. Su solucién parece en principio cuestion de

tiempo.

7*. Todas las demostraciones del teorema de BKS consideradas en los puntos
anteriores admiten una representacion en términos de estados de espin de una Gnica
particula, para los que en principio todas las proposiciones y conjuntos completos de
ellas son medibles [CG 96 a].

Capitulo 3. El teorema de Bell-EPR:

1%, Es posible formular el argumento ‘‘de incompletitud” de la MC en términos de
elementos de realidad inferidos a partir de medidas efectivamente realizadas (elementos
de realidad fuertes). Tal formulacién es posible al menos en sistemas que involucren tres

0 mas partes espacialmente separadas [CG 95 a, 96 b, c].

2%, Las demostraciones algebraicas del teorema de Bell-EPR conocidas (GHZ y
Hardy) se pueden reescribir en términos de elementos de realidad inferidos a partir de

medidas efectivamente realizadas (elementos de realidad fuertes) [CG 95 a, 96 b, c].
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Capitulo 4. Relaciones entre los teoremas de Bell-KS y Bell-EPR:

1?. Las demostraciones de Peres y GHZ-Mermin se pueden interpretar como
demostraciones aditivas dependientes del estado del teorema de BKS en dimension,
respectivamente, 4 (que representa los estados de espin de dos particulas de espin 1/2) y
8 (que representa los estados de espin de tres particulas de espin 1/2).

2*. Se propone una demostracion aditiva con s6lo 5 proposiciones del teorema de
BKS para el estado singlete de dos particulas de espin 1/2 [CEG 96 b].

3. La demostracién de Hardy del teorema de Bell-EPR se puede interpretar como
una demostracion aditiva probabilistica del teorema de BKS en dimensién 4 que

representa los estados de espin de un sistemna de dos particulas de espin 172 [CEG 96 a).

4*. Un requisito suficiente para que una demostracién aditiva con proposiciones del
teorema de BKS permita también hacer una demostracién del teorema de Bell-EPR es
que las proposiciones implicadas sean todas locales salvo, a lo sumo, un conjunto de
ellas mutnamente conmutativas. Andlogamente para que una demostracién multiplicativa
con observables de tipo general (no necesariamente proposiciones) de BKS permita una
demostracién de Bell-EPR es que todos los observables sean locales salvo, a lo sumo,
un conjunto de ellos con algin estado propio comiin; preparando el sistema en este
estado se obtendra la correspondiente demostracién del teorema de Bell-EPR.

Capitulo 5. Experimentos sobre el teorema de Bell-EPR sin desigualdades:

1*. El dnico experimento realizado hasta la fecha implementando una demostracién
algebraica (la de Hardy), admite un modelo de variables ocultas locales que permite
reproducir sus resultados. Las conclusiones de sus autores {exclusién de variables

ocultas) no estin pues justificadas [CS 96].

2% Aunque las demostraciones algebraicas muestren la incompatibilidad teérica entre
la MC y las variables ocultas {(no-contextuales y locales) en su forma mds simple y
directa, su realizacion experimental no ha dado hasta ahora resultados mas decisivos que

los experimentos tradicionales basados en las desigualdades de Bell.
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Postscriptum

Esta tesis doctoral fue defendida el viernes 12 de julio de 1996 en la Facultad de
Ciencias Fisicas de la Universidad Complutense de Madrid (UCM) ante un tribunal

formado por:

D. Alberto Galindo Tixaire, Catedrético del Departamento de Fisica Tedrica I de la
UCM (presidente).

D. Antonio Ferndndez Rafiada y Menéndez I.uarca, Catedritico del Departamento de
Fisica Teodrica [ de la UCM.

D. Emilio Santos Corchero, Catedratico del Departamento de Fisica Moderna de la

Umiversidad de Cantabria.

D. José Luis Sanchez Gémez, Catedritico del Departamento de Fisica Tedrica de la

Universidad Auténoma de Madrid.

D. Gabriel Alvarez Galindo, Profesor Titular del Departamento de Fisica Teorica [1
de la UCM (secretario).

Obtuvo ta maxima calificacién: “Apto cum laude por unanimidad”.

A continuacion se comentan algunos trabajos directamente relacionados con la tesis
publicados con posterioridad a la finalizacién de la misma, asi como algunas referencias
anteriores que fueron omitidas, sin querer, en la primera versién. Ordenadas por

secciones son:
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2. 4. 2. g. CEG-I18. En [Cabello 97 a] se incluye, como novedad respecto a otras

publicaciones, la interpretacién geométrica explicita de CEG-18 que aparece en la tesis.

3. 4. 4. e. Generalizaciones del argumento de Hardy. En [Hardy 97] se presenta una
generalizacion con m observables (para cada una de las dos particulas de espin 1/2). En
el limite m infinito, la probabilidad de obtener estados que violen el realismo local es 1/2
(frente a 9/100 en el caso m = 2). En |Kar 96 b| se muestra que para sistemas de n >3

particulas de espin 1/2 existen estados mezcla que admiten un argumento de tipo Hardy.

4. 3. 4. Una demostraciion con 5§ proposiciones v el singlete. |Garcia Alcaine 97| es

un resumen de lo contenido en la correspondiente seccidn de la tesis.

5. 2. Experimentos ideales de tipo GHZ. Nuevas referencias son: [Wédkiewicz-
Wang-Eberly 93 b]!, [Haroche 95| (GHZ en el contexto de la electrodindmica cudntica

de cavidades), [Gerry 96 a, b, ¢| (realizacién de estados de GHZ con cavidades).

5. 4. Experimentos reales. Segiin dijo Hardy en el Il International Symposium on
Fundamental Problems in Quantum Physics, celebrado en Oviedo del 21 al 26 de julio
de 1996, un grupo experimental de Roma habia realizado un experimento de tipo Hardy
y sometido sus resultados para su publicacion en Phys. Letrt. A. En [Kwiat 97| se hace
una propuesta experimental para producir estados de Hardy —y otros estados— que se
basa en una fuente, descrita en [Kwiat-Mattle-Weinfurter-Zeilinger-Sergienko-Shih 95].
que permite preparar pares de fotones entangled en polarizacién. En el simposium de
Oviedo, Kwiat dijo que el experimento se iba a llevar a cabo “en 2 6 3 meses en Los

Alamos”.

5. 5. 3. Desigualdades v la demostracion de Hardy. [Hardy 97] también contiene
una nueva derivacién de las desigualdades de CH, similar a la que se proponia en
[Hardy 91b] de las desigualdades de CHSH.

Imposibilidad de variables ocultas para dos particulas de espin 1/2 pre- v post-
seleccionadas en estudos no-entangled. LLa misma estructura de relaciones de
ortogonalidad entre proposiciones que aparece en la figura 4. 1 (es decir, el mismo DPS

que hay detras de las demostraciones del teorema de BKS y del argumento de Hardy),

T {wadkicwicz-Wang-Eberly 93] —que ahora deberia lHamarse | Wodkiewicz-Wang-Eberly 93 a—
cslaba en la bibliogralia de la primera version pero no aparccia cilada en el lexto principal al hablar de

experimentos ideales de tipo GHZ.
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permite obtener un nuevo resultado muy interesante? que se recoge en [Cabello 97 b].

Lo que sigue es el resumen de este trabajo:

“Es bien conocido que todas las predicciones de 1a MC sobre el estado de cualquier
sistema fisico representable por un espacio de Hilbert bidimensional siempre pueden
duplicarse mediante un modelo de variables ocultas no-contextuales. En [Cabello 97 b}
muestro que, en algunos casos, cuando se considera otro sistema bidimensional
independiente (no-entangled), 1a descripcidn cudntica del sistema cudntico resultante no
puede reproducirse mediante variables ocultas no-contextuales. En particular, se
presenta una demostracién de imposibilidad de variables ocultas para dos particulas de
espin 1/2 individuales pre-seleccionadas en un estado no-correlacionado [A)®|B) y
post-seleccionadas en otro estado no-correlacionado |a) ® |B), siendo |B), el mismo

estado para la segunda particula tanto en la pre- como en la post-seleccién.”

Majadahonda, Diciembre de 1996.

El desarrollo posterior de estos temas puede seguirse en: A. Cabello,
“Bibliographic guide to the foundations of quantum mechanics and quntum

information”, http://xxx.lanl.gov/abs/quant-ph/0012089.

Majadahonda, Marzo de 2001.

2 En patabras de Peres: “Y our results arc very finc and ‘paradoxical’ (thal is, they surprise even an

old hand like me}.” Comunicacion particular del 20 de octubre de 1996.



314 Postscriptum

574. [Cabello 97 a]: A. Cabello, “A proof with 18 vectors of the Bell-Kochen-
Specker theorem”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe (eds.), New developments on
Jundamental problems in quantum physics (Oviedo, Spain, 1996), Kluwer Academic,
Dordrecht, Holland, 1997, pp. 59-62.

575. [Cabello 97 b} A. Cabello, “No-hidden-variables proof for two spin-1/2
particles preselected and postselected in unentangled states”, Phys. Rev. A5 5, 6, 4109-
4111 (1997).

576. [Garcia Alcaine 97]: G. Garcia Alcaine, “A simple state-dependent proof of
the BKS theorem”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe (eds.), New developments on
Jundamental problems in quantum physics (Oviedo, Spain, 1996), Kluwer Academic,
Dordrecht, Holland, 1997, pp. 133-136.

577. [Gerry 96 a]: C. C. Gerry, “Preparation of multiatom entangled states through
dispersive atom—cavity-field interactions”, Phys. Rev. A 53, 4, 2857-2860 (1996).

578. [Gerry 96 bj: C. C. Gerry, “Preparation of a four-atom Greenberger-Horne-
Zetlinger state”, Phys. Rev. A 53, 6, 4591-4593 (1996).

579. [Gerry 96 c]: C. C. Gerry, “Proposal for a mesoscopic cavity QED realization
of the Greenberger-Horne-Zeilinger state”, Phyy. Rev. A §4, 4, R2529-R2532 (1996).

580. [Hardy 97]: L. Hardy, “A bigger contradiction between quantum theory and
locality for two particles without inequalities”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe
(eds.), New developments on fundamental problems in quantum physics (Oviedo,
Spain, 1996), Kluwer Academic, Dordrecht, Holland, 1997, pp. 163-170.

581. [Haroche 95]: S. Haroche, “Atoms and photons in high-Q cavities: New tests
of quantum theory”, en D. M. Greenberger, & A. Zeilinger, Fundumental problems in
quantum theory: A conference held in honor of professor John A. Wheeler, Ann. N. Y.

Acad. Sci. 755, 73-86 (1995) ().,

582. [Kar 96 b]: G. Kar, “Testing Hardy’s nonlocality with » spin-1/2 particles”,
Phys. Rev. A56, 1, 1023-1024 (1997).

583. [Kwiat 971: P. G. Kwiat, “Production and uses of hyper-entangled states™, en
M. Ferrero, & A. van der Merwe (eds.), New developments on fundamental problems
in quantum physics (Oviedo, Spain, 1996), Kluwer Academic, Dordrecht, Holland,
1997, pp. 189-202. Ver [Kwiat-Mattle-Weinfurter-Zeilinger-Sergienko-Shih
95].

584. # @ [Wédkiewicz-Wang-Eberly 93 b]: K. Wédkiewicz, L. Wang, & J. H.
Eberly, “?”, en F. Ehlotzky (ed.), Fundamentals of quantum optics TH, Springer,
Berlin, 1993, pp. 306-7. Ver | Wodklewicz-Wang-Eberly 93 al.
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