TEMARIO v TEMPORALIZACION de "FISICA I: MECANICA". GruposSy7

[Del Lu 29 Enero al Fi 24 Mayeo de 2024: 15 semanas lectivas, con 2 (PA) + 2 (TP) horas presenciales
por semana. en las que se mncluven 8 horas dedicadas a las practicas de laboratorio ]

TEMA 0: Repaso del algebra de los vectores libres. (2 horas de seminario voluntario)

TEMA 1: Conceptos v Principios fundamentales. Estatica de las particulas. (10 horas presenciales: 1,5-0.5

clases TP en % 1* v % 2* semanas; v 3 clases PA en 3 2%, U4 3% y 42 4® semanas)

TEMA 2: Descripcién y reduccion de las fuerzas aplicadas al sélido rigido: Algebra de los vectores
deslizantes. (7 horas presenciales: 2.5 clases TP en *4 2% % 3% y %2 4" semanas, v 1 clase PA en *: 6” semanas)

TEMA 3: Reduccion de fuerzas paralelas v de fuerzas distribuidas sobre el solido rigido. Ceniros de
masa. (8 horas presenciales: 2 clases TP en *: 5* y %z 6" semanas, v 2 clases PA en 'z 7 v ¥z 8* semanas)

-------------- [I* Parcial: Miercoles 3 de Abnl (en 9 semana, 2 horas y 15 mmm: aprox }] ——--—-——n--

TEMA 4: Estatica del solido rigide: Condiciones de equilibrio, ligaduras v rozamiento. (12 horas
presenciales: 3.5 clases TP en 2 7%, %2 8% 12 9%y %4 10" semanas. v 2+0.5 clases PA_en 2 9" y Y2 10" semanas y repaso en ' 127
ana)

TEMA 5: Estitica de sistemas de solidos rigidos. Acciones internas en una seccion (cortantes y flectores).
(10 horas presenciales: 1.5 clases TP en %4 10¢ y %= 11" semanas, y 3+0,5 clases PA en 'z 11y 14" semanas y repaso en % 12" semana)

TEMA 6: Estatica del solido elastico. Flexion de una viga v momentos de inercia. (2.5 horas de las Practicas
de laboratorio. la P3)

[2° Parcial: Lunes 27 de Mayo (en 16 semana, 2 boras y 45 mm.}] - i




TEMA 4: Estitica del sélido rigido (SR): Condiciones de equilibrio, ligaduras y rozamiento.

4 1.- Introduccion

4.11.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO)
4.11.0.- SR libre y SR ligado (recordatorio).
4.11.1.- Definicion de equilibrio del SR (macroscopica).
4.11.2.- Condiciones Necesarias y Suficientes de equilibrio (macroscopicas).
4.11.3.- Caso Plano 6 2D.

4.11.3.A.- Definicion de equilibrio. Condiciones Necesarias y Suficientes de equilibrio.
4.11.3.B.- Importancia del caso plano.

4111.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D)

4.111.1.- Estudio de las ligaduras planas: tipos y reacciones de ligadura.
4.111.2.- Definicion de equilibrio y Condiciones Necesarias y Suficientes de equilibrio.

4.111.3.- Teorema de las 2 fuerzas y teorema de las 3 fuerzas: Utilidades.
4.111.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, SR isostatico y SR hiperestatico.

4.1V .- Rozamiento entre SRs. Estatica con rozamiento

4.1V.1.- Introduccion: Caracteristicas y tipos de rozamiento.
4.1V.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb.
4.1V .3.- Nuevos problemas en Estética: Deslizamiento y vuelco inminentes.



Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento
4.1.- Introduccion _.
« Saber de donde venimos y hacia dénde vamos: | \qj’ 1o, 3 ¢ tal que 7(t,) = 0.

L Vitzt, ,|D F(t)=10

« Hemos estudiado el concepto de equilibrio y las condiciones necesarias vy
suficientes de equilibrio para un punto material, en el tema 1; los grados de
libertad de un sélido rigido (SR) también en tema 1; vy la reduccion a un sistema
fuerza-par de cualquier sistema de fuerzas aplicadas aun SR, en el tema 2

J

a-” piil i pid i

(Y también en el tema 2 las reducciones adicionales cuando ello es posible: ver tabla) f me _m ?:% my = Cte

Tipo j— m L2

dl; Invariantes del Sistena S Reducdones posibles del Sistema S ©
Sistema S |Gllbre =6(3D)63 (ZD)|

R(S)#0 , M ,(S)-R(S)=0 M(s) M (SH=M,, — — —
1° — - R(S) M, =M,
R(S)#:O ) Mm{n(S)'_/_-O R(S) E e (Eje Central) T
(3 fuerzas, dos en un par) (idem; torsor candnico) n

(M (S)=M,,=0)

R(S)#0 , M ,(S)-R(S)=0 M(S) =M,, -
R (S) =0 s M min(S) =0 (S) Ee(Eje Central)

(3 fuerzas, dos en un par) (jsolo 1 fuerza')

R(S)=0,(= M ,(S)-R(S)=0), M, (S)#0 f
3° - -
R(S)=0, M (S)=M, (S)#0 /Z /Z

(51empre 2 fuerzas en un par)

R(S)=0,(= M ,(S)-R(5)=0) , M,,W(S)=6 (Sistema Nulo 6 Equilibrado) ~ F D e —
TORS)=0, M, (S)=M, (5)=0] Ox , 0 > (. Q Stursapr 5,53
(Sy)

O’ < (siempre 0 fuerzas 6 la fuerza 0)

tot (R)dcsl por O

« Tenemos entonces las herramientas para estudiar en este
tema 4 lo que llamamos la Estatica del SR, es decir:

— ¢ Qué definimos como equilibrio para un SR?

- ¢ Qué condiciones aseguran el equilibrio de un SR? A
(pero estudiando ambas cosas desde un punto de vista macroscopico o global) '

> Y como utilidad, de esas condiciones de eq. se podran hallar Ias fuerzas
de reaccion en los vinculos con el exterior: apoyos, articulaciones, empotram...




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.11.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO)

a= =

4.11.0.- SR libre y SR ligado 4, 7= < =

Recordemos conceptos ya estudiados en el tema 1.

« SR ibre es aquel que NO tiene ligaduras externas (aunque si tiene entre sus particu-
las las ligaduras internas de rigidez, d;; = cte, que aseguran su indeformabilidad).

« SR ligado es el que si tiene ligaduras externas: apoyos, cables,
articulaciones... a otros solidos exteriores, las cuales limitan sus mov. indep.

 Numero de grados de libertad (coord. libres o mov. indep.) de cada uno (en 3D):

—— e e o p— 1 N ° - = . . 6
SR ] = =3N particulas — Coum. coace. INT = =|6| (3 traslac. y 3 rotaciones: {x, v,z ; 65, @ ; a3}={q;};_%)
= — —|6— m B
GSRLIG ADO 3N particulas (Cnum. coacc. INT T Cnum. coacc. EXT ) SRL,BRE CEXT 6 CEXT (< 6 ) )

(recordar que el n° de coacciones coincide con el n°de ecuaciones de ligadura y con el n° de incégnitas de reaccion:|c = n = I)

>
4.11.1.- Definicién de equilibrio del SR (macro, y 3D)
« “Un SR esta en equilibrio si sus 6 g.l. permanecen en reposo (constantes)
respecto del sist. de ref. inercial de observacion”.
6 .0 = aq
SR en equilibrio < {g,(t)} = {q;Q}_IE Vi o { (t)} —{0}° e Ul

i=1 son las velocida-
({0,010, 2,(0) 5 65(8), @5 (), @5 (D} = 1x,%9, 1%, 2,505 0,9, 0,9, a;ed) ) des de los g.d.1.)

(Y las coordenadas de las N-3 particulas restantes, dependientes de esos 6 g.l 6 coordenadas de 3 particulas
no alineadas, estaran por ello también en reposo. S6lo importan asi las 3 particulas: jvision macro!) >




1.3.- Grados de libertad y ligaduras en los sistemas mecanicos
1.3.5.- Grados de libertas del sélido rigido (libre y ligado)

PARA UN SOLIDO RiGIDO CON LIGADURAS (EXTERNAS), su nim. de grados de libertad es:

(3 (en2D)
Gsriigado = Gsriibre — XC(exs)| ,Siendo: | Gsgiipre= » Y |ZCexn| €1 N2_de coacciones de las ligaduras (ext.)
6 (en3D)| impuestasal SR, que se estudiardn en el Tema 4
(apoyo, articulacion, biela, deslizaderas, soldadura...).
De modo que:
3—2¢c (en2D)
Gsgr ligado™ 6—Yc (en3D)

Meriditino Greenwich

Eleccion de los 3 6 6 grados de libertad del SR libre:

2 rotaciones con
En 2D: En 3D: .
¥ - punto fijo (el m,)
Oeste | Es-re “
nm Parlelo ecuador d 1 _ . 9 .
gd.l={x1,y1,21; 0,0,; az}
8. d.l.= {xl y Y1 az} ‘ = : //'
» _ g = X 1_/—/'/ //
yl -------- ;'.1:: ...... {,..7— - \, ‘ - /
: 2 trasl_auones 1 rotacion o giro 3 traslaciones 1 rotacién con
0 % 5 = eje fijo (el my-m,)



Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

. F .
e Bl EL ]|
4.11.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) —cont.— "y & 35" 42" 42° 2°
s S S » 5 x5
i‘ 5] o U o2 ™ @j Emj
4.11.2.- Condiciones N.y S. de equilibrio (macro) T P N [
Fv_(axf) F( ) ﬁ}(ext)

« “Dado un SR interaccionando con su entorno mediante un sistema de fuerzas
externas, {F,.(e’“)}, estara aun en equilibrio si y solo si: (a) Inicialmente las
velocidades de sus 6 g.l. son nulas. Y (b) El sistema de fuerzas es NULO o

equilibrado (tipo 4°) durante el tiempo de observacion desde el sist. de ref.
inercial de observacion”.

(a) 3¢, tal que {c.]i(to)} ={O}l,6=1

i=1 ( @
o > =0
SR en equilibrio < 4 i _ [« Z Fx(e) —0
]g' KZ F (ext) _ =4 (Sistema Nulo o tipo 40:\ y(e)
(b) V>t R=0yMo =0) ><:>JZFZ =0
2 €S < e
S ° ZM (F“)=0|, VOeSRI | | D M), =0
| T =0

1 6 condiciones de fuerza y momento nulos para 6 g.l!, reflejo de su suficiencia. Z WO 0
i No importan las fuerzas internas para el equlllrlo del SR! como se dijo en T2 0z

Y de las externas lo unico que importa es su R y su MO, para ver si son nulos: jvision
macroscopica del sistema de fuerzas y del equilibrio! >

Ve




Tema 4: Estatica del sdlido rigido: cond. de equilibrio... Nec. -

o D2 ET =0

SR en equilibrio Lo =

4.1l.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) S| XM (F™)=0, VO eSRI

—cont.—

4.1l.2.- Condiciones Necesarias y Suficientes de equilibrio (macro) —cont.—

 Demostracion: Para demostrar la necesariedad (=) de las condiciones de fuerza y
momento, se utilizan las condiciones de equilibrio necesarias (y suficientes) para el sistema
de particulas constituyentes del SR (tema 1). »

[Por un lado, se suman las ecs. de equilibrio para todas las particulas, para eliminar las fuerzas interiores (por la 32 Ley de
N.), dandonos la ecuacién de fuerzas. Por otro lado, se multiplica vectorialmente la ecuacién de equilibrio de cada particula
i por la posicién de su correspondiente particula, 7; , resultando ecuaciones de momento nulo para cada particula; al sumar
esas nuevas ecuaciones para todas ellas, se eliminan los momentos de las fuerzas interiores (por la 3% Ley de N.), y resulta
la ecuacion de momentos —referida al origen O desde el que se midieron las posiciones 7. —.]

Para demostrar la suficiencia (<) de las cond, se utiliza que la unica informacion relevante
de cualquier sistema de fuerzas que actue sobre un SR se encuentra en su resultante y

momento resultante (tema 2) [en cuerpos deformables no basta con ellos, se necesita mas info].

[Por “reduccién al absurdo”: Se supone lo contrario, que con un sistema nulo o equilibrado sobre el SR, éste NO estuviera
en equilibrio. Para lograr el equilibrio se debe afadir otro sistema al anterior, no-nulo para que sea relevante para un SR.
En el equilibrio, necesariamente el sistema conjunto ha de ser nulo o equilibrado, segun acabamos de ver. Pero de la
nulidad de la resultante conjunta y del momento conjunto, se sigue que el sistema no-nulo afadido debe ser a la vez nulo,
lo cual es una contradiccién o absurdo. Asi, la suposicién de partida (“con un sistema nulo o equilibrado sobre el SR éste
NO esta en equilibrio”) es FALSA.]

 Deducimos de la demostracion que las condiciones de sistema NULO de fuerzas (resultante
y momento nulos), con respecto al equilibrio, son:

— Necesarias para cualquier sistema o conjunto de particulas (no solo para las de un SR); por
ejemplo, para las que constituyen un sdlido deformable (elastico o plastico) en eq, o para las que
constituyen un fluido, liquido o gas, o para cualquier porcion de estos solidos y fluidos en eq.

— Suficientes solo para un SR (contraejemplo: barra elastica). Ademas, solo para el SR se da el

> que haya una ec. de equilibrio por cada g.l; para los sélidos deformables y los fluidos, como
tienen mas de 6 g.l, las 6 ecs. no pueden ser suficientes.




Tema 4: Estatica del sdlido rigido: cond. de equilibrio...

4.11.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGAtDO)
-cont.— :

4.11.3.- Caso Plano 6 2D @
4.11.3.A.- Definicion y Condiciones N. y S. de equilibrio

 En principio se trata de la
siguiente situacion, mas P
simple que la 3D:

 EIl SR solo se puede mover en el plano II (= 0XY) que lo contiene, y solo recibe
fuerzas contenidas en I1 (si entre ellas estan las f. gravitatorias => I, ico )

Después (en 4.11.3.B) veremos otras situaciones mas realistas, con SR y fuerzas
en 3D pero que son reducibles a esa situacion plana 2D.

 El numero de grados de libertad del SR 2D libre disminuye de 6 a 3: dos
traslaciones y una rotacion. _3 g L={x;. v, ap}z{q.}3 >
> ’ 1) i=1

S RPLANO LIBRE

« Definicidn de equilibrio: “Un SR PLANO esta en equilibrio si sus 3 g.l. se obser-
van en reposo (ctes) durante el tiempo de observacion desde el sist. ref. inercial.”
& . 3

SR PLANO en equilibrio < {g, (t)}j:1 = {q.eq}; , Vi & {qi(t)

] _ dq
3 (Nota: ¢ = — son las
={0} .Vt at

L i=1
1

velocidades de los g.d.1.)

L] _ L] _ ) L] _ V
Y las coordenadas de las N-2 particulas restantes, dependientes de esos 3 g./ 6 coordenadas { =0, 7,=05 a,=0 } V!

de 2 particulas, estaran por ello también en reposo. Solo importan asi las 2 particulas: jvision macro!




Nec

Tema 4: Estatica del sdlido rigido: cond. de equilibrio... B — [ S FeY =0
SR en equ111br10
4.1l.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) S

—cont.—

ZM (F®™)=0, VO eSRI

4.11.3.- Caso Plano 6 2D —cont.—
4.11.3.A.- Definicion y Condiciones N. y S. de equilibrio —cont.—

.H Condiciones (Necesarias y Suficientes) de equilibrio:

-
EI; + i ) 3 F.(m)

(a) ¢, tal que {%(fo)} ={O}._

SR PLANO i , -
¥ M = Z F;C(e) -0 /
1\4 A en equilibrio @ LV,
z I1 (b) Vt=>¢, es - ZFy =0 F, = Peso
i \ > M. =0|,Y0 el (y al SRI)
(i 3 ecs. de equilibrio para 3 g.d.l: es una muestra de su suficiencia ! ) [

j

 Demostracion: Partimos de las condiciones N. y S. de equilibrio validas en 3D.
En los ejes dados: F“ =(F ,F“ ,0) P
Si Oell, M (F®™)=0P, \E®™ =| x, y,

S Fe - Z Fo Z FO 0 F© FY

Entonces: i
ZMO(FZ.(”“)) =(0, 0 : ZMSZ)J ), de donde se siguen las 3 ecs. de equilibrio en 2D.

=(0,0 ,M)).

S O FY

>



Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.11.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) —cont.—

4.11.3.- Caso Plano 6 2D —cont.— - {—
4.11.3.A.- Definicion y Condiciones N. y S. de equilibrio —cont.— i

* Existen otras condiciones de equilibrio equ:valentes en el caso plano; por ej:

(a) 31, tal que {q (t, )} = {0} _ .Y
(si i) l?ﬁx A 1
SR PLANO en equilibrio < | > M, =0 §
(b) Vixt,es <[> M, =0
kz M. =0|, V|4, B, C €1l y NO alineados|

[l (De nuevo 3 ecs. de equilibrio para 3 g.d.l, aunque ahora todas son ecs. de momento)

* Demostracion: Para que un SR (en 2D 6 3D) esté en equilibrio hace falta que el sistema de fuerzas
que recibe sea nulo (tipo 4°). Sabemos que en ese caso, automaticamente el momento es cero en
<| todos los puntos del espacio. Pues bien, basta ver que es cero solo en tres puntos noalineados:

X (R=0)
P & &
Si IM, = Si ZM O y Si M, =0
(y suponemosﬁ#ﬁ) ZM ] }=>ﬁ=6
0

5

(y suponemos R +#0) M, =

Eso supone 3 x 3 = 9 ecs. escalares de equilibrio en 3D (mas de 6, redundantes entonces) jPero en 2D
> son 3 x 1 = 3 ecs. escalares, justo /o necesatrio y suficiente para el equilibrio de sus 3 g.d.l.! c.q.d.



Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

mngm - f.»/@ )\
4.1l.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) —cont.— %w T
4.11.3.- Caso Plano 6 2D —cont.— i
4.11.3.B.- Importancia del caso plano /
- Casos reducibles a estudio plano: | ¢y
>  Elcaso ya estudiado: SRcII y {F,.(e"t)} Il | 1 IT
- (ext)
> Un SR 3D pero con {Fiex }CH — ., .
> |Un SR 3D con {F*} en 3D pero REDUCIBLES a un sistema de fuerzas
/ coplanarias enI1: {F*"} S, 11
z . Ejemplo 1: Fuerzas distribuidas simétricamente I
//H N7z =p(x) «7" . 7 .
/ /@/(/! respecto de un plano I1 (jtambién las ligaduras!).
’ ﬁca,gv’/ | Yy e Ejemplo 2: Fuerzas distribuidas con simetria
' traslacional respecto de un plano I1.
(jtambién las ligaduras!) (Engloba al Ej.1).
ol pe.2=p@
V 7 A II
- 7/'p(x V) =P % A—Z>z=p"(x)=p(x )]
A
o 7

; ;
/ -‘lj\ (/ T
L\ L]
AN
S

DPn(2)=p(2) -1
I1 I

2 Pap TPt l
/

=SNNaNnE
N T | | "

e

Un SR 3D con{/f,-(em}en 3D NO reducibles a un sistema coplanario, pero al que se le estudia

sélo las fuerzas contenidas en cierto plano I1. N _
"En este caso la cond. equilibrio plano NO es suficiente para las 3D. sdlo es necesaria!




[

Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento W ﬂi
4.111.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) =

4.111.1.- Estudio de las ligaduras planas: tipos y reacciones de ligadura li
. Recordemos que SR ligado es el SR con ligaduras externas, no consideradas

en el SR libre (que si tiene ligaduras internas, las de rigidez).

. Ligaduras (externas) en el SR: Cualquier limitacion o restriccion a alguno/s
de sus 3 g.l. 6 mov. indep. en 2D (6 asus 6 g.I. 6 m. i. en 3D)

Aunque desde el punto de vista de las fuerzas... son las interacciones de
contacto con cuerpos rigidos del ext. que limitan los valores posibles de los g.l.

. ¢ Cuales son esas ligaduras? Pueden implementarse de multiples formas, pero
sus efectos limitadores siempre seran equivalentes a alguno/s de los ocho

2| casos “simbdlicos” de la tabla de ligaduras (2D) siguiente (jverlal).
[En ella se esta despreciando el rozamiento en los contactos. Deben revisarse y completarse tras estudiar el apdo. 4.1V.]

. Clasificacion y descripcion de las ligaduras: Estan hechas en dicha tabla. Nos
basamos en que las ligaduras tienen dos efectos intimamente relacionados,
P> que son como las dos caras de una misma moneda:

a) Efecto limitador o reductor de g.d.. o mov. elementales. (enfoque o efecto
cinematico). Son las coacciones.

b) Efecto de producir una distribucion de fuerzas de reaccién vincular, pasivas e
D incognitas, en la zona de contacto, para impedir esos movimientos elementales.

(Tabla de liadurasen — (anfoque o efecto dinamico o de las fuerzas). Es el PP de Liberacion.
particulas (tema 1))




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.1Il.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—

a)

4.111.1.- Estudio de las ligaduras planas: tipos y reacciones de ligadura —cont.—

Efecto cinematico: Se recoge en el concepto ya estudiado de coaccion

(ver T1): es cada limitacion de uno de los posibles movimientos
independientes o elementales —es decir, uno de los posibles g.d.l.—
originada por una ligadura.

Si llamamos ¢ al numero de coacciones que produce una sola ligadura,
ya podemos clasificar las ligaduras : Simples: ¢ =1
Ligaduras < Dobles: ¢ =2

L

Triples: ¢ =3 O

b)

Y para un SR con solo esa ligadura, sera|G=3—-c| jVerla tabla!

Efecto dinamico: Como las distribuciones de fuerza de reacc. vincular
actian en un SR, éstas son deslizantes y, por tanto, reducibles en g™ a
un sistema fuerza-par o torsor, definido por su resultante y su momento
respecto al pto. E de reducciéon —en g el “pto.” de contacto—: {g}s' , ﬁE}
(ello es el PP de Liberacién). El médulo, direccion y sentido de ¢ vy el
modulo y sentido de i seran incognitos en general: 3 incog. Pero en
muchos casos no son desconocidos los 3 atributos, de modo que el
numero de incégnitas que aporta cada ligadura, /, sera 1 <3 :

Ver que|l = c|siempre. jVerla tabla!




1.3.- Grados de libertad y ligaduras en los sistemas mecanicos

1.3.2y 1.3.5.- Ligaduras y coacciones EXPLICACION FiSICA de las LIGADURAS:
3.2. Ligaduras 3.2, Ligaduras
P s Ecuaciones de ligadura ¢ (x;y;,2;) = 0
Ligadura: Plano inclinado. R i Ligadura: Plano inclinado i .
A i Ligadura: Pared. : (x,,¥,,2,) Ligadura: Pared.
chmmmiree N | e ][\ R e
: . permanecer en pe : . permanecer en
un punto fijo. \ X, =X un punto fijo.
; Ax,+By, +Cz,+D=00.3
0 y R Moo=y

X
: Ligadura: Cable en T s =4 Ligadura: Cable en
Figura 1.3 (J‘ps)’p) Figura 1.3 (%, ¥3:22)
8 — ( tension. tensién.
} / Particulas obligadas (x.3.5) @@ particulas obligadas
Ligadura: Alambre. d a estar a una

Anilla obligada a moverse distancia fija.
segun una parabola.

Ligadura: Alambre. a estar a una
Anilla obligada a moverse distancia fija. D
segun una parabola. Yp =4x, +b

(5 —xF Hy,—3) Hz,~z) -&* =0

(1.4)
Ligadura: Articulacién. Ligadura: Articulacién. (L.5)
Un punto del sélido X, =X, (1.6 Un punto del sélido
rigido obligado a 4 rigido obligado a
. permanecer fijo. yﬂ = _yq (.7 (.\’ﬁ, '\,‘P) ] permanecer fijo.
Figura 1.5 Figura 1.5

Nos preguntamos: ¢Por qué y quién produce esos impedimentos, coacciones o relaciones entre las coord. (x; , y, , z;) 6 los
movimientos (Ax;, Ay;, Az;) de la configuracion del sistema, expresadas por ecuaciones de ligadura ¢ (x;y;,z;) =07?

' erpos rl/dos suelos, paredes, techos, guias,
ellos, los cuerpos del

Son las interacciones o fuerzas de conta
railes, cables

, en contacto con estos cuerpos rigidos. ,
iLas fuerzasde.reac-
/ Cuerpo de interés con Cuerpo LIGADURAS ¢ (x;y;,z;) =0 cién vincular ¢ qu
coordenadas (x;,y;,z;) o <:> Rigido |:> sobre coordenadas o movimientos | se estudiaran en el
ovimientos (Ax;, Ay;,Az;) | contacto (coacciones) del cuerpo apdo. 1.4.2 son esas
fuerzas de acto!

: Y J L Y )
Descripcion dindmica igaduras: por fuerzas, de contacto. Descrip. estatica/cinematica de las ligaduras: aciones ¢ = (0 o coacc.
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Dos ‘reglas de oro’ como conclusidn de observar y estudiar la tabla de vinculos o Principio de liberacion:

1.- Por cada coaccion de traslacion de una ligadura ésta producira una componente (incognita) ¢ de fuerza de reaccion
vincular en la misma direccion (paralela) de la traslacion.

Por eso, las fuerzas de reaccién de ligaduras simples (c = 1), son las que tienen la direccion conocida: la de dicha coaccidn.
Sélo tienen desconocido su modulo, y en las ligaduras bilaterales (deslizaderas y biela) también su sentido.

2.- Por cada coaccion de rotacion o giro debe aparecer un momento de par (incognito) u de reaccion vincular.

Las ligaduras cuyo contacto con el SR de interés es puntual, mediante pernos, amarres, apoyos... de dimensiones tan
relativamente pequenas que se pueden modelar por un punto C (son todas las de la tabla excepto las tres ultimas: desliza-
deras rigidas, apoyo extenso y el empotramiento/soldadura) tienen siempre un mt de par de reacc. vincular nulo, u = 0.
éPor qué? (A) Porque no pueden realizar la coaccidn de giro respecto de C al ser el contacto C puntual, sin dimensiones.

(B) Porque la distribucion de fuerzas en el contacto sera concurrente en C, de modo que el m* u que produce en C sera nulo.
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A . o Niimero de
POYO 0 conexion Reaceidn incgnitas
1
) S Su e Fuerza con linea
Rodillos o patines Halaricin sin friceion | de aceién conoeida
Cable corto Eslab6n corto I'uerza con linea
de accién conocida
1
/
Collarin sobre una Perno sin friecion Fuerza con linea
barra sin [riceién en una ranura lisa de accién conocida
"
2
] T I
Pemnao sin friccion, Superficic mgosa Fuerza de direccién
articulacion o bisagra desconocida
"I
3
3% o
Apoyo fijo Fuerza y par

Figura 4.1 Reacciones en apoyos y conexiones.

1.

£

Reacciones equivalentes @ una fuerza con una linea de accion
conocida. Los apoyos y las conexiones que originan reacciones
de este tipo incluyen rodillos, balancines, superficies sin fric-
cion, eslabones o bielas y cables cortos, collarines sobre barras
sin fr'r{'-: iin y pernos sin ﬁ':rmin en ranuras lisas. Cada uno de
estos apovos v conexiones pueden impedir el movimiento s6-
lo en una direccion. Los apovos mencionados anteriormente
junto con las reacciones que producen se muestran en la figura
4.1. Cada una de estas reacciones involucra a una sola incog-
nita, es decir, la magnitud de la reaceién; dicha magnitud de-
be representarse con una letra iada, La linea de accidon
de la reaccion es conocida v debe indicarse con elaridad en el
diagrama de cuerpo libre. El sentido de la reaccién debe ser
como se muestra en la fignra 4.1 para los casos de una super-
ficie sin friccién (hacia el cuerpo libre) o de un cable (alejin-
dose del cuerpo libre), La reaccidn puede estar dirigida en uno
u otro sentido en el caso de rodillos de doble carril, eslabones,
collarines sobre barras y pernos en ranuras. Por lo general, los
radillos de un earril v los balancines son reversibles y, por tan-
to, las reacciones correspondientes también pueden estar di-
rigidas en uno u otro sentido.

Reacciones equivalentes a una fuerza de magnitud y direccién
desconocidas. Los apoyos y las conexiones que originan reac-
ciones de este tipo incluyen pernos sin friccidn en orificios
afustados, articulaciones o bisagras y superficies rugosas. Es-
tos pueden impedir la traslacion del cuerpo rigido en todas
direcciones pero no pueden impedir la rotacion del mismo
con respecto a la conexién. Las reacciones de este grupo in-
volucran dos incégnitas que usnalmente se representan por
sus componentes ¥ y y. En el caso de una superficie rugosa,
la componente perpendicular a la superficie debe dirigirse ale-

jandose de ésta.

Reacciones equivalentes a una fuerza iy un par. Estas reaccio-
nes se originan por apoyos fijos, los cuales se oponen a cualquier
movimiento del cuerpo libre v, por tanto, lo restringen por com-
pleto. Los soportes fijos producen fuerzas sobre toda la super-
ficie de contacto; sin embargo, estas fuerzas forman un sistema
que se puede reducir a una fuerza y un par. Las reacciones de
este grupo involucran tres inc dgnitas, las cuales consisten en las
dos componentes de la fuerza y en el momento del par.
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El cable ejerce una fuerza sobre la car- El soporte de mecedora para esta trabe  Esta trabe de concreto descansa sobre el

tela en la direccién del cable. (1) de puente permite el movimiento hori- borde que supuestamente actiia como
zontal de manera que el puente puede una superficie lisa de contacto. (6)
dilatarse y contraerse a consecuencia de
la temperatura. (5)

Este edificio de servicios estd soporta-
do por un pasador en la parte superior
de la columna. (8)

Las vigas del piso de este edificio
estan soldadas entre si para formar
conexiones fijas. (10)
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Soporte Feaceionies] Deseriperon de lofs) MNumero
resce1on| es ) e incdgnibs
laj
! Tt e it Una
i i desconocida ¥ en
la direceion
del cable
Cable flexibie de
pe=o despreciable
{b]
Fuerza de magnitud Una
desconocida v
dirgidia nermal
: i la superficie
I N
Superficie sin foccidn
[pusnto Gnice de contacio)
leh
Fuerza de magnitud [na
desconceida V normal
; a L superficie que
i }_‘ N soparta ¢l radillo
. ]
H
Soparte de rodillo
1)
Fuerza de magnited Dhis
desconocida & normal a
Lo superticte v fuerza
de frieeion de magnitud
i E N desconocida F paralels
] 1 1 14 superficie
Superficie con friccidn
{punto Gnico de contacto)
1) &
Fuerza desconocida R Dhos
Y — e —
¥
|_ T R
x
Soparte de pasador (b) (c) Fig. 4.1
i}
¥ Fuerza desconocida R Tres
| i v un par de magEnitud
x t desconocnla C
R
N | - —"i:
IR A
Empoirnmeento
(de voladieoy

(a) Cable flexible (peso despreciable).

(b) Superficie sin friccion: punto tinico de contacto.

(¢) Soporte de rodillo,

(d) Superficie con friccidn: punto tinico de contacto.

(e) Soparte de pasador.

()

Un cable flexible gjerce un tiron, o fuerza
de tension, en la direccion del cable. 5i se desprecia el peso del cable, éste forma
una linea recta. 51 se conoce su direccion, al remover el cable se introduce una
incognita en un diagrama de cuerpo libre: la magnitud de la fuerza ejercida por
el cable.

Cuando un cuerpo esti en
contacto con una superficie sin friccidn solo en un punto, la reaccion es una fuer-
za que es perpendicular a la superficie, actuando en el punto de contacto, A esta
reaccion con frecuencia se le refiere simplemente como fuerza normal. Caminar
sobre una acera helada es peligroso debido a que es dificil generar una fuerza en
cualquier direccion excepto perpendicular a la acera.) Por tanto, al remover una
superficie de este tipo se introduce una incégnita en un diagrama de cuerpo libre;
la magnitud de la fuerza normal. 5i el contacto entre el cuerpo v la superficie
ocurre en un drea finita, en vez de en un punto, la linea de accion de la fuerza
normal resultante también serd una incdgnita,

Un soporte de rodillo es equivalente a una superficie sin
friccion: solo puede ejercer una fuerza que es perpendicular a la superficie de
soporte. La magnitud de 1a fuerza es entonees la dnica incognita que se introduce
en un diagrama de cuerpo libre cuando se remueve el soporte.

Una superficie con friccion
puede ejercer una fuerza que actda a un angulo con la superficie. Las incdg-
nitas se pueden considerar como la magnitud v direccidn de la fuerza. Sin
embargo, suele ser ventajoso representar las incognitas como N v F, las com-
ponentes que son perpendiculares y paralelas a la superficie, respectivamente.
La componente N se denomina fuerza normal y F se conoce como fuerza de

Jriccion. 81 hay un drea de contacto, la linea de accidon de & también serd una

incognita.

Un pasador es un cilindro que es ligeramente menor que
el agujero en que se inserta, como se muesira en la figura 4.1(a). Ignorando la
friccion, el pasador solo puede gjercer una fuerza que es normal a la superficie
de contacto, indicada como R en la figura 4.1(b). Un soporte de pasador enton-
ces introduce dos incognitas: la magnitud de R vy el dngulo o que especifica la
dirececion de R (e se desconoce ya que el punto donde ¢l pasador hace contacto
con la superficie del agujero no se conoce). Es muy comin que las dos incogni-
tas se elijan ser componentes perpendiculares de R, como R, y R, indicadas en
la figura 4.1(c).

Empotramiento (de voladize). Un empotramiento, también conocido como
soporte de voladizo, evita todo el movimiento del cuerpo en el empotramiento.
La traslacion (movimiento horizontal o vertical) se evita por una fuerza y un par
impide la rotacion. Por tanto, un empotramiento introduce tres ineognitas en un
diagrama de cuerpo libre: la magnitud y direccion de la fuerza reactiva R (estas
incagnitas cominmente se eligen que sean dos componentes de R, como 8, v
R,) ¥ la magmitud de C del par reactivo.
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4.11l.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—
4.111.2.- Definicién de equilibrio y Condiciones N. y S. de equilibrio

. La definicidon de equilibrio se simplifica a que so6lo hay que observar en
reposo permanente un menor numero de grados de libertad, G = 3 — Xc:

G
i=l1

. G
SR LIGADO en equilibrio < {ql. (t)}i1 = {qfq}il , Vi & {qi(t)} = {O} , Vit
i=1

(Nota: q = % son las velocidades de los g.d.l.)

. La condicidn N. y S. de equilibrio se “complica” en el sentido de anadir al
sumatorio de fuerzas y al de momentos las incognitas {gZ, , ﬁEj} de cada
ligaduraj :

T%Iﬁ v i (a) 3¢, tal que {éi(%)}‘ﬂ - {O}il

SR plano LIGADO Gid
I & S F(act) + -0
en equilibrio 2ES 20,

L. (b) Veztyes 1D F“+> ¢ =0
L

~

A > \ \ZM(aCt) +ZM(¢) +ZIUE -0
ﬁ@ [MO e11|(y al SRI)]
. Su principal utilidad es que con ella disponemos de 3 ecuaciones para hallar las

incognitas de fuerza y momento de reaccion vincular {¢ He, } necesarias para que el
SR ligado esté en equilibrio, bajo el sistema de fuerzas activas {F““’t)} que en general
seran datos del problema.



Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.11l.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—
4.1ll.2.- Definicion de equilibrio y Condiciones N. y S. de equilibrio —cont.—

. Tener en cuenta que en los casos en los que al SR le quedan g.d.l, G > 0, el
O los valores concretos que pueden tomar en la configuracion de equilibrio
pueden ser incognitas (denominadas de confiquracion, en un numero que
llamaremos I, (< G) ), las cuales también se determinarian de las ecuacio-
nes de equilibrio. En el ejemplo, las 3 incogs. a determinar de las 3 ecs. de equilibrio son: {ax , Pay ;/,a}

(Se suponen conocidos P y F) incogs. de reaccién ving.

incog. de configuracién

. En 2D, como se dispone de 3 ecs. de equilibrio, la condicion de solubilidad
o resolubilidad es I < 3 (6 I + I; < 3 si hubiera incognitas de configuracion).

Ademas, habria que comprobar que las incégnitas estan “bien dispuestas”
en las 3 ecuaciones ¢ no son impropias —ver después, al final de 4.111.4—. ]

. Los problemas de equilibrio resolubles solo con las ecuaciones de equilibrio
se llaman estaticamente determinados. En caso contrario, se denominan
estaticamente indeterminados, y necesitan de ecuaciones adicionales para
resolver todas sus incognitas.

Podran anadirse a las ecuaciones de equilibrio las ecuaciones que aporta la

U Elasticidad y Resistencia de materiales, que estudia las deformaciones del
> solido en dicho equilibrio, asumiendo que son pequenas para seguir usando
las ecs. de eq. y aproximaciones del SR. Esas ecuaciones tienen la forma de

Ley de Hooke (F = kAl) si las deformaciones son elasticas, que es lo habitual.




Tema 4: Estatica del sdlido rigido: cond. de equilibrio...

4.1Il.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.— 4

4.111.3.- Teorema de las 2 fuerzas y teorema de
las 3 fuerzas: Utilidades.

Son dos proposiciones consecuencia de las ecuaciones de equilibrio, que permiten sacar alguna informacién
sobre las fuerzas incognita sin tener que plantear dichas ecuaciones de equilibrio.

« Teorema de las 2 fuerzas: “Para que un SR sujeto a la accion de sdlo
2 fuerzas esté en equilibrio, es necesario y suficiente que las 2 fuerzas sean

opuestas y colineales (con la misma linea de accion)”. Demostracion:
Nec.

SR en equilibrio Z YF = 6 y ZMO = 6 Entonces, SF = 6 = fig.22, y ZMO = 6 = fig. 32
Suf.
Utilidad: Las barras, escuadras, cables, etc que estén conectados al exterior por sélo dos puntos, si
se pueden considerar de peso despreciable frente a las dos fuerzas solicitadas en las conexiones,
*» son miembros de 2 fuerzas, que estaran en equilibrio si i éstas (también llamadas tensiones) son
: opuestas y colineales (=> “SR 1D”). Esta es la justificacién del funcionamiento de una biela:

] a

L5 m

Pawl C

—HTE
B "Thmt.\: (.1 m

500 mm 640 mm




Tema 4: Estatica del sdlido rigido: cond. de equilibrio... F,

4.11l.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—

4.111.3.- Teorema de las 2 fuerzas y teorema de
las 3 fuerzas: Utilidades.

 Teorema de las 2 fuerzas: “Para que un SR sujeto a la accion de sdélo 2 fuerzas esté en equilibrio, es
necesario y suficiente que las 2 fuerzas sean opuestas y colineales (con la misma linea de accion)”.

« Teorema de las 3 fuerzas: “Si un SR esta sujeto a la accién de sdélo 3 fuerzas
y en esas condiciones esta en equilibrio, entonces necesariamente las 3

fuerzas son coplanarias (=> SR 2D) y, dentro del plano comun, son ademas
concurrentes o bien son paralelas”.

Pero no es suficiente soOlo saber que las 3 fuerzas son coplanarias y ademas

. concurrentes o paralelas para asegurar que el SR esta en equilibrio bajo su accion.
Pa o, s

Podria estar Podria estar f{ﬁ‘i(e"t)}g son coplanarias
en eq. , . i=1
A a 4 eneq SR sujeto a {Fi(eXt)? Nec. y
g =1 2 = (ext) 3
Ps y en equilibrio (suf) {Fl } . son concurrentes
i=
L 0 paralelas

(Dem: en los apuntes y en la pizarra)

(jNo en equilibrio!)
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4.11l.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—
4.111.3.- Teorema de las 2 fuerzas y teorema de

| 3 f Utilidad {F (EXt)} son coplanarias
. i=1 B
das uerzas. lnniaades. SR sujeto a {Fi(ext)? N=e>C' ) y V%
i=1 »
ey & (ext) Podrian estar
e Teorema de las 3 fuerzas: y en equilibrio (% {F * }l | Son concurrentes é.  eneq,
L 0 paralelas

« Utilidades del T3F:
— Su negacion nos da una “Condicién suficiente de no-equilibrio”:

(jNo en equilibrio!)

NO son coplanarias suf
SR sujeto a {Fi(eXt)fD que 0 = SRNO en equilibrio (iNoen
- NO son concurrentes ni paralelas () equilibrio!)

Ejemplos: Las siguientes escaleras apoyadas sin rozamiento se caerian seguro:

1
P 1 1 7 1 ¥ 1 ¥ ¥ 1 7 ¥

— Ofrece un método geomeétrico para calcular incognitas de fuerza, distancia o
angulo en el equilibrio 2D, evitando plantear algunas de las condiciones de eq.

Ej: ver diapo. anterior:| <

« Comentarios al T3F ; zF=#0 SF # 0
EMEC M —0 EM M #0

- Asumida la cop/anar/edad la concurrencia no es suficiente porque ello s6lo asegura que los
momentos se anulan en un punto, pero no que la resultante sea nula (ver 12 figura encima).
El paralelismo no es suficiente porque no asegura ni que > M, =0 ni que D_F =0 (figs. 22y 32).
. En pocas palabras: coplanariedad, concurrencia ylo paralelismo sélo implican M -R =0, es
decir, que las 3 fuerzas sean tipo 2°, 3° 6 4°, y no tipo 4° con seguridad.

— Para 4 6 mas fuerzas no se cumple, pero si para un SR con N fuerzas aplicadas soélo en 3
puntos.




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.1Il.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—

4.111.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostatico e hiperestatico

. Ya sabemos que el numero de g.d.l. (coordenadas o mov. independientes) del SR
plano ligado puede calcularse por: |(G =3 =Y c|=|3 = > ]| |iHay que verio también

, ; - por inspeccion, pues G,,,
Solo de ello ya podemos extraer mucha informacion: .| depende no solo del :
i. Clasificar al SR:

. numero 2c¢, sino de como
[ G=0 (siXc=3) = SRisostatico

se dispongan en el SR!
G>0 (si2c<3) = SR mecanismo 6 inestable

Segtin el signo de G: -

(ver despues: [B>])

44 44 : . — H < H
Ejemplos: "G" <0 (siXc>3;peroG,,=0) = SR hiperestatico
(‘G‘ = H daria el grado de redundancia o hiperestaticidad)
SR isostaticos:
_;____ WET ] _ i}
G

m

| 25mp GO ——dm—
\,
o |l S
% 3. i B
N\ & |
y S Sm
‘, 4
Y £ S |
v X [\ 8¢ B !
4 < = —
N =
¥ /
L&
. ‘

SR hiperestatico:




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.1Il.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—

4.11l.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostatico e hiperestatico

. Ya sabemos que el numero de g.d.l. (coordenadas o mov. independientes) del SR

plano ligado puede calcularse por: |(G =3 =Y c|=|3 = > ]| |iHay que verio también

Sélo de ello ya podemos extraer mucha informacion:
i.

Seginel signode G: 4 G >0 (s1 Zc<3) = SR mecanismo ¢ inestable

por inspeccion, pues G,
depende no solo del
Clasificar al SR: numero Xc, sino de como
[ G=0 (Si 2C = 3) = SR isostatico se dispongan en el SR!
(ver después: [B>])

1 "G" <0 (siXc>3;peroG,,=0) = SR hiperestatico
(‘G‘ = H daria el grado de redundancia o hiperestaticidad)
Estabilidad del SR: Cuando las ligaduras dejan al SR sin g.l, G = 0, éste no tiene

ningun _movimiento posible, de modo que las ligaduras mantienen al SR en
equilibrio...

. sean cuales sean las fuerzas activas aplicadas al SR,
. y en una configuracién de equilibrio inalterable: Es el SR ESTABLE.
Asi: Los SR isostadticos y los hiperestaticos son estables, no asi los mecanismos.

Pero jun SR mecanismo puede estar en equilibrio aunque sea inestable! Lo que le
distingue es que puede cambiar de configuracion de equilibrio al cambiar las {Fl@t)}.
Solubilidad o determinacion estatica de las incognitas de ligadura del SR:

Como se dispone de 3 ecs. escalares de equilibrio, ha de ser >/ <3 , de donde
resulta:0<3->J] < G >0. Asi: Los SR isostaticos y [0S mecanismos Son esta-
ticamente determinados, no asi los hiperestaticos (que necesitan de ecs. adicionales)




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.11l.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.—
4.111.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostatico e hiperestatico

Entonces, la clasificacion de los SR sequn el signo de G es ademas una clasificacion de éstos
segun su estabilidad y solubilidad (o determinacion estatica):

Tipo (o VB Estabilidad | Determinacién

L | .I | .-. - - : -.E I-I;I ;..I'
lsostatico /N =23+ E6H=3-C=10 Estable Estat E'. s
g Vi IS determinado

i N 7] .._;'- ”GII — 3 _ C < O E lat{:a ."E“-IIIE
- - = | [
Hiperestatico | €3 Great =0 Betable | ot
I W H=|3-C|>0
gy e Ve le=3-c50 | mestable |- mcamanis

mMecanismo determinado
D>

Por ello, en cualquier problema o ejercicio de Estatica lo primero que conviene hacer, antes de
plantear las ecs. de equilibrio, es contar el numero G de grados de libertad del SR y realizar esta
clasificacion, para asi conocer bien el problema planteado (sesta el SR en equilibrio con
seguridad?: Estabilidad) y qué informacion podremos obtener en él (¢, se podran resolver todas las
incognitas de reaccion vincular?: Solubilidad).




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

U
4.11l.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) —cont.— <

4.111.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostatico e hiperestatico —cont.-

— NOTA: Se supone en los razonamientos anteriores que las ligaduras

estan “bien colocadas” en el SR, en el sentido de que coartan el o los

/ mov. indep. para los que se establecieron. Hablamos asi de ligaduras

"\ propias o de un SR propiamente ligado. En caso contrario, tendremos

alguna o algunas ligaduras impropias o no-independientes, y un SR
“SAA & impropiamente ligado.

''''
|||||||||||||||

kaf@ . Ejemplos: <]
== , — SR hiperestatico. (No son impropias si el sélido NO es estrictamente rigido,
\ \ @ es decir, desde el punto de vista del sélido deformable)
Q o — SR pseudoisostatico: Cuando solo hay 3 fuerzas de reaccion vincular, de
" %‘H direccion conocida, y éstas son paralelas o bien concurrentes.

— SR pseudohiperestatico. Cuando hay mas de 3 fuerzas de reaccion vincular
de direccidén conocida que son paralelas o bien concurrentes.
. En los SR impropiamente ligados hay que distinguir entre el “numero G
Detail of contact calculado”, "G"=3—2Xc, y el numero de grados de librtad real, G__,, (a
' determinar por inspeccion ocular) pues NO coincidiran. Ver los ejemplos

Asi, los SR pseudoisostaticos 'y pseudohiperestaticos, que
aparentemente serian estables resolubles los primeros ("G"=0), Yy
estables irresolubles los segundos ("G"<0), en realidad son ambos
inestables e irresolubles, pues G. =1>0 Yy las incognitas no estaran

real

“bien situadas” en las ecuaciones de equilibrio. >
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4.IV.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento ., "

4.IV.1.- Introduccion: Caracteristicas y tipos de rozamiento  *

-

Hasta ahora las fuerzas de reaccion ¢ en los apoyos, rodillos, deslizaderas... han
sido perpendiculares a las superficies de contacto correspondientes (ver la tabla):
hablamos de apoyos, ligaduras, superficies o contactos lisos.

En muchos otros problemas eso no basta para explicar las situaciones de equilibrio o
movimiento (ver ej.), pues para poder explicarlas debemos afnadir a ¢ una compo-
nente tangente a la superficie de contacto: hablamos de apoyos, ligaduras... rugosas.

Y se llama fuerza de rozamiento a /a componente tangente a la superficie de
contacto de la fuerza de reaccion vincular del contacto rugoso: F,=¢, ,0 F,=4¢ i,

Caracteristicas:
— Es tangente a la superficie de contacto (por definicion)
- Se opone a cualquier movimiento entre las superficies (por ser una componente de una ¢ ).

— Siempre estan presentes, aunque a veces sean despreciables (como hasta ahora se
SUpuso0), y aparecen en parejas de accion y reaccion, como toda fuerza (se suele olvidar).

- A diferencia de la componente normal de ¢ |, ]V:¢n u, , que tiene moédulo “ilimitado”,
F, tiene un valor maximo (que suele ser “pequefio” => despreciable). En ese sentido se
dice que la ligadura rugosa no es ideal. Es ésta la cualidad mas distintiva, pues entonces:

. habra que cuantificar ese valor maximo (leyes de Amontons-Coulomb; ver 4.1V.2), y
. ello introduce situaciones nuevas de rotura del equilibrio, por deslizamiento oly vuelco (ver 4.1V.3).

— Solo cuando se rompe el equilibrio y hay movimiento entre las superficies, F, origina
pérdidas de energia (en forma de calor) y desgaste de los cuerpos en contacto.

— El rozamiento suele ser nocivo en el caso anterior (no siempre: frenos), pero en los casos

en que F, puede mantener el equilibrio, suele ser conveniente, incluso imprescindible
(sostener cosas, cunas, tornillos: caminar, rodadura: correas, embragues...).




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y | 2zemiertn

4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—
4.1V.1.- Introduccidén: Caracteristicas y tipos de rozamiento —cont.—

. En las ideas anteriores estabamos estudiando el rozamiento entre las superficies
exteriores de dos sélidos en contacto (sin lubricantes). Es llamado rozamiento seco.

. Pero pueden aplicarse caracteristicas similares a las anteriores a dos tipos mas de
rozam |e Nn tO : Fuerza Energia disipada por

7 deformacion perme-

Es/ nente en e.’siiima

—  rozamiento interno: Fuerzas interiores en un solido deformable que son ~ #g e
tangentes a las superficies interiores que siguen la direccion de deformacion
del sélido. Por ellas se disipa energia en forma de calor cada vez que se
hacen ciclos de traccion-compresion del material.

/

Desplezamiento

Figura 2. Ciclo de histéresis en un sistema

- rozamiento fluido: estructural, energia elastica e inelastica

eFuerzas tangentes a las superficies de los sélidos (y a las correspondientes de los fluidos) en
movimiento sobre o dentro de liquidos y gases. Son las fuerzas de friccion aero- e hidro-
dinamicas. Aqui se incluye el rozamiento entre superficies solidas con lubricantes.

_— =" T Fuerzas tangentes entre las propias capas en que se puede descomponer el flujo de un fluido.
x . = 10 . . . S > . .
A, ( Son los esfuerzos cortantes (interiores) en el fluido, 7.(r) = dF;/dS, por las diferencias de
Al . — velocidades entre las capas, y que son proporcionales a la viscosidad n del fluido (se estudiara en
= | A

] Fisica Il: Instalaciones).

Perfil de Velocidad Volumen de control Intensidad
del esfuerzo cortante

. Una gran diferencia del rozamiento fluido con el seco es que en el fluido no existe fuerza de
rozamiento cuando el fluido esta en reposo (equilibrio), sélo cuando hay movimiento relativo
entre capas, mientras que en el seco si hay fuerza de rozamiento en el equilibrio (como
veremos despueés con las leyes de Amontons-Coulomb).

La segunda gran diferencia es que la fuerza de rozamiento fluido depende de las velocidades
> del movimiento de las capas (ver Fisica ll: Instalaciones), mientras que el rozamiento seco es
independiente de la velocidad (leyes de Amontons-Coulomb).
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4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—
4.1V.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb

. En todo apoyo o contacto, puntual o extenso, la accion mutua entre las superficies es

—

) muy compleja,
ROy compl

- por el desconocimiento de la verdadera superficie de contacto: rugosidades, deformaciones;
— por la naturaleza eléctrica y el caracter estadistico de las fuerzas entre moléculas o atomos:
de repulsion —no penetracion—y de adhesion —soldaduras frias—; necesidad enfoque cuantico
. Pero si los cuerpos en contacto son SR, esas fuerzas de interacciéon siempre se
pueden reducir a un sistema fuerza-par o torsor en uno de los puntos de contacto, C:
Son la fuerza y el momento de reaccion vincular del contacto o apoyo rugoso:
e R

¢, =N

P —

Y para encontrar el
rozamiento (seco) es
necesario descomponer
los vectores {# » #c| en los
ejes naturales (normal y
tangentes) de la superficie
de contacto en el punto C:

N,
7 ’ T N,

. Ademas de la normal N = ¢, 1, reflejo de la impenetrabilidad-de los sélidos y medida
de su apretamiento mutuo, aparecen no una, sino tres combpfOnentes dé rozamiento o
) resistencia al movimiento relativo entre superficies:

F, =¢ u, , fuerza de rozamiento o de resistencia al deslizamiento.

!

(Aunque cuanto “mas puntual” es
el contacto, mas despreciables
son los 2 pares resistentes 1 ). Hpior = M, U, , MOmMeENto de par de resistencia al pivotamiento.

a. .. =M u, , momento de par de resistencia a la rodadura.

|

Puede entenderse que dos son las causas microscéopicas de esos rozamientos o resistencias: la interpenetracion de las
rugosidades, y las soldaduras frias. Un aumento del médulo N de la normal de apretamiento de las superficies abundara en ello,
contribuyendo a aumentar los rozamientos, lo cual sera el fundamento de las leyes de Amontons-Coulomb, como veremos pronto.
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4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—
4.1V.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb —cont.—

En el equilibrio, de sus ecuaciones (SF@D + ¢ =0; SM*? +0 + ji, = 0), son calculables
la fuerza y el momento de reaccion vincular del contacto, y en particular todas sus
componentes, incluidas las de rozamiento o resistencia: ¢ = —SF@ ; i, = —sM*

A partir de ahora vamos a restringirnos
al caso habitual del SR plano 6 2D:

e — 2

Asi, de las ecs. de eq. se calcularan las siguientes componentes de reaccion vinc:

t t t
N=¢, = —ZFrfaC ) , FrR=¢¢ = _ZFt(aC ) Y Hrodad = Htr = _ZMgltf )

Pero experimentalmente se observa que el equilibrio s6lo se mantiene de manera
inalterable o estable, sean cuales sean las {ﬁ(mg’ en cuanto al deslizamiento en

direccion normal (debido a la rigidez e impenetrabilidad de los sélidos), ¥ dque NO
ocurre asi con el equilibrio frente al deslizamiento en direccidn tangente ni frente a la

rotacion de eje tangencial (rodadura), que ‘rapidamente” son rotos por las {F"Wt)} para
producir deslizamiento y/o rodadura.

A partir de ese momento, la Fr yla weaaa ya NO pueden calcularse de las ecuaciones
de equilibrio (a diferencia de la N). Entonces, han de cuantificarse los valores
maximos de Fp Y Kroaaa , QUE aUn pueden calcularse de las ecs. de equilibrio, asi como
los valores de Fr VY iroaaa €n el estado de movimiento. (Ver ejemplo del “tribémetro”)
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4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—
4.1V.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb —cont.—

Nos restringimos al caso habitual del SR plano 6 2D:
En el equilibrio, de sus ecs, son calculables |la fuerza y el momento
de reacc. vinc. del contacto, apareciendo las siguientes componentes de r. v:

t t t
N = ¢n _ —ZFn(aC ) ) FR = ¢t = _ZFt(aC ) v Y HUrodad = Her = _ZMc(‘fltCI )

S

He = M = Mo

\,E\\v//\l

. Experimentalmente se observa que el equilibrio sélo se mantiene de manera inalterable o estable, sean
cuales sean las {ﬁ<a“)}, en cuanto al deslizamiento en direccién normal (debido a la rigidez e
impenetrabilidad de los soélidos), y que NO ocurre asi con el equilibrio frente al deslizamiento en
direccion tangente ni frente a la rotacién de eje tangencial (rodadura), que “rapidamente” son rotos por
las { ﬁ(act)}para producir deslizamiento y/o rodadura.

. A partir de ese momento, la Fr yla Hroaaa ya NO pueden calcularse de las ecuaciones de equilibrio (a
diferencia de la N). Entonces, han de cuantificarse los valores maximos de Fr Yy Uroqaa , QUE auN
pueden calcularse de las ecs. de equilibrio, asi como los valores que alcanzan Fr y Hrodaa en el estado

de movimiento.

Ejemplo del “tribometro™ v
( jse usa en la Practica 4-1 ! )

F
(En él no se mide ni se estudia el par f;.., j

de resistencia a la rodadura, y,p4q4)

Mientras haya equilibrio:

= F@
(medible con un Fr=F
muelle dinamoémetro) N — mg

Cuando hay movimiento:

~~ ﬁ
Fucrz de mocion 5 =

Fg din = taN

bttty

Friccidn | Friccidn
estitica |  cinética o dindmica

-

I
20 30 40 50 o0 TO

1t

N — — a) __ i I [y S | i L i
!mg F(a) B FR =ma = FR F( : M \) Fuerza aplicada \ (@
; uN  F7(N)
N—mg=0 = N=mg (Osiv=cte) - ‘ :
I-_mm'il‘:nienT*_dsshmndme_*
. Experim. se encuentra que ambos valores para [, (y para u . ,,) dependen del tipo de

materiales en contacto, del estado de las superficies y del modulo de la propia fuerza

normal del contacto, N. Ello se recoge en las leyes de Amontons-Coulomb: {(&)m - &

Fg gin = ugN
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4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—

4.1V.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb —cont.—
. Leyes de Amontons-Coulomb (jsélo las estudiaremos para F,, pues p,oqqaq ~ 0 !):

=|(Fy) . =u,N|, con p, # f(A), coef. de rozam. estdtico

— (F R )dmém = M, N|, con u, # f(4;v,,),coef. de rozam. dindmico

3%) (FR )méx Z(FR)dinaim = He = My

. U Y Uy dependen de los materiales en contacto, pero también del estado de las superficies
(pulido, limpieza, humedad, temperatura... ). NO dependen del area de contacto (¢ por qué?).
. Caracterizan a un PAR de superficies en contacto (ver tabla), y por lo dicho, deben inducirse de

experimentos adicionales ‘in situ’ para cada pareja de superficies (son leyes fenomenologicas):
Observar que suele ser u < 1, de modo que habitualmente es Fi ,,zx < N. Cuando es

TABLA 5-1 Coeficientes de friccién’

U <0,5= Fpmix < N/2. Por ello, si el contacto tiene un valor de N pequefio, se podria

Coeficiente de Coeficiente de .
Superficie friccidn estdtica, po, friccidn cinética, puy, deSpreClar la FR1 COmMOo se supuso hasta ahora. 12 ley de A-C:
~ -5 T
Madera sobre madera (14 0.2 N FR (Fr) = uN
= a .
Hielo sobre hielo 0.1 0.03 En el equilibrio: (N)L40_ M Rmax ™ 2% ley de A-C:
Metal sobre metal (lubricada) 0.15 0.07 @ q : £ Fg qin = UgN
Acero sobre acero (sin lubricar) 0.7 0.6 - fr— F — F(a) E 30
Hule sobre conereto seco (Hule = caucho, goma) L0 0.8 £ R ! R = -. [
Hule sobre concreto himedo 0.7 0.3 = N = mg = -2l Friccidn : Friccidon
Hule sobre otras superficies solidas (ej: neumatico-asfalto) 1—4 1 ! . E 10 estatica | cinética o dindmica
P - ; e m gx: |- |
Tellén® sobre tefldn en aire .04 (.04 . . = 1 3 9 n = i -y
. 2 020 30 40 50 &0 0
Teflén sobre acero en aire 0.04 (.04 En el movi mlento' e L A -l .L\ L L i
Cojinetes de bolas lubricados <001 <001 F@ _F. =mag = F, = F® — Y Fuerza aplicada UN FON)
Articulaciones sinoviales (en miembros humanos) 0.01 0.01 R R . ;
(0 S1 sin

"Los valores son aproximados y deben considerarse dnicamente como gulas. N - mg = O = N = mg = cte) |-'_F‘.'Iﬂ'~'lll‘.'|il3r'.TFI‘._ deslizdindose —
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4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—

4.1V.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb —cont.—
. Leyes de Amontons-Coulomb (jsélo las estudiaremos para F,, pues p,oqqaq ~ 0 !):

TABLA 5-1 Coeficientes de friccién®

Coeficiente de Coeficiente de

, : (FR ) = ﬂeN Superficie friccidn estdtica, g, friccidn cinética, py
(FR) , + f(Area de Contacto) max _‘d.a:icra mhw. madera (1.4 i.J_Q
max Hielo sobre hielo (.1 (.03
Metal sobre metal (lubricada) (L15 0.7
Acero sobre acero (sin lubricar) .7 0.6
23) (F R ) dinam oC N D) y Hule sobre concreto seco (Hule = caucho, goma) L0 0.8
:> (FR ) — lleN Hule sobre concreto himedo 0.7 0.5
. dinam Hule sobre otras superficies s6lidas (¢j: neumatico-asfalto) 1-4 1
(FR )diném i f(A > vrelat) Teflén® sobre teflén en aire (04 .04
Teflon sobre acero eén aire .04 4
Cojinetes de bolas lubricados <{1.01 <{L01
a > ( ) > Articulaciones sinoviales (en miembros humanos) 0.01 0.1
3 ) (FR )méx - FR dll’lém : lLle — Ile "Los valores son aproximados v deben considerarse inicamente como gufas.
. He y Ha dependen de los materiales en contacto, pero también del estado de las superficies (pulido,
limpieza, humedad, temperatura... ). NO dependen del area de contacto.
. Caracterizan a un PAR de superficies en contacto (ver tabla), y por lo dicho, deben inducirse de
experimentos adicionales ‘in situ’ para cada pareja de superficies (son leyes fenomenoldgicas):
. . s , - F. 50
¢ Experimentos para obtener u, y u;? Con el tribdmetro de la Practica 4-I. (Ij) g R =uN
Otro tribdmetro, el de plano inclinable: un bloque (de un material) sobre un £ . Frdin = HaN
. . . . , . , W=l
plano inclinable (del otro material de interés), y el bloque sujeto sélo a su =
: ; ; ; ; — . — oy =2 Friccian!  Friccidn
propio peso: B P - P (si empieza a deslizar para @ = it -=> Fr = Fromax) ., i | Gndfies o dindmica
C = R Sih @ = = (FR)max < P Sin &crit =| 10 20 30 40 S0 60 70
N =Pcosa e N P cos A crit ’ _UF - 4| d&l J\\ I (a):
t ........ LETEa ap Icacs ‘UN F (N)
=ﬁ+ 1_-7)’R ‘u e an aCI‘ithQ o I-—mm_;’li:'ien?—l-—dsshzindnse—-—

- Para cualquier valor del peso y del area del bloque se alcanza el equilibrio critico por >
deslizamiento inminente a la misma inclinacioén o . Parece poco intuitivo... ¢ por qué?

- Que sea p > 1 sélo implica que o, > 45°, lo cual puede ser posible (ej: neumatico-asfalto).




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—
4.1V.3.- Nuevos problemas en Estatica: Deslizamiento y vuelco inminentes

Ya se puede utilizar la teoria fenomenoldgica del rozamiento seco en la Estatica del SR plano que
tuviera ligaduras con rozamiento. Se trata de hallar reacciones u otras incognitas de las ecuaciones de
equilibrio, dadas ciertas fuerzas activas conocidas y siendo uno de los contactos con rozamiento.

Pero ahora va a aparecer una casuistica nueva, debida al rango limitado de valores que puede ofrecer

la fuerza de rozamiento para mantener ese equilibrio, que puede perder el SR y comenzar a moverse
si las fuerzas activas solicitan mayor fuerza de rozamiento que la maxima ( 4N ).

Asi, ademas de estudiar una situacion normal de equilibrio, también deberan estudiarse los llamados
equilibrios criticos:

Fr < Frmax = 1 N|seria

;  la cond. de no-desliz.

— y veremos que si el contacto es extenso, podra suceder que el pto de aplicacion de la Fy y la N se
coloque en el borde del contacto, a punto de salirse, hablandose entonces de vuelco inminente.

— por deslizamiento inminente, cuando se haya llegado a |Fgr = Frax = u N

Distinguiremos entonces dos situaciones, apoyo puntual y apoyo extenso (con rozamiento, claro):

.- APOYO PUNTUAL: (ver ejs. [])

zﬁ""’p Si se supone F, < F,_. =t N, el equilibrio no es critico. (comprobar al final que F, < £ N )
 La F; esunaincognita mas a resolver de las ecuaciones de equilibrio (de las de fuerza)

» El apoyo no es simple, pues presenta 2 coacciones (impide deslizamiento tangente en el
punto de contacto y penetracion normal en él). Se ha convertido en ligadura doble, y como
la articulacion, solo permite giros. (ver que tambiénes/=c=2: {N;F,})

Q Sise supone F,=F, . =1 N,elequilibrio es critico, por deslizamiento inminente.
« Contamos con esa ecuacion como una 42 ecuacion a resolver junto con las 3 ecs. de equili-

_) _) _) . r - r . . . r . r
7 ¢=N+F, brio, para hallar asi una 42 incognita adicional a las 3 que como maximo podrian tenerse.
R , . , ‘s
(En general, habria que * El apoyo esta a punto de hacerse simple, pues esta a punto de perderse la coaccion del
estudiar 2 desl. inmi- deslizamiento tangente (ello es coherente con que ahoraes /=c=1: {N} )

nentes: F, =+tu N . , s,
Dependera de las Flact) y* ESta suposicion se hace cuando interesa calcular algo en sus valores extremos (max 6 min)




Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento u
4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—

4.1V.3.- Nuevos problemas en Estatica: Deslizamiento y vuelco inminentes —cont.—
SF (1)

APOYO EXTENSO: La distribucion de fuerzas en el contacto rugoso
(Ver ej.[]) spte  extenso es unilateral (el sentido de las fuerzas
se mantiene siempre |gual de la superf|C|e hacia

el solido de interés) — R = Id¢ 20
Ademas la distribucion de fuerzas es '\ L ﬂ
o, un sistema coplanario = M -R=0 |8 4

{ﬁ» 4d¢/dl} Por todo ello, tenemos un sistema tipo 2°:
/ reducible a un sistema fuerza-par fuera J
/ L del gje central del sistema = fig. (1), y a[q %\/

T una sola fuerza en su eje central = fig. (2). p=N +F

También la unllateralldad hace que el EC deba cortar la superf|0|e de apoyo por su interior, pues
De modo que debe ser:

{ —Xizq< XE = Xdcha| O también:

b _
—NXizq < 1o (= Nxg) < NXgeng
Entonces, mientras las fuerzas activas, en Serladn las CO“?'C'O'
el equilibrio, mantengan los valores de F, nes de no-vueico.
y xgpensuslimites, ( Fp < Fgopsx = uN )| serdc=1=3:
iz < Xp < Xacna)' (N3 Fy; 5} 0 AN; Fix )

g

Pero ahora las fuerzas activas pueden (lx; = x .4 @ vuelco inminente, a
crear dos nuevas condiciones de eq. 4 punto de girar a un lado
I/m/te.o critico, md'epen_dlent'es dg laya ([x, = —Xizq > vuelco inminente, a
estudiada de deslizamiento inminente: punto de girar al otro lado

Como las cond. de desliz. y vuelco son independientes, son posibles 4 casos:

J
>




| APOYO PUNTUAL:

Q Sisesupone Fj, < F, . = u N ,elequilibrio no es critico. (comprobar al final que F, < u N )
« La Fj, esunaincégnita mas a resolver de las ecuaciones de equilibrio (de las de fuerza)

» El apoyo no es simple, pues presenta 2 coacciones (impide deslizamiento tangente en el punto de contacto
y penetracion normal en él). Se ha convertido en ligadura doble, y como la articulacion, solo permite giros.

" O Sise supone F,=F, . =uN ,elequilbrio es critico, por deslizamiento inminente. (yes/=c=2:{N;Fy})

» Contamos con esa ecuacidon como una 42 ecuacion a resolver junto con las 3 ecs. de equilibrio, para hallar
asi una 42 incégnita adicional a las 3 que como maximo podrian tenerse.

* El apoyo esta a punto de hacerse simple, pues esta a punto de perderse la coaccién del deslizamiento
tangente (ello es coherente con que ahoraesI=c=1: {N} ) (En g™, habria

.y . fo s, ue estudiar 2
Esta suposicidén se hace cuando interesa calcular algo en sus valores extremos (max 6 min) g i Fy=tuN )
« . 'R — L

@ « APOYO EXTENSO: Como las cond. de desliz. y vuelco son independientes, son posibles 4 casos:

Q Sisesupone Fy < Fyoo =N Yy —xiq< x5 < Xgena €l equilibrio no es critico. (" 19" 7 ¢2%%)

- | / SF e La F, ylax, son dos incognitas mas a resolver de las ecs. de equilibrio (xz de la de momentos)
/TG;;M N\

. EI apoyo ahora presenta 3 coacciones (impide deslizam. tg® a la superficie, penetracion

% | “ normal en ella, y jtambién el giro de rodadura!). Se ha convertido en ligadura triple, y como el
\ % x, é/x empotramiento, él sélo deja al SR con cero grados de libertad. (YesI=c=3:{N;F,;x.})

P L S| sesupone F,=F, . =uN Y —Xizq< xp < Xqcha €l equilibrio es critico, por deslizamiento
L= inminente. Se d/spone de 1 ec. adicional a las 3 de equilibrio. (YeslI=c=2: {N ; xE}) & deslizadera rigida

Q Sisesupone F,<F, . =uNY xg=—x;,0 xg = xgcnq €l equilibrio es critico, por vuelco
inminente (haC|a un lado o hacia el otro). 1 ec. adicional. (YesI=c=2:{N;F,}) ® articulacion

(2 ecs. adiciona- O Sise supone Fp =F, . =uN y xgp=—X;q0 Xg = xqcnq €l equilibrio es critico, por desliza-

les alas 3de eq.) miento Y vuelco inminentes. (/=c=1:{N}) & apoy. s. [Las suposiciones de mov. inminente se hacen cuando
interesa calcular algo en sus valores extremos, pero como no se sabe a priori si se alcanzara primero el deslizamiento, el vuelco o ambos a la
vez (dependera de las ﬁ(““)), hay que estudiarlos por separado, viendo por los resultados cual es el que antes se produce.]

SR

max

$=ﬁ+ﬁR .

Tras este estudio, debemos completar la tabla de ligaduras, anadiendo el contacto puntual con
rozamiento en la categoria de ligaduras dobles (c = 2), y el contacto extenso con rozamiento en la de
ligaduras triples (¢ = 3). Pero con la particularidad de que, segun las fuerzas activas, pueden eliminarse
alguna/s de sus coacciones: el contacto puntual puede pasar a ser ligadura simple (c=1), en la situacion de
deslizamiento inminente; el contacto extenso puede pasar a ser ¢=2 (¢ cuando?) e incluso c=1 (¢ cuando?).




tes —cont.—

Inminen

1 (¢,cuando?):

3). Pero con la particularidad de que, segun

las fuerzas activas, pueden eliminarse alguna/s de sus coacciones: el contacto puntual puede pasar a ser ligadura simple (c=1), en la

to —cont.—

to y vuelco

ICa CON rozamien

2 (g,cuéndo?) e incluso c

: Deslizamien
Tras este estudio, debemos completar la tabla de ligaduras, afadiendo el contacto puntual con rozamiento en la categoria de

2), y el contacto extenso con rozamiento en la de ligaduras triples (c

situacion de deslizamiento inminente; el contacto extenso puede pasar a ser ¢

IV.3.- Nuevos problemas en Estatica

ligaduras dobles (c

V.- Rozamiento entre SR. Estat

Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento
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Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—
4.1V.3.- Nuevos problemas en Estatica: Deslizamiento y vuelco inminentes —cont.—

Tras este estudio, debemos completar la tabla de ligaduras, afadiendo el contacto puntual con rozamiento en la categoria de

ligaduras dobles (c = 2), y el contacto extenso con rozamiento en la de ligaduras triples (c = 3). Pero con la particularidad de que, segun
las fuerzas activas, pueden eliminarse alguna/s de sus coacciones: el contacto puntual puede pasar a ser ligadura simple (c=1), en la
situacion de deslizamiento inminente; el contacto extenso puede pasar a ser ¢=2 (4, cuando?) e incluso c=1 (¢ cuando?):

A continuacidn, otra
forma de presentar la
tabla completa de
ligaduras o vinculos:

>

W

independientes y rotacion |

MOVIMIENTOS
T A ot LR.V.
™ G i IMPEDIDOS .
g Traslacion perpendicular
A s riflateral
Pﬂ&fﬂ ““FIE'" . a la curva de apoyo ¢
ARWE Shmpie t:ylaterq  JUERE Traslacion perpendicular
€n ranura isa0 deslizadera o . : b
: a |la ranura, arbol o eje
Simple |~ collar spbre arbol liso
o e Traslacion en la direccion
i Biela
P | | del eje de la biela ¢
; Traslacion en la direccion
| n
4 Labie tenso del cable tenso r
I 3 Traslacionas an dos
Articulacion direcciones P b,
independientes
- 3, i Traslacion perpendicular
| : = ;
R iy, Deslizadera ngida al sje y rotacién i
Doble Traslaciones en dos [
Apoyo simple con rozamiento direcciones %
independientes
Traslacion perpendicular
Apoyo extenso sin rozamiento | a la curva de apoyo y N.Q
rotacion
Traslaciones en dos
Empotramiento direcciones e gy
, independientes y rotacion
Triple
Traslaciones en dos T
Wﬁmmﬁln direcciones w

(C es el numero de coacciones)

(I.R.V. son las incognitas de
reaccién vincular)

(Siempre coincidira el numero
de ILR.V, I, con el numero de
coacciones, C: [ = C)

(Q es el punto de aplicacién de
$ = N, antes denotado por E)

(Q es el punto de aplicacion de
¢ = Fr + N)



Tema 4: Estatica del solido rigido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento
4.1V.- Rozamiento entre SR. Estatica con rozamiento —cont.—
4.IV.3.- Nuevos problemas en Estatica: Deslizamiento y vuelco inminentes —cont.—-

Vamos a estudiar y comparar las condiciones de deslizamientoy vuelco
inminentes en el problema conocido del Tribédmetro de plano inclinable:

¢ De qué depende que se produzca una antes que otra (o las dos a la vez)?

Como ya sabemos, la condicién de deslizamiento inminente se reduce
en este caso a:

tan o = /ue >

“eriticg:

También puede hablarse de una condiciéon de no-deslizamiento:

7L/5 = <

> (
| L/10 T il )

tana <, - : -
base efectiva de apoyo

¢ Cual es la cond. de vuelco inminente? Ahora se considera el apoyo como exfenso: las dimensiones del bloque.

Graficamente es muy intuitiva: Conforme o aumenta desde 0, la linea de accion del peso va cortando la base
de apoyo desde su mitad hasta que llega a cortar el vértice inferior izquierdo.

Si siguiera aumentando a, la linea de accién del peso j y de la reaccion ¢ = N + F, !se saldrian de la base
de apoyo. Como eso es fisicamente imposible, el bloque rotaria por el vértice izquierdo (volcaria), y la condicién

de vuelco inminente es la siguiente: b Vamos a deducirla también de la ec. de equilibrio
tan Qe = 7 de momentos respecto del vértice inferior izquierdo:

Psinacrit%—Pcosacritg+ 0+0=0

También puede hablarse de una condicién de no-vuelco: tan o < —

[NOTA: la base b de apoyo a considerar es la base efectiva de apoyo, que puede ser mayor que la de contacto] —

Por ultimo, ¢ puede predecirse qué sucede antes, el deslizam. inminente o el vuelco inmin.? ;O se daran a la vez?

D R e Qi
. No desl.: 1.
(a) Si p,<b/h => antes el deslizamiento: 0 o | Nowue  lana (b) Si p,>b/h => antes el vuelco: ONO Vueli e deSIi tan @ '
M. b/h b/h u




