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Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.I.- Introducción
• Saber de dónde venimos y hacia dónde vamos:

• Hemos estudiado el concepto de equilibrio y las condiciones necesarias y
suficientes de equilibrio para un punto material, en el tema 1; los grados de
libertad de un sólido rígido (SR) también en tema 1; y la reducción a un sistema
fuerza-par de cualquier sistema de fuerzas aplicadas a un SR, en el tema 2

• Tenemos entonces las herramientas para estudiar en este
tema 4 lo que llamamos la Estática del SR, es decir:

– ¿Qué definimos como equilibrio para un SR?
– ¿Qué condiciones aseguran el equilibrio de un SR?

– Y como utilidad, de esas condiciones de eq. se podrán hallar las fuerzas
de reacción en los vínculos con el exterior: apoyos, articulaciones, empotram...

(pero estudiando ambas cosas desde un punto de vista macroscópico o global)

 ,
, 1i j

N

m m ij
i j

d cte




(idem; torsor canónico)

Tipo
de

Sist ema S
Invariantes del Sistema S Reducciones posib les del Sistema S  (*)

1º

2º

3º

4º

( ) 0  ,   ( ) ( ) 0OR S M S R S  
  

( ) 0  ,   ( ) ( ) 0OR S M S R S  
  

( ) 0  ,  ( ( ) ( ) 0 )  ,   ( ) 0O in v
R S M S R S M S    

    

( ) 0  ,  ( ( ) ( ) 0 )  ,   ( ) 0O in v
R S M S R S M S    

    

(3 fuerzas, dos en un par)

(3 fuerzas, dos en un par) (¡sólo 1 fuerza!)

(siempre 2 fuerzas en un par)

(siempre 0 fuerzas ó la fuerza    )0


m ín( ) 0  ,  ( ) 0R S M S 


m ín( ) 0  ,  ( ) 0R S M S 


m ín( ) 0  ,   ( ) ( ) 0
in v

R S M S M S  


m ín( ) 0  ,   ( ) ( ) 0
in v

R S M S M S  


02 º .    ,  ( ) 0 .i
i

t t F t  


0 01 º .     t a l  q u e  ( ) 0 .t v t 


P

Partícula P en equilibrio si y solo si:

(Y también en el tema 2 las reducciones adicionales cuando ello es posible: ver tabla)

𝑮𝐥𝐢𝐛𝐫𝐞 = 𝟔 3D  ó 𝟑 (2D)



4.II.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO)

4.II.0.- SR libre y SR ligado

• SR libre es aquel que NO tiene ligaduras externas

• SR ligado es el que sí tiene ligaduras externas: apoyos, cables,
articulaciones… a otros sólidos exteriores, las cuales limitan sus mov. indep.

• Número de grados de libertad (coord. libres o mov. indep.) de cada uno (en 3D):

(recordar que el nº de coacciones coincide con el nº de ecuaciones de ligadura y con el nº de incógnitas de reacción: c = n = I )

4.II.1.- Definición de equilibrio del SR (macro, y 3D)

• “Un SR está en equilibrio si sus 6 g.l. permanecen en reposo (constantes)
respecto del sist. de ref. inercial de observación”.
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(Y las coordenadas de las N-3 partículas restantes, dependientes de esos 6 g.l ó coordenadas de 3 partículas 
no alineadas, estarán por ello también en reposo. Sólo importan así las 3 partículas: ¡visión macro!)
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(Nota: 𝑞
•

≡
ௗ

ௗ௧

son las velocida-
des de los g.d.l.)

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

Recordemos conceptos ya estudiados en el tema 1:

(aunque sí tiene entre sus partícu-
las las ligaduras internas de rigidez, dij = cte, que aseguran su indeformabilidad).





4.II.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) –cont.–

4.II.2.- Condiciones N. y S. de equilibrio (macro)

• “Dado un SR interaccionando con su entorno mediante un sistema de fuerzas
externas, , estará aún en equilibrio si y sólo si: (a) Inicialmente las
velocidades de sus 6 g.l. son nulas. Y (b) El sistema de fuerzas es NULO o
equilibrado (tipo 4º) durante el tiempo de observación desde el sist. de ref.
inercial de observación”.
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(Sistema Nulo o tipo 4º: 
𝑅 = 0 y 𝑀ை = 0 )

¡ 6 condiciones de fuerza y momento nulos para 6 g.l!, reflejo de su suficiencia.
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Y de las externas lo único que importa es su y su ை, para ver si son nulos: ¡visión 
macroscópica del sistema de fuerzas y del equilibrio!
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¡ No importan las fuerzas internas para el equilirio del SR! como se dijo en T2
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4.II.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO)

4.II.2.- Condiciones Necesarias y Suficientes de equilibrio (macro) –cont.–

Para demostrar la necesariedad ( ) de las condiciones de fuerza y
momento, se utilizan las condiciones de equilibrio necesarias (y suficientes) para el sistema
de partículas constituyentes del SR (tema 1).
[Por un lado, se suman las ecs. de equilibrio para todas las partículas, para eliminar las fuerzas interiores (por la 3ª Ley de
N.), dándonos la ecuación de fuerzas. Por otro lado, se multiplica vectorialmente la ecuación de equilibrio de cada partícula
i por la posición de su correspondiente partícula, , resultando ecuaciones de momento nulo para cada partícula; al sumar
esas nuevas ecuaciones para todas ellas, se eliminan los momentos de las fuerzas interiores (por la 3ª Ley de N.), y resulta
la ecuación de momentos –referida al origen O desde el que se midieron las posiciones –.]

Para demostrar la suficiencia ( ) de las cond, se utiliza que la única información relevante
de cualquier sistema de fuerzas que actúe sobre un SR se encuentra en su resultante y
momento resultante (tema 2)
[Por “reducción al absurdo”: Se supone lo contrario, que con un sistema nulo o equilibrado sobre el SR, éste NO estuviera
en equilibrio. Para lograr el equilibrio se debe añadir otro sistema al anterior, no-nulo para que sea relevante para un SR.
En el equilibrio, necesariamente el sistema conjunto ha de ser nulo o equilibrado, según acabamos de ver. Pero de la
nulidad de la resultante conjunta y del momento conjunto, se sigue que el sistema no-nulo añadido debe ser a la vez nulo,
lo cual es una contradicción o absurdo. Así, la suposición de partida (“con un sistema nulo o equilibrado sobre el SR éste
NO está en equilibrio”) es FALSA.]

• Deducimos de la demostración que las condiciones de sistema NULO de fuerzas (resultante
y momento nulos), con respecto al equilibrio, son:

– Necesarias para cualquier sistema o conjunto de partículas (no sólo para las de un SR); por
ejemplo, para las que constituyen un sólido deformable (elástico o plástico) en eq, o para las que
constituyen un fluido, líquido o gas, o para cualquier porción de estos sólidos y fluidos en eq.

– Suficientes sólo para un SR (contraejemplo: barra elástica).

ir


ir


• Demostración:

Además, sólo para el SR se da el 
que haya una ec. de equilibrio por cada g.l; para los sólidos deformables y los fluidos, como 
tienen más de 6 g.l, las 6 ecs. no pueden ser suficientes.
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Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio…

[en cuerpos deformables no basta con ellos, se necesita más info].

–cont.–



4.II.3.- Caso Plano ó 2D

• En principio se trata de la

siguiente situación, más

simple que la 3D:

• El SR sólo se puede mover en el plano que lo contiene, y sólo recibe
fuerzas contenidas en P
Después (en 4.II.3.B) veremos otras situaciones más realistas, con SR y fuerzas
en 3D pero que son reducibles a esa situación plana 2D.

• El número de grados de libertad del SR 2D libre disminuye de 6 a 3: dos
traslaciones y una rotación.

• Definición de equilibrio: “Un SR PLANO está en equilibrio si sus 3 g.l. se obser-
van en reposo (ctes) durante el tiempo de observación desde el sist. ref. inercial.”

   33 eq
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4.II.3.A.- Definición y Condiciones N. y S. de equilibrio

P x
y

z

  0 ,  0 ;  0  , G G Px y ta
  

   
Y las coordenadas de las N-2 partículas restantes, dependientes de esos 3 g.l ó coordenadas

de 2 partículas, estarán por ello también en reposo. Sólo importan así las 2 partículas: ¡visión macro!

(si entre ellas están las f. gravitatorias => Pvertical )
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4.II.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO)
–cont.–

(Nota: 𝑞
•

≡
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ௗ௧
son las 

velocidades de los g.d.l.)



4.II.3.- Caso Plano ó 2D –cont.–

• Condiciones (Necesarias y Suficientes) de equilibrio:

• Demostración:

(e) 0yF 

( ¡ 3 ecs. de equilibrio para 3 g.d.l: es una muestra de su suficiencia ! )
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, de donde se siguen las 3 ecs. de equilibrio en 2D.

4.II.3.A.- Definición y Condiciones N. y S. de equilibrio –cont.–

Partimos de las condiciones N. y S. de equilibrio válidas en 3D.
(ext) (e) (e)

, ,(  ,  ,0)i x i y iF F F


En los ejes dados:

(e) 0xF 
0(b)   es t t


  



   
3

3

0 0 1
1

(a)    tal que  ( ) 0i i
i

t q t





 
(si i) PLANO

     
en equilibrio

SR



 




(e)
, 0 ,  (y al )O zM O SRI  P

x
y

z P

(ext) (ext)( ) iO i iM F OP F 
  

(e) (e)
, ,

0

0
i i

x i y i

i j k

x y

F F



 

(e)
,(0 ,0 , ).Oz iMSi   ,OP

(ext) (e)
,( ) ( 0 ,  0 ,   )O i Oz i

i i

M F M 
 

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio…

4.II.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO)
–cont.–
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¡Pero en 2D 
son 3 x 1 = 3 ecs. escalares, justo lo necesario y suficiente para el equilibrio de sus 3 g.d.l.! c.q.d.

4.II.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) –cont.–

4.II.3.- Caso Plano ó 2D –cont.–

• Existen otras condiciones de equilibrio equivalentes en el caso plano; por ej:

• Demostración:
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(De nuevo 3 ecs. de equilibrio para 3 g.d.l, aunque ahora todas son ecs. de momento)

4.II.3.A.- Definición y Condiciones N. y S. de equilibrio –cont.–

Para que un SR (en 2D ó 3D) esté en equilibrio hace falta que el sistema de fuerzas
que recibe sea nulo (tipo 4º). Sabemos que en ese caso, automáticamente el momento es cero en 
todos los puntos del espacio. Pues bien, basta ver que es cero sólo en tres puntos no alineados:

Eso supone 3 x 3 = 9 ecs. escalares de equilibrio en 3D (más de 6, redundantes entonces)

x
y

z P

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento



4.II.- Equilibrio del SR (LIBRE o LIGADO) –cont.–
4.II.3.- Caso Plano ó 2D –cont.–

• Casos reducibles a estudio plano:
 El caso ya estudiado:

 Un SR 3D pero con

 Un SR 3D con en 3D pero REDUCIBLES a un sistema de fuerzas
coplanarias en P:

• Ejemplo 1: Fuerzas distribuidas simétricamente

respecto de un plano P
• Ejemplo 2: Fuerzas distribuidas con simetría

traslacional respecto de un plano P.

 Un SR 3D con en 3D NO reducibles a un sistema coplanario, pero al que se le estudia
sólo las fuerzas contenidas en cierto plano P.

  P  P


(ext)  y iSR F

 (ext)
iF  P


 (ext)
iF


 (ext)
i fuerzasF S  P


G
cdm

P

P

(¡también las ligaduras!)

4.II.3.B.- Importancia del caso plano

(¡también las ligaduras!).

(Engloba al Ej.1).

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

¡En este caso la cond. equilibrio plano NO es suficiente para las 3D, sólo es necesaria!

 (ext)
iF




4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D)

• Recordemos que SR ligado es el SR con ligaduras externas, no consideradas
en el SR libre (que sí tiene ligaduras internas, las de rigidez).

• Ligaduras (externas) en el SR: Cualquier limitación o restricción a alguno/s
de sus 3 g.l. ó mov. indep. en 2D (ó a sus 6 g.l. ó m. i. en 3D)

Aunque desde el punto de vista de las fuerzas… son las interacciones de
contacto con cuerpos rígidos del ext. que limitan los valores posibles de los g.l.

• ¿Cuáles son esas ligaduras? Pueden implementarse de múltiples formas, pero
sus efectos limitadores siempre serán equivalentes a alguno/s de los ocho
casos “simbólicos” de la tabla de ligaduras (2D) siguiente (¡verla!).

• Clasificación y descripción de las ligaduras: Están hechas en dicha tabla. Nos
basamos en que las ligaduras tienen dos efectos íntimamente relacionados,
que son como las dos caras de una misma moneda:

a) Efecto limitador o reductor de g.d.l. o mov. elementales. (enfoque o efecto
cinemático). Son las coacciones.

b) Efecto de producir una distribución de fuerzas de reacción vincular, pasivas e
incógnitas, en la zona de contacto, para impedir esos movimientos elementales.
(enfoque o efecto dinámico o de las fuerzas). Es el Ppio de Liberación.

4.III.1.- Estudio de las ligaduras planas: tipos y reacciones de ligadura x
y

z

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

[En ella se está despreciando el rozamiento en los contactos. Deben revisarse y completarse tras estudiar el apdo. 4.IV.]

(Tabla de ligaduras en 
partículas (tema 1))



4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

4.III.1.- Estudio de las ligaduras planas: tipos y reacciones de ligadura –cont.–

Se recoge en el concepto ya estudiado de coacción
(ver T1): es cada limitación de uno de los posibles movimientos
independientes o elementales –es decir, uno de los posibles g.d.l.–
originada por una ligadura.

Si llamamos c al número de coacciones que produce una sola ligadura,
ya podemos clasificar las ligaduras :

Como las distribuciones de fuerza de reacc. vincular
actúan en un SR, éstas son deslizantes y, por tanto, reducibles en gral a
un sistema fuerza-par o torsor, definido por su resultante y su momento
respecto al pto. E de reducción –en gral el “pto.” de contacto–:

Simples: 1

Ligaduras Dobles: 2

Triples: 3

c

c

c


 
 

¡Ver la  tabla!

¡Ver la  tabla!

Y para un SR con sólo esa ligadura, será G = 3 – c

  ,  E 
 

Ver que I = c siempre.

x
y

z

a) Efecto cinemático:

b) Efecto dinámico:

Pero en
muchos casos no son desconocidos los 3 atributos, de modo que el
número de incógnitas que aporta cada ligadura, I, será :

El módulo, dirección y sentido de y el
módulo y sentido de serán incógnitos en general: 3 incóg.E





 3I

(ello es el Ppio de Liberación).
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1.3.- Grados de libertad y ligaduras en los sistemas mecánicos

Son las interacciones o fuerzas de contacto de los cuerpos del sistema con cuerpos rígidos: suelos, paredes, techos, guías,
raíles, cables, pernos… Pues como éstos no pueden deformarse, impiden el movimiento libre de aquellos, los cuerpos del
sistema, en contacto con estos cuerpos rígidos.

Nos preguntamos: ¿Por qué y quién produce esos impedimentos, coacciones o relaciones entre las coord. (xi , yi , zi) ó los 
movimientos Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧 de la configuración del sistema, expresadas por ecuaciones de ligadura 𝜑 𝑥𝑦, 𝑧 = 0 ?

Cuerpo 
Rígido

LIGADURAS  𝜑 𝑥𝑦, 𝑧 = 0

sobre coordenadas o movimientos 
(coacciones) del cuerpo

Cuerpo de interés con 
coordenadas 𝑥, 𝑦, 𝑧 o 

movimientos Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧 Contacto

Descripción dinámica de las ligaduras: por fuerzas, de contacto. Descrip. estática/cinemática de las ligaduras: por ecuaciones 𝜑 = 0 o coacc.

CUERPOS INVOLUCRADOS EN SU DESC. DINÁMICA

𝜑 𝑥𝑦, 𝑧 = 0

DESCRIPCIÓN ESTATICA / CINEMÁTICA

z

y
x

O

¡Las fuerzas de reac-
ción vincular 𝜙 que 
se estudiarán en el 
apdo. 1.4.2 son esas 
fuerzas de contacto!

EXPLICACIÓN FÍSICA de las LIGADURAS:1.3.2 y 1.3.5.- Ligaduras y coacciones





Dos ‘reglas de oro’ como conclusión de observar y estudiar la tabla de vínculos o Principio de liberación:

1.- Por cada coacción de traslación de una ligadura ésta producirá una componente (incógnita) 𝝓∥ de fuerza de reacción 
vincular en la misma dirección (paralela) de la traslación.

Por eso, las fuerzas de reacción de ligaduras simples (c = 1), son las que tienen la dirección conocida: la de dicha coacción.
Sólo tienen desconocido su modulo, y en las ligaduras bilaterales (deslizaderas y biela) también su sentido.

2.- Por cada coacción de rotación o giro debe aparecer un momento de par (incógnito) 𝝁 de reacción vincular.
Las ligaduras cuyo contacto con el SR de interés es puntual, mediante pernos, amarres, apoyos… de dimensiones tan 

relativamente pequeñas que se pueden modelar por un punto C (son todas las de la tabla excepto las tres últimas: desliza-
deras rígidas, apoyo extenso y el empotramiento/soldadura) tienen siempre un mto de par de reacc. vincular nulo, 𝜇 = 0.
¿Por qué? (A) Porque no pueden realizar la coacción de giro respecto de C al ser el contacto C puntual, sin dimensiones.
(B) Porque la distribución de fuerzas en el contacto será concurrente en C, de modo que el mto 𝜇 que produce en C será nulo.
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‘‘Ingeniería Mecánica. Estática’. R. C. Hibbeler



‘‘Ingeniería Mecánica. Estática’. R. C. Hibbeler
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4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

• La definición de equilibrio se simplifica a que sólo hay que observar en
reposo permanente un menor número de grados de libertad, G = 3 – Sc:

• La condición N. y S. de equilibrio se “complica” en el sentido de añadir al
sumatorio de fuerzas y al de momentos las incógnitas de cada
ligadura j :

• Su principal utilidad es que con ella disponemos de 3 ecuaciones para hallar las
incógnitas de fuerza y momento de reacción vincular , necesarias para que el
SR ligado esté en equilibrio, bajo el sistema de fuerzas activas , que en general
serán datos del problema.

4.III.2.- Definición de equilibrio y Condiciones N. y S. de equilibrio
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4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

• Tener en cuenta que en los casos en los que al SR le quedan g.d.l, , el
ó los valores concretos que pueden tomar en la configuración de equilibrio
pueden ser incógnitas (denominadas de configuración, en un número que
llamaremos 𝐺 ( ) ), las cuales también se determinarían de las ecuacio-
nes de equilibrio.

• En 2D, como se dispone de 3 ecs. de equilibrio, la condición de solubilidad
o resolubilidad es (ó ீ si hubiera incógnitas de configuración).

• Los problemas de equilibrio resolubles sólo con las ecuaciones de equilibrio
se llaman estáticamente determinados. En caso contrario, se denominan
estáticamente indeterminados, y necesitan de ecuaciones adicionales para
resolver todas sus incógnitas.

Podrán añadirse a las ecuaciones de equilibrio las ecuaciones que aporta la
Elasticidad y Resistencia de materiales, que estudia las deformaciones del
sólido en dicho equilibrio, asumiendo que son pequeñas para seguir usando
las ecs. de eq. y aproximaciones del SR.

4.III.2.- Definición de equilibrio y Condiciones N. y S. de equilibrio –cont.–

Además, habría que comprobar que las incógnitas están “bien dispuestas” 
en las 3 ecuaciones  no son impropias –ver después, al final de 4.III.4–.

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

Ejemplo:

En el ejemplo, las 3 incógs. a determinar de las 3 ecs. de equilibrio son: 𝜙௫ , 𝜙௬ ;  𝛼

𝑃

𝐴

incógs. de reacción vinc. incóg. de configuración

Esas ecuaciones tienen la forma de 
Ley de Hooke ( ) si las deformaciones son elásticas, que es lo habitual.

(se suponen conocidos P y F )



4.III.3.- Teorema de las 2 fuerzas y teorema de 
las 3 fuerzas: Utilidades.

• Teorema de las 2 fuerzas:

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio…

4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

Demostración:

“Para que un SR sujeto a la acción de sólo
2 fuerzas esté en equilibrio, es necesario y suficiente que las 2 fuerzas sean
opuestas y colineales (con la misma línea de acción)”.

Utilidad: Las barras, escuadras, cables, etc que estén conectados al exterior por sólo dos puntos, si
se pueden considerar de peso despreciable frente a las dos fuerzas solicitadas en las conexiones,
son miembros de 2 fuerzas, que estarán en equilibrio si i éstas (también llamadas tensiones) son
opuestas y colineales (=> “SR 1D”). Esta es la justificación del funcionamiento de una biela:

Son dos proposiciones consecuencia de las ecuaciones de equilibrio, que permiten sacar alguna información 
sobre las fuerzas incógnita sin tener que plantear dichas ecuaciones de equilibrio.

y  Σ𝑀ை = 0 ⇒ fig. 3ªEntonces,  Σ�⃗� = 0 ⇒ fig. 2ª ,𝑆𝑅 en equilibrio
⇒

ே.

⇐
ௌ௨.

Σ�⃗� = 0 y  Σ𝑀ை = 0.

fig. 1ª

No en eq. No en eq.

fig. 3ª

(�⃗� = −�⃗�)

fig. 2ª

(�⃗� = −�⃗�)

En eq.



“Si un SR está sujeto a la acción de sólo 3 fuerzas
y en esas condiciones está en equilibrio, entonces necesariamente las 3
fuerzas son coplanarias (=> SR 2D) y, dentro del plano común, son además
concurrentes o bien son paralelas”.
Pero no es suficiente sólo saber que las 3 fuerzas son coplanarias y además
concurrentes o paralelas para asegurar que el SR está en equilibrio bajo su acción.

4.III.3.- Teorema de las 2 fuerzas y teorema de 
las 3 fuerzas: Utilidades.

• Teorema de las 3 fuerzas:

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio…

4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

• Teorema de las 2 fuerzas: “Para que un SR sujeto a la acción de sólo 2 fuerzas esté en equilibrio, es
necesario y suficiente que las 2 fuerzas sean opuestas y colineales (con la misma línea de acción)”.

Ejemplos:

Gcdm

Gcdm

(¡No en equilibrio!)

(𝑃୴୧ୟ ≈ 0)

(𝑃 ≈ 0)

(Dem: en los apuntes y en la pizarra)

No en eq. Podría estar
en eq.

No en eq. No en eq.

(�⃗� = −�⃗�)(�⃗� = −�⃗�)

En eq.

Podría estar
en eq.

Gcdm


ଶ

ୡ୭ୱ ఈ

 ୱୣ୬ ఈ

𝛽

tan 𝛽 = 2 tan 𝛼

�⃗�

𝑆𝑅 sujeto a �⃗�
(ୣ୶୲)

ୀଵ

ଷ

y 𝑒𝑛 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑜
 ⇒

ே.

( ⇍
ೄೠ

)

�⃗�
(ୣ୶୲)

ୀଵ

ଷ
 son 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑎𝑠  

𝑦

 �⃗�
(ୣ୶୲)

ୀଵ

ଷ
 son 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

                           ó  𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎𝑠



• Utilidades del T3F:
– Su negación nos da una “Condición suficiente de no-equilibrio”:

Ejemplos: Las siguientes escaleras apoyadas sin rozamiento se caerían seguro:

– Ofrece un método geométrico para calcular incógnitas de fuerza, distancia o
ángulo en el equilibrio 2D, evitando plantear algunas de las condiciones de eq.

• Comentarios al T3F :
– Asumida la coplanariedad, la concurrencia no es suficiente porque ello sólo asegura que los

momentos se anulan en un punto, pero no que la resultante sea nula (ver 1ª figura encima).

En pocas palabras: coplanariedad, concurrencia y/o paralelismo sólo implican , es
decir, que las 3 fuerzas sean tipo 2º, 3º ó 4º, y no tipo 4º con seguridad.

– Para 4 ó más fuerzas no se cumple, pero sí para un SR con N fuerzas aplicadas sólo en 3
puntos.

0M R 
 

El paralelismo no es suficiente porque no asegura ni que               ni que             (figs. 2ª y 3ª).0OM 
 

0F 
 

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

4.III.3.- Teorema de las 2 fuerzas y teorema de
las 3 fuerzas: Utilidades.

4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

• Teorema de las 3 fuerzas:

Ej: ver diapo. anterior: 

(¡No en equilibrio!)

𝑆𝑅 sujeto a �⃗�
(ୣ୶୲)

ୀଵ

ଷ
 que 

𝑁𝑂 son 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑎𝑠                     
𝑜

𝑁𝑂 son 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 ni 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎𝑠
 ⇒

ௌ௨.

(⇍)
 𝑆𝑅 NO en 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑜

𝑆𝑅 sujeto a �⃗�
(ୣ୶୲)

ୀଵ

ଷ

y 𝑒𝑛 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑜
 ⇒

ே.

( ⇍
ೄೠ

)

�⃗�
(ୣ୶୲)

ୀଵ

ଷ
 son 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑎𝑠  

𝑦

 �⃗�
(ୣ୶୲)

ୀଵ

ଷ
 son 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

                           ó  𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎𝑠

(¡No en 
equilibrio!)

Podrían estar
en eq.



4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

• Ya sabemos que el número de g.d.l. (coordenadas o mov. independientes) del SR
plano ligado puede calcularse por:

Sólo de ello ya podemos extraer mucha información:

4.III.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostático e hiperestático

  (si 3)    cS  > 0G SR  ó mecanismo inestable

¡Hay que verlo también 
por inspección, pues Greal

depende no sólo del 
número Sc, sino de cómo 
se dispongan en el SR!

(  daría el  o )G H grado de redundancia hiperestaticidad

3 3 S  SG c I

i. Clasificar al SR:

  (si 3 ; pero 0)    realc GS   < 0"G" SR hiperestático

  (si 3)    cS  = 0G SR isostático

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

SR isostáticos:

SR mecanismos:

SR hiperestático:

Ejemplos:

(ver después:      )
Según el signo de G:



4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

• Ya sabemos que el número de g.d.l. (coordenadas o mov. independientes) del SR
plano ligado puede calcularse por:

Sólo de ello ya podemos extraer mucha información:

Cuando las ligaduras dejan al SR sin g.l, G = 0, éste no tiene
ningún movimiento posible, de modo que las ligaduras mantienen al SR en
equilibrio…

• sean cuales sean las fuerzas activas aplicadas al SR,

• y en una configuración de equilibrio inalterable: Es el SR ESTABLE.

Así: Los SR isostáticos y los hiperestáticos son estables, no así los mecanismos.

Pero ¡un SR mecanismo puede estar en equilibrio aunque sea inestable! Lo que le
distingue es que puede cambiar de configuración de equilibrio al cambiar las .

Como se dispone de 3 ecs. escalares de equilibrio, ha de ser ,

4.III.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostático e hiperestático

  (si 3)    cS  > 0G SR  ó mecanismo inestable

¡Hay que verlo también 
por inspección, pues Greal

depende no sólo del 
número Sc, sino de cómo 
se dispongan en el SR!

(  daría el  o )G H grado de redundancia hiperestaticidad

 (act)
iF


3 3 S  SG c I

Así: Los SR isostáticos y los mecanismos son está-

ticamente determinados, no así los hiperestáticos (que necesitan de ecs. adicionales)

de donde 
resulta:                                 .

3IS 
 0G 0 3 I S

i. Clasificar al SR:

ii. Estabilidad del SR:

iii. Solubilidad o determinación estática de las incógnitas de ligadura del SR:

  (si 3 ; pero 0)    realc GS   < 0"G" SR hiperestático

  (si 3)    cS  = 0G SR isostático

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

(ver después:      )

Según el signo de G:



4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

4.III.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostático e hiperestático

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

Entonces, la clasificación de los SR según el signo de G es además una clasificación de éstos
según su estabilidad y solubilidad (o determinación estática): 

Por ello, en cualquier problema o ejercicio de Estática lo primero que conviene hacer, antes de
plantear las ecs. de equilibrio, es contar el número G de grados de libertad del SR y realizar esta
clasificación, para así conocer bien el problema planteado (¿está el SR en equilibrio con
seguridad?: Estabilidad) y qué información podremos obtener en él (¿se podrán resolver todas las
incógnitas de reacción vincular?: Solubilidad).

real



4.III.- Equilibrio del SR LIGADO (y 2D) –cont.–

– NOTA: Se supone en los razonamientos anteriores que las ligaduras
están “bien colocadas” en el SR, en el sentido de que coartan el o los
mov. indep. para los que se establecieron.

• Ejemplos:
– SR hiperestático. (No son impropias si el sólido NO es estrictamente rígido,

es decir, desde el punto de vista del sólido deformable)

– SR pseudoisostático: Cuando sólo hay 3 fuerzas de reacción vincular, de
dirección conocida, y éstas son paralelas o bien concurrentes.

– SR pseudohiperestático: Cuando hay más de 3 fuerzas de reacción vincular
de dirección conocida que son paralelas o bien concurrentes.

• En los SR impropiamente ligados hay que distinguir entre el “número G
calculado”, , y el número de grados de librtad real, , (a
determinar por inspección ocular) pues NO coincidirán. Ver los ejemplos:

• Así, los SR pseudoisostáticos y pseudohiperestáticos, que
aparentemente serían estables resolubles los primeros , y
estables irresolubles los segundos , en realidad son ambos
inestables e irresolubles, pues y las incógnitas no estarán
“bien situadas” en las ecuaciones de equilibrio.

4.III.4.- Grados de libertad y Estabilidad: SR mecanismo, isostático e hiperestático –cont.–

" " 3G c S
realG

(" " 0)G 

1 0realG  
(" " 0)G 

En caso contrario, tendremos
alguna o algunas ligaduras impropias o no-independientes, y un SR
impropiamente ligado.

Hablamos así de ligaduras
propias o de un SR propiamente ligado.

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento

4.IV.1.- Introducción: Características y tipos de rozamiento

• Hasta ahora las fuerzas de reacción en los apoyos, rodillos, deslizaderas… han
sido perpendiculares a las superficies de contacto correspondientes (ver la tabla):
hablamos de apoyos, ligaduras, superficies o contactos lisos.

• En muchos otros problemas eso no basta para explicar las situaciones de equilibrio o
movimiento (ver ej.), pues para poder explicarlas debemos añadir a una compo-
nente tangente a la superficie de contacto: hablamos de apoyos, ligaduras… rugosas.

• Y se llama fuerza de rozamiento a la componente tangente a la superficie de
contacto de la fuerza de reacción vincular del contacto rugoso:

• Características:
– Es tangente a la superficie de contacto (por definición)

– Se opone a cualquier movimiento entre las superficies (por ser una componente de una ).

– Siempre están presentes, aunque a veces sean despreciables (como hasta ahora se
supuso), y aparecen en parejas de acción y reacción, como toda fuerza (se suele olvidar).

– A diferencia de la componente normal de , , que tiene módulo “ilimitado”,
tiene un valor máximo (que suele ser “pequeño” => despreciable).







  , ó      
 

R t R t tF F u




 n nN u
 



RF

RF

RF

Es ésta la cualidad más distintiva, pues entonces:
• habrá que cuantificar ese valor máximo (leyes de Amontons-Coulomb; ver 4.IV.2), y

• ello introduce situaciones nuevas de rotura del equilibrio, por deslizamiento o/y vuelco (ver 4.IV.3).

– Sólo cuando se rompe el equilibrio y hay movimiento entre las superficies, origina
pérdidas de energía (en forma de calor) y desgaste de los cuerpos en contacto.

– El rozamiento suele ser nocivo en el caso anterior (no siempre: frenos)

En ese sentido se
dice que la ligadura rugosa no es ideal.

, pero en los casos
en que puede mantener el equilibrio, suele ser conveniente, incluso imprescindible
(sostener cosas, cuñas, tornillos; caminar, rodadura; correas, embragues…).

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

𝜙

𝜙 ≡ 𝑁

𝜙௧ ≡ 𝐹ோ

𝜙
𝜙 ≡ 𝑁

𝜙௧ ≡ 𝐹ோ
𝜙

𝜙 ≡ 𝑁

𝜙௧ ≡ 𝐹ோ



𝑥

𝜏(r’)
𝜏(r)

𝜏(r)

esfuerzo cortante

4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–

4.IV.1.- Introducción: Características y tipos de rozamiento –cont.–

• En las ideas anteriores estábamos estudiando el rozamiento entre las superficies
exteriores de dos sólidos en contacto (sin lubricantes). Es llamado rozamiento seco.

• Pero pueden aplicarse características similares a las anteriores a dos tipos más de
rozamiento:

– rozamiento fluido:

• Fuerzas tangentes a las superficies de los sólidos (y a las correspondientes de los fluidos) en
movimiento sobre o dentro de líquidos y gases. Son las fuerzas de fricción aero- e hidro-
dinámicas.

• Fuerzas tangentes entre las propias capas en que se puede descomponer el flujo de un fluido.
Son los esfuerzos cortantes (interiores) en el fluido, 𝜏 𝑟 = 𝑑�⃗�௧ 𝑑𝑆⁄ , por las diferencias de
velocidades entre las capas, y que son proporcionales a la viscosidad 𝜂 del fluido (se estudiará en
Física II: Instalaciones).

• Una gran diferencia del rozamiento fluido con el seco es que en el fluido no existe fuerza de
rozamiento cuando el fluido está en reposo (equilibrio), sólo cuando hay movimiento relativo
entre capas, mientras que en el seco sí hay fuerza de rozamiento en el equilibrio (como
veremos después con las leyes de Amontons-Coulomb).

La segunda gran diferencia es que la fuerza de rozamiento fluido depende de las velocidades
del movimiento de las capas (ver Física II: Instalaciones), mientras que el rozamiento seco es
independiente de la velocidad (leyes de Amontons-Coulomb).

Por ellas se disipa energía en forma de calor cada vez que se
hacen ciclos de tracción-compresión del material.

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

Aquí se incluye el rozamiento entre superficies sólidas con lubricantes.

Fuerzas interiores en un sólido deformable que son 
tangentes a las superficies interiores que siguen la dirección de deformación 
del sólido.

−       rozamiento interno:

Fuera de temario



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb

• En todo apoyo o contacto, puntual o extenso, la acción mútua entre las superficies es
muy compleja,

– por el desconocimiento de la verdadera superficie de contacto: rugosidades, deformaciones;

– por la naturaleza eléctrica y el carácter estadístico de las fuerzas entre moléculas o átomos:
de repulsión –no penetración– y de adhesión –soldaduras frias–; necesidad enfoque cuántico

• Pero si los cuerpos en contacto son SR, esas fuerzas de interacción siempre se
pueden reducir a un sistema fuerza-par o torsor en uno de los puntos de contacto, C:
Son la fuerza y el momento de reacción vincular del contacto o apoyo rugoso:

• Además de la normal  , reflejo de la impenetrabilidad de los sólidos y medida
de su apretamiento mutuo, aparecen no una, sino tres componentes de rozamiento o
resistencia al movimiento relativo entre superficies:

   ,  fuerza de  o de .R t tF u rozamiento resistencia al deslizamiento
 

  ,  C 
 

Y para encontrar el 
rozamiento (seco) es 
necesario descomponer 
los vectores en los 
ejes naturales (normal y 
tangentes) de la superficie 
de contacto en el punto C:

   ,  momento de par de  .rodad t tu resistencia a la rodadura  

   ,  momento de par de .pivot n nu resistencia al pivotamiento  
(Aunque cuanto “más puntual” es 
el contacto, más despreciables
son los 2 pares resistentes  ).

¬

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

Puede entenderse que dos son las causas microscópicas de esos rozamientos o resistencias: la interpenetración de las
rugosidades, y las soldaduras frias. Un aumento del módulo N de la normal de apretamiento de las superficies abundará en ello,
contribuyendo a aumentar los rozamientos, lo cual será el fundamento de las leyes de Amontons-Coulomb, como veremos pronto.



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb –cont.–

• En el equilibrio, de sus ecuaciones ( ), son calculables
la fuerza y el momento de reacción vincular del contacto, y en particular todas sus
componentes, incluidas las de rozamiento o resistencia:

• A partir de ahora vamos a restringirnos

al caso habitual del SR plano ó 2D:

• Así, de las ecs. de eq. se calcularán las siguientes componentes de reacción vinc:

• Pero experimentalmente se observa que el equilibrio sólo se mantiene de manera
inalterable o estable, sean cuales sean las , en cuanto al deslizamiento en
dirección normal (debido a la rigidez e impenetrabilidad de los sólidos),

Σ�⃗�(௧) + 𝜙 = 0 ;  Σ𝑀
(௧)

+ 0 + 𝜇 = 0

𝜙 = −Σ�⃗�(௧) ;  𝜇 = −Σ𝑀
(௧)

𝑁 = 𝜙 = −Σ𝐹
(௧)

   ,    𝐹ோ = 𝜙௧ = −Σ𝐹௧
(௧)

  , y    𝜇ௗௗ = 𝜇௧ᇱ = −Σ𝑀,௧ᇱ
(௧)

�⃗�(௧)

y que NO
ocurre así con el equilibrio frente al deslizamiento en dirección tangente ni frente a la
rotación de eje tangencial (rodadura), que “rápidamente” son rotos por las para
producir deslizamiento y/o rodadura.

• A partir de ese momento, la y la ya NO pueden calcularse de las ecuaciones
de equilibrio (a diferencia de la N).

�⃗�(௧)

𝐹ோ 𝜇ௗௗ

así como
los valores de y en el estado de movimiento.

Entonces, han de cuantificarse los valores
máximos de y , que aún pueden calcularse de las ecs. de equilibrio,

𝐹ோ 𝜇ௗௗ (Ver ejemplo del “tribómetro”)
𝐹ோ 𝜇ௗௗ

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb –cont.–

• Nos restringimos al caso habitual del SR plano ó 2D:

• En el equilibrio, de sus ecs, son calculables la fuerza y el momento

de reacc. vinc. del contacto, apareciendo las siguientes componentes de r. v:

• Experimentalmente se observa que el equilibrio sólo se mantiene de manera inalterable o estable, sean
cuales sean las , en cuanto al deslizamiento en dirección normal (debido a la rigidez e
impenetrabilidad de los sólidos),

𝑁 = 𝜙 = −Σ𝐹
(௧)

   ,    𝐹ோ = 𝜙௧ = −Σ𝐹௧
(௧)

  , y    𝜇ௗௗ = 𝜇௧ᇱ = −Σ𝑀,௧ᇱ
(௧)

�⃗�(௧)

y que NO ocurre así con el equilibrio frente al deslizamiento en
dirección tangente ni frente a la rotación de eje tangencial (rodadura), que “rápidamente” son rotos por
las para producir deslizamiento y/o rodadura.

• A partir de ese momento, la y la ya NO pueden calcularse de las ecuaciones de equilibrio (a
diferencia de la N). 𝐹ோ 𝜇ௗௗ

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

𝐹ோ = 𝐹(ୟ)

𝑁 = 𝑚𝑔

Mientras haya equilibrio:

𝐹(ୟ) − 𝐹ோ = 𝑚𝑎

Cuando hay movimiento:

�⃗�(௧)

N

RF

(a) (N)F

(N)

o dinámica

N


RF


(a)F


𝑚�⃗�

𝐹ோ,ୢ୧୬ = 𝜇ୢ𝑁

(𝐹ோ)
max

= 𝜇𝑁

Ejemplo del “tribómetro”:

• Experim. se encuentra que ambos valores para (y para ) dependen del tipo de
materiales en contacto, del estado de las superficies y del módulo de la propia fuerza
normal del contacto, N. Ello se recoge en las leyes de Amontons-Coulomb:

rodadRF

(𝐹ோ)
max

= 𝜇𝑁

𝐹ோ,ୢ୧୬ = 𝜇ୢ𝑁

⇒ 𝐹ோ = 𝐹(ୟ) − 𝑚𝑎

ቊ

𝑁 − 𝑚𝑔 = 0    ⇒ 𝑁 = 𝑚𝑔

( ¡se usa en la Práctica 4-I ! )

𝐹ோ 𝜇ௗௗ

así como los valores que alcanzan y en el estado
de movimiento.

Entonces, han de cuantificarse los valores máximos de y , que aún
pueden calcularse de las ecs. de equilibrio, 𝐹ோ 𝜇ௗௗ

(0 si 𝑣 = cte)

(En él no se mide ni se estudia el par 
de resistencia a la rodadura, 𝜇ௗௗ)

(medible con un 
muelle dinamómetro)



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb –cont.–
• Leyes de Amontons-Coulomb

• y dependen de los materiales en contacto, pero también del estado de las superficies
(pulido, limpieza, humedad, temperatura… ).

• Caracterizan a un PAR de superficies en contacto (ver tabla), y por lo dicho, deben inducirse de
experimentos adicionales ‘in situ’ para cada pareja de superficies (son leyes fenomenológicas):

 ௗ

 
 

 máx

máx

máx

1ª )     ,  y
 , con ( ) , coef. de rozam. 

        (Área de contacto)

R

R e e

R

F N
F N f A estático

F f
 

   
 

 
 

 dinám

dinám

dinám

2ª )     ,  y
 , con (  ; ) , coef. de rozam. 

        (  ; )

R

R d d relat

R relat

F N
F N f A v dinámico

F f A v
 

   
 

   máx dinám
3ª )    R R e dF F    

(¡sólo las estudiaremos para      , pues                    !):RF ௗௗ

(¿por qué?).

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

𝐹ோ = 𝐹(ୟ)

𝑁 = 𝑚𝑔

En el equilibrio:

𝐹(ୟ) − 𝐹ோ = 𝑚𝑎

En el movimiento:
N

RF

(a) (N)F

(N)

o dinámica

𝐹ோ,ୢ୧୬ = 𝜇ୢ𝑁

(𝐹ோ)
max

= 𝜇𝑁

⇒ 𝐹ோ = 𝐹(ୟ) − 𝑚𝑎

NO dependen del área de contacto 

𝑁 − 𝑚𝑔 = 0    ⇒ 𝑁 = 𝑚𝑔

N


RF


(a)F


𝑚�⃗�

Observar que suele ser 𝜇 < 1, de modo que habitualmente es 𝐹ோ ୫á୶ < 𝑁. Cuando es 
𝜇 < 0,5 ⇒ 𝐹ோ ୫á୶ < 𝑁 2⁄ . Por ello, si el contacto tiene un valor de 𝑁 pequeño, se podría 
despreciar la 𝐹ோ, como se supuso hasta ahora.

(0 si
𝑣 = cte)

(Hule = caucho, goma)

(ej: neumático-asfalto)

1ª ley de A-C:

2ª ley de A-C:



¿Experimentos para obtener 𝜇 y 𝜇ௗ? Con el tribómetro de la Práctica 4-I.

- Que sea   1 sólo implica que acrit  45º, lo cual puede ser posible (ej: neumático-asfalto).

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

• Leyes de Amontons-Coulomb

• y dependen de los materiales en contacto, pero también del estado de las superficies (pulido,
limpieza, humedad, temperatura… ).

• Caracterizan a un PAR de superficies en contacto (ver tabla), y por lo dicho, deben inducirse de
experimentos adicionales ‘in situ’ para cada pareja de superficies (son leyes fenomenológicas):

4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.2.- Estudio del rozamiento seco. Leyes de Amontons-Coulomb –cont.–

𝜇 𝜇ௗ

   máx dinám
3ª )    R R e dF F    

NO dependen del área de contacto.

(¡sólo las estudiaremos para      , pues                    !):RF ௗௗ

 
 

 máx

máx

máx

1ª )     ,  y
 , con ( ) , coef. de rozam. 

        (Área de contacto)

R

R e e

R

F N
F N f A estático

F f
 

   
 

 
 

 dinám

dinám

dinám

2ª )     ,  y
 , con (  ; ) , coef. de rozam. 

        (  ; )

R

R d d relat

R relat

F N
F N f A v dinámico

F f A v
 

   
 

Otro tribómetro, el de plano inclinable: un bloque (de un material) sobre un
plano inclinable (del otro material de interés), y el bloque sujeto sólo a su
propio peso:

ோ


(ிೃ)ౣá౮
ே

 ୱ୧୬ ఈౙ౨౪
 ୡ୭ୱ ఈౙ౨౪

 ;

 ୡ୰í୲୧ୡ୭

- Para cualquier valor del peso y del área del bloque se alcanza el equilibrio crítico por
deslizamiento inminente a la misma inclinación acrít . Parece poco intuitivo… ¿por qué?

(si empieza a deslizar para 𝛼 = 𝛼ୡ୰୧୲ ⇒ 𝐹ோ = 𝐹ோ á௫)

(Hule = caucho, goma)

(ej: neumático-asfalto)

N

RF

(a) (N)F

(N)

o dinámica

𝐹ோ,ୢ୧୬ = 𝜇ୢ𝑁

(𝐹ோ)
max

= 𝜇𝑁



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.3.- Nuevos problemas en Estática: Deslizamiento y vuelco inminentes

• Ya se puede utilizar la teoría fenomenológica del rozamiento seco en la Estática del SR plano que
tuviera ligaduras con rozamiento. Se trata de hallar reacciones u otras incógnitas de las ecuaciones de
equilibrio, dadas ciertas fuerzas activas conocidas y siendo uno de los contactos con rozamiento.
Pero ahora va a aparecer una casuística nueva, debida al rango limitado de valores que puede ofrecer
la fuerza de rozamiento para mantener ese equilibrio, que puede perder el SR y comenzar a moverse
si las fuerzas activas solicitan mayor fuerza de rozamiento que la máxima (  N ).

• Así, además de estudiar una situación normal de equilibrio, también deberán estudiarse los llamados
equilibrios críticos:

– por deslizamiento inminente, cuando se haya llegado a 𝐹ோ = 𝐹ோ,୫á୶ = 𝜇 𝑁 ;

– y veremos que si el contacto es extenso, podrá suceder que el pto de aplicación de la FR y la N se
coloque en el borde del contacto, a punto de salirse, hablándose entonces de vuelco inminente.

• Distinguiremos entonces dos situaciones, apoyo puntual y apoyo extenso (con rozamiento, claro):

• APOYO PUNTUAL:

 Si se supone , el equilibrio no es crítico.

• La es una incógnita más a resolver de las ecuaciones de equilibrio (de las de fuerza)

• El apoyo no es simple, pues presenta 2 coacciones (impide deslizamiento tangente en el
punto de contacto y penetración normal en él). Se ha convertido en ligadura doble, y como
la articulación, sólo permite giros.

 Si se supone , el equilibrio es crítico, por deslizamiento inminente.

• Contamos con esa ecuación como una 4ª ecuación a resolver junto con las 3 ecs. de equili-
brio, para hallar así una 4ª incógnita adicional a las 3 que como máximo podrían tenerse.

• El apoyo está a punto de hacerse simple, pues está a punto de perderse la coacción del
deslizamiento tangente

• Esta suposición se hace cuando interesa calcular algo en sus valores extremos (máx ó mín)

NFF RR  máx 
RF

(comprobar al final que                    )NFR  

(ver que también es I = c = 2 :                 )};{ RFN

NFF RR  máx 

(ello es coherente con que ahora es  I = c = 1 :           ){ }N
(En general, habría que 
estudiar 2 desl. inmi-
nentes:                  . 
Dependerá de las �⃗�(௧) )

 RF N 

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

(ver ejs.      )

𝐹ோ ≤ 𝐹ோ,୫á୶ = 𝜇 𝑁 sería 
la cond. de no-desliz.



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.3.- Nuevos problemas en Estática: Deslizamiento y vuelco inminentes –cont.–

𝐹ோ < 𝐹ோ á௫ = 𝜇 𝑁
−𝑥௭ < 𝑥ா < 𝑥ௗ

,
será c = I = 3 :

Además la distribución de fuerzas es 
un sistema coplanario 0M R  

 

APOYO EXTENSO:

Pero ahora las fuerzas activas pueden 
crear dos nuevas condiciones de eq. 
límite o crítico, independientes de la ya 
estudiada de deslizamiento inminente:

ா ௗ

ா ௭

 vuelco inminente, a 
punto de girar a un lado

{ ; ; } ó { ; ; }R O R EN F N F x

La distribución de fuerzas en el contacto rugoso 
extenso es unilateral (el sentido de las fuerzas 
se mantiene siempre igual: de la superficie hacia 
el sólido de interés)

También la unilateralidad hace que el EC deba cortar la superficie de apoyo por su interior, pues 
recordemos que:

0R d  
 

Por todo ello, tenemos un sistema tipo 2º: 
reducible a un sistema fuerza-par fuera
del eje central del sistema                , y a 
una sola fuerza en su eje central

Entonces, mientras las fuerzas activas, en 
el equilibrio, mantengan los valores de FR

y xE en sus límites,

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

−𝑥௭≤ 𝑥ா ≤ 𝑥ௗ

De modo que debe ser:

 vuelco inminente, a 
punto de girar al otro lado

⇒ fig. (1)

(1)

(2)

Como las cond. de desliz. y vuelco son independientes, son posibles 4 casos:

(Ver ej.      )

⇒ fig. (2).

−𝑁𝑥௭ ≤ 𝜇ை
థ

(= 𝑁𝑥ா) ≤ 𝑁𝑥ௗ

O también:

Serían las condicio-
nes de no-vuelco.



Tras este estudio, debemos completar la tabla de ligaduras, añadiendo el contacto puntual con
rozamiento en la categoría de ligaduras dobles (c = 2), y el contacto extenso con rozamiento en la de
ligaduras triples (c = 3). Pero con la particularidad de que, según las fuerzas activas, pueden eliminarse
alguna/s de sus coacciones: el contacto puntual puede pasar a ser ligadura simple (c=1), en la situación de
deslizamiento inminente; el contacto extenso puede pasar a ser c=2 (¿cuándo?) e incluso c=1 (¿cuándo?).

• APOYO EXTENSO:
 Si se supone y el equilibrio no es crítico.

• La y la son dos incógnitas más a resolver de las ecs. de equilibrio (xE de la de momentos)

• El apoyo ahora presenta 3 coacciones (impide deslizam. tgte a la superficie, penetración
normal en ella, y ¡también el giro de rodadura!). Se ha convertido en ligadura triple, y como el
empotramiento, él sólo deja al SR con cero grados de libertad.

 Si se supone y el equilibrio es crítico, por deslizamiento
inminente.

 Si se supone y el equilibrio es crítico, por vuelco
inminente (hacia un lado o hacia el otro).

 Si se supone y el equilibrio es crítico, por desliza-
miento y vuelco inminentes.

• APOYO PUNTUAL:

 Si se supone , el equilibrio no es crítico.

• La es una incógnita más a resolver de las ecuaciones de equilibrio (de las de fuerza)

• El apoyo no es simple, pues presenta 2 coacciones (impide deslizamiento tangente en el punto de contacto
y penetración normal en él). Se ha convertido en ligadura doble, y como la articulación, sólo permite giros.

 Si se supone , el equilibrio es crítico, por deslizamiento inminente.

• Contamos con esa ecuación como una 4ª ecuación a resolver junto con las 3 ecs. de equilibrio, para hallar
así una 4ª incógnita adicional a las 3 que como máximo podrían tenerse.

• El apoyo está a punto de hacerse simple, pues está a punto de perderse la coacción del deslizamiento
tangente

• Esta suposición se hace cuando interesa calcular algo en sus valores extremos (máx ó mín)

NFF RR  máx 
RF

(comprobar al final que                    )NFR  

(y es I = c = 2:             )};{ RFNNFF RR  máx 

(ello es coherente con que ahora es I = c = 1 :           ){ }N

NFF RR  máx  −𝑥௭< 𝑥ா < 𝑥ௗ

NFF RR  máx 
(Y es I = c = 3 :                    )};;{ ER xFN

Como las cond. de desliz. y vuelco son independientes, son posibles 4 casos:

NFF RR  máx  𝑥ா = −𝑥௭ ó  𝑥ா = 𝑥ௗ

NFF RR  máx  𝑥ா = −𝑥௭ ó  𝑥ா = 𝑥ௗ

RF

[Las suposiciones de mov. inminente se hacen cuando 
interesa calcular algo en sus valores extremos, pero como no se sabe a priori si se alcanzará primero el deslizamiento, el vuelco o ambos a la 
vez (dependerá de las �⃗�(௧)), hay que estudiarlos por separado, viendo por los resultados cuál es el que antes se produce.]

Ex

(Y es I = c = 2 :              )  deslizadera rígida{ ; }EN x

(Y es I = c = 2 :              )  articulación{ ; }RN F

(I = c = 1 :       )  apoy. s.{ }N

(En gral, habría 
que estudiar 2
d.i :                )𝐹ோ = ±𝜇 𝑁

−𝑥௭< 𝑥ா < 𝑥ௗ

Se dispone de 1 ec. adicional a las 3 de equilibrio.

1 ec. adicional.

(2 ecs. adiciona-
les a las 3 de eq.)

(en rigor, 7 casos)



4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.3.- Nuevos problemas en Estática: Deslizamiento y vuelco inminentes –cont.–

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

Tras este estudio, debemos completar la tabla de ligaduras, añadiendo el contacto puntual con rozamiento en la categoría de
ligaduras dobles (c = 2), y el contacto extenso con rozamiento en la de ligaduras triples (c = 3). Pero con la particularidad de que, según
las fuerzas activas, pueden eliminarse alguna/s de sus coacciones: el contacto puntual puede pasar a ser ligadura simple (c=1), en la
situación de deslizamiento inminente; el contacto extenso puede pasar a ser c=2 (¿cuándo?) e incluso c=1 (¿cuándo?):





4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.3.- Nuevos problemas en Estática: Deslizamiento y vuelco inminentes –cont.–

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

Tras este estudio, debemos completar la tabla de ligaduras, añadiendo el contacto puntual con rozamiento en la categoría de
ligaduras dobles (c = 2), y el contacto extenso con rozamiento en la de ligaduras triples (c = 3). Pero con la particularidad de que, según
las fuerzas activas, pueden eliminarse alguna/s de sus coacciones: el contacto puntual puede pasar a ser ligadura simple (c=1), en la
situación de deslizamiento inminente; el contacto extenso puede pasar a ser c=2 (¿cuándo?) e incluso c=1 (¿cuándo?):

(Q es el punto de aplicación de
𝜙 = �⃗�ோ + 𝑁)

(Q es el punto de aplicación de 
𝜙 ≡ 𝑁, antes denotado por E)

(C es el número de coacciones )

(Siempre coincidirá el número 
de I.R.V, I, con el número de 
coacciones, C :  𝐼 =  𝐶 )

A continuación, otra 
forma de presentar la 
tabla completa de 
ligaduras o vínculos:

(I.R.V. son las incógnitas de 
reacción vincular )



ea críticotan

Como ya sabemos, la condición de deslizamiento inminente se reduce
en este caso a:

Vamos a estudiar y comparar las condiciones de deslizamiento y vuelco 
inminentes en el problema conocido del Tribómetro de plano inclinable:

4.IV.- Rozamiento entre SR. Estática con rozamiento –cont.–
4.IV.3.- Nuevos problemas en Estática: Deslizamiento y vuelco inminentes –cont.–

¿Cuál es la cond. de vuelco inminente?

Gráficamente es muy intuitiva: Conforme a aumenta desde 0, la línea de acción del peso va cortando la base
de apoyo desde su mitad hasta que llega a cortar el vértice inferior izquierdo.

Si siguiera aumentando a, la línea de acción del peso ¡ y de la reacción ! se saldrían de la base
de apoyo.

También puede hablarse de una condición de no-deslizamiento:

ea tan

RFN



Como eso es físicamente imposible, el bloque rotaría por el vértice izquierdo (volcaría), y la condición

de vuelco inminente es la siguiente:

críticotan
b

h
a 

También puede hablarse de una condición de no-vuelco: tan
b

h
a 

Vamos a deducirla también de la ec. de equilibrio 
de momentos respecto del vértice inferior izquierdo:

[NOTA: la base b de apoyo a considerar es la base efectiva de apoyo, que puede ser mayor que la de contacto]

Por último, ¿puede predecirse qué sucede antes, el deslizam. inminente o el vuelco inmin.? ¿O se darán a la vez?

h
b

Tema 4: Estática del sólido rígido: cond. de equilibrio, ligaduras y rozamiento

𝑃 sin 𝛼ୡ୰í୲

ଶ

− 𝑃 cos 𝛼ୡ୰í୲

ଶ

+ 0 + 0 = 0

¿De qué depende que se produzca una antes que otra (o las dos a la vez)? 

Ahora se considera el apoyo como extenso: las dimensiones del bloque.

base efectiva de apoyo


